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Capitulo 1

Analise linear e nao linear de
sistemas estruturais vibratorios

As oscilagbes (vibragoes) mecanicas estao presentes em nossa vida nas mais diversas
situacoes, tendo como exemplos, entre muitos outros em engenharia, os seguintes
casos (Craig, 1994; Inman, 2019 etc.): o movimento oscilante da suspensdo de um
carro, o movimento do solo pela passagem de um 6nibus nas proximidades e a
propagacao do som de uma miusica associada as vibracdes acusticas. Todas essas
situagoes, que notamos intuitivamente, sdo fendmenos fisicos nos quais ocorrem
transferéncia de energia mecanica de uma natureza para outra.

Os exemplos citados anteriormente apresentam as seguintes naturezas de energia:
na suspensao do carro, a mola é o elemento relacionado a energia potencial elastica
de deformagao do material e o amortecedor é o elemento dissipador (transformador)
de energia mecanica para energia térmica, o que é verificado pelo aquecimento
do 6leo do amortecedor; as rodas do 6nibus, em movimento sobre o pavimento,
transmitem energia potencial elastica para o solo; a musica é a transmissao de
ondas de pressdo no ar (pressao acustica), que sdo percebidas através de nosso
sistema auditivo etc.

Em alguns problemas de engenharia, as oscilagoes (vibragoes) mecéanicas devem ser
controladas ou suprimidas. Alguns exemplos de casos de necessidade de controle
de oscilagoes (vibragdes) mecénicas sdo: o problema da estabilidade dos veiculos, o
problema da emissao de ruido em sistemas mecénicos e o problema das oscilacoes
(vibragoes) induzidas por atrito em maquinas.

Como se viu logo acima, tem uma importancia muito grande na engenharia atual
e nao ha exagero ao afirmar que é improvavel a existéncia de qualquer ramo da
engenharia no qual elas ndo exercam papel importante. As equagoes diferenciais do
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movimento de sistemas dindmicos mecanicos sdo comumente equacoes diferenciais
a derivadas parciais em suas coordenadas generalizadas espaciais e temporais. No
caso em que as variaveis do problema nao sao do tipo separaveis, entao o uso de
métodos classicos possibilita a eliminacao das varidveis generalizadas espaciais,
obtendo-se, desta forma, um conjunto de equagoes ordinarias na variavel temporal,
quer sejam na forma com coeficientes constantes ou dependentes do tempo.

E de suma importancia a andlise da estabilidade das solugoes das equacoes do
movimento, obtidas. Normalmente, adota-se a definicdo de estabilidade segundo
Liapunov. Diz-se que um ponto de equilibrio do sistema dinamico é estavel se,
qualquer que seja a perturbacao imposta ao estado de equilibrio, o sistema perma-
nece suficientemente préximo a esse estado; no caso oposto, tem-se instabilidade.
Se o sistema perturbado tender ao estado de equilibrio inicial com o passar do
tempo, diz-se que o sistema é assintoticamente estavel.

As condigoes de estabilidade-instabilidade dindmica sdo comumente expressas em te-
oria de vibragoes mecanicas em termos de certas relagoes existentes entre as frequén-
cias das excitagoes externas e as frequéncias naturais do sistema, denominadas de re-
lacoes de frequéncias, cujo fendmeno mecanico associado é chamado de ressonancia.

A transmissao das vibragoes para o corpo humano pode causar diversos prejuizos,
tais como: dor, desconforto, perda de eficiéncia e concentracao no trabalho, tontura,
nausea, turvamento da visao, perturbagao da fala, fadiga, perturbacdes neuroldgicas
ou musculares, lesdoes osteoarticulares, patologias na regiao lombar e até mesmo
les6es da coluna vertebral. As partes do corpo humano apresentam sensibilidade
a frequéncia de vibragao em diferentes faixas (valores): na cabega em torno de
25Hz; nos globos oculares 30-60Hz; na caixa toracica 60Hz; na coluna vertebral
10-12Hz; no braco 16-30Hz; na mao 50-150Hz; na massa pélvica e nddegas 4-8Hz;
nas pernas 2-20Hz.

O risco de exposicdo a vibragao depende da amplitude, frequéncia, direcao, tempo
de exposigdo e comportamento da vibragao ao longo do tempo (continua, intermi-
tente ou transitoria).

Esse assunto da exposicdo humana a vibragao é tdo importante que existem varias
normas internacionais que tratam dessa temética. Por exemplo, a norma ISO 2631-1
(1997) traz os requisitos gerais a respeito da exposi¢do humana & vibragéo de corpo
inteiro, abrangendo métodos de medicao, severidade de vibragao e conforto humano
e possiveis efeitos sobre a satide. A norma ISO 2631-2 (2003) apresenta um guia para
aplicacao da ISO 2631-1 sobre a resposta humana sob a agdo de vibragao de prédios.

No ambiente industrial, existem intimeras fontes de vibragido: maquinas rotativas,
maquinas alternativas, processos com impacto, transportadores, veiculos, maquinas
ferramenta, dentre outras. Vale destacar alguns resultados das vibragbes no
ambiente industrial: ruido excessivo, desgaste prematuro, trincas, afrouxamento de
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parafusos, vazamentos, mau funcionamento de maquinas e equipamentos e falhas
estruturais. Nesse contexto de ambiente industrial, destaca-se o desbalanceamento,
que é uma das causas mais comuns de vibragdo em equipamentos rotativos,
especialmente em: rotores de motores elétricos, rotores de ventiladores, rotores
de sopradores, turbinas, bombas centrifugas e unioes elasticas (acoplamentos
mecanicos).

O desbalanceamento rotativo esta presente em intimeras aplicagoes de engenharia,
por exemplo, afirma-se que grande parte dos motores de acionamento tem problema
relacionado com vibragdo mecanica, devido ao desbalanceamento inerente que
existe nos motores. Além disso, sabe-se que o desbalanceamento de motores a
combustao interna pode gerar ondas (vibragoes) com magnitude suficiente para
causar incomodo em areas urbanas ou até mesmo danos estruturais nas edificagoes;
as rodas de uma locomotiva em alta velocidade podem ter afastamento consideravel
(da ordem de centimetro) dos trilhos da ferrovia em razdo do desbalanceamento;
a vibragao causada pelo desbalanceamento afeta estruturas (suporte ou base de
fixagdo) e componentes mecéanicos das maquinas. Essa vibragao pode causar falhas
mecanicas como, por exemplo, desgaste acelerado, ruido excessivo ou falha por
fadiga (variagdo ciclica da tenséo), que sao efeitos indesejaveis. Com o conhecimento
da intensidade do desbalanceamento rotativo é possivel minimiza-lo no projeto,
bem como dimensionar as estruturas e componentes mecanicos para assegurar que
o seu efeito nao seja danoso aos mesmos.

Alguns efeitos do desbalanceamento serdo abordados nos Capitulos 2 e 3 deste
volume, referindo-se a problemas vibratérios denominados de néo ideais (RNIS),
onde se considera a interacdo entre a fonte de energia (de poténcia limitada) e a
estrutura que a suporta.

Sabe-se também que qualquer equipamento ou sistema esta sujeito a desgastes meca-
nicos. Rupturas podem resultar em grandes prejuizos econémicos e acidentes de pro-
ducdo. Sendo assim, uma recente ferramenta esta sendo utilizada e destacando-se no
campo da manutengao preditiva. A Peri dindmica (ndo tratada neste livro) é capaz
de informar o desenvolvimento de trincas desde estagios iniciais até a completa inu-
tilizagdo de um elemento de maquina ou equipamento (Madenci e Oterkus, 2014).

Neste ponto é importante comentar a existéncia de uma analogia entre sistemas
mecanicos elétricos, desde que os sistemas (RNIS) se enquadrem na categoria de
sistemas eletromecéanicos.
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1.1 Analogia entre sistemas mecanicos e elétricos

Dois sistemas fisicos sdo andlogos (duais) quando séo descritos pelo mesmo modelo
matematico, ou seja, pelo mesmo conjunto de equagoes diferenciais ou pela mesma
funcao de transferéncia. Os sistemas andlogos caracterizam-se por apresentarem a
mesma forma de resposta quando submetidos a excitagoes do mesmo tipo.

O conceito de sistemas analogos é bem mais amplo: podemos ter analogias eletro-
hidraulica, eletrotérmica, eletropneumatica etc. No que diz respeito a analogia
eletromecanica, tem-se dois tipos: a analogia forca-voltagem, com base na lei de
Kirchhoff das malhas, e a analogia forca-corrente, amparada na lei de Kirchhoff
dos nos.

A Tabela 1.1 mostra as equagoes diferenciais de um sistema mecanico do tipo
massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade, de um circuito elétrico RCL em
série, obtido pela lei das malhas, e de um circuito elétrico RCL em paralelo, obtido
pela lei dos nés. A simbologia usada nesta tabela é descrita nas tabelas seguintes.

Tabela 1.1 Modelos matematicos dos circuitos mecanicos e elétricos

Sistema mecanico Sistema elétrico Sistema elétrico

- Cidt Tedt
Sistema translacional L% + Ri + fo(; =e(t) C% + 5+ fo; =1

mi + bi + kx = f(t)
Sistema rotacional ou ~ou
JO+BO+KO=T() | Lj+Ri+&=et) CV+Z+F=i)

A analogia realizada aqui se estende para sistemas que apresentam elementos nao
lineares. Nestes casos, faz-se necesséario realizar novamente as devidas comparacoes
entre os modelos matematicos.

A Tabela 1.2 mostra os elementos andlogos obtido por comparagao entre os modelos
matematicos dos sistemas mecanico e elétrico na analogia forca-voltagem. A
Tabela 1.3 mostra a analogia forga-corrente obtida da comparacdo entre os modelos
matematicos dos sistemas mecéanico e elétrico na analogia forga-corrente.
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Tabela 1.2 Elementos analogos de sistemas mecénicos e elétricos baseado na relac3o forca-
voltagem

Sistema mecanico Sistema elétrico
Forga F' (ou Torque T") Voltagem e
Massa m (ou Inércia J ) Indutancia L
Amortecimento viscoso b (ou B ) Resisténcia R
Rigidez k (ou K ) Inverso da capacitancia 1/C
Deslocamento z (ou 6 ) Carga elétrica g
Velocidade & (ou 6 ) Corrente elétrica i
Aceleragao & (ou 0 ) Variacao di/dt

Tabela 1.3 Elementos anélogos de sistemas mecanicos e elétricos baseado na relagcdo forca-
corrente.

Sistema mecanico Sistema elétrico
For¢a F' (ou Torque T') Corrente elétrica i
Massa m (ou Inércia J ) Capacitancia C'
Amortecimento viscoso b (ou B ) | Inverso da resisténcia 1/R
Rigidez k (ou K ) Inverso da indutancia 1/L
Deslocamento = (ou 6 ) Fluxo magnético ¥
Velocidade & (ou 6 ) Voltagen e
Aceleragao & (ou 6 ) Variacao de/dt

O uso de circuitos elétricos, como absorvedores, pode ser explicado pela analogia
entre sistemas mecanicos e elétricos. Entretanto, precisa-se considerar como sera
realizada a transferéncia de energia entre os sistemas mecénicos e elétricos. A
seguir, mostra-se o dispositivo que pode ser utilizado nesta transferéncia.

1.2 Transdutores

Transdutores sao dispositivos que convertem energia de uma forma para outra.
Os transdutores mais estudados sdo os sensores e os atuadores. Sensores sao
dispositivos utilizados na deteccdo e medida de quantidades fisicas; normalmente
estas medidas sdo transformadas em energia elétrica.

Atuadores sdo dispositivos que convertem um sinal (normalmente elétrico) em
uma acao (normalmente mecénica). Sinclair (2001), em seu livro Sensors and
transducers, convencionou tratar os atuadores simplesmente por transdutores. A
diferenca entre sensores e atuadores é muito sutil. A principal diferenca ocorre nas
eficiéncias da conversdo de energia. O principal objetivo dos sensores é realizar
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medidas, entdo a eficiéncia ndo é tao importante. Ao contrario dos atuadores,
que t em como principal objetivo a conversdo de energia, portanto a eficiéncia da
conversao ¢ muito importante.

Sensores podem ser classificados como ativos ou passivos. Os sensores ativos sdo
aqueles que podem gerar um sinal sem precisar de uma fonte de alimentacgio
externa. Células fotovoltaicas, termopares e piezoelétricos sdo alguns exemplos de
sensores ativos. Por outro lado, sensores passivos sdo aqueles que para gerar um
sinal precisam de uma fonte de alimentacio externa.

O uso de transdutores piezoelétricos tornou-se bastante comum em aplicacoes
de controle de vibragoes. Eles sdo usados tanto como sensores quanto atuadores
em sistemas de controle de vibracgoes estruturais. A capacidade dos materiais
piezoelétricos de transformar energia mecénica em energia elétrica e vice-versa foi
descoberto por Pierre e Jacque Curie, segundo Moheimani e Fleming (1967). Estes
cientistas descobriram uma classe de materiais que quando pressionados geram
uma carga elétrica e quando colocados em um campo elétrico sdo mecanicamente
tensionados.

A piroeletricidade, que literalmente significa “eletricidade gerada de pressao”, é
encontrada naturalmente em muitos materiais monocristalinos, como o quartzo
e topaz. Entretanto, estes materiais ndo sdo adequados como atuadores em
aplicagoes de controle de vibracées. Em seu lugar, utilizam-se materiais sintéticos
com estruturas policristalinas, como o titanato de zinconio (PZT), que pode ser
processado para apresentar importantes propriedades piezoelétricas.

Os transdutores piezoelétricos sdo usados em muitas aplica¢des, como controle
de vibracbes estruturais, sistemas aeroespaciais e, mais recentemente, em micro e
nanotecnologia.

Outro tipo de transdutor eletromecénico muito utilizado é o transdutor capacitivo.
O transdutor capacitivo é um condensador que exibe uma variagdo do valor nominal
da capacidade em fun¢do de uma grandeza nao elétrica.

Uma vez que um condensador consiste basicamente num conjunto de duas placas
condutoras separadas por um dielétrico, as variagoes no valor nominal da capaci-
dade podem ser provocadas por redugdo da area frente a frente e da separacao
entre placas, ou por variacao da constante dielétrica do material. Este tipo de
transdutor é muito empregado como sensor de medidas fisicas, tais como a posicao,
a velocidade e aceleracao linear ou angular de um objeto, pressao, umidade etc.

A seguir, discutem-se os modos normais de vibragéao.
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Modos normais de vibragoes

E importante frisar que uma tendéncia mundial de resolucio dos problemas da
moderna engenharia, independente da sua especialidade, sdo definidas pelas suas
caracteristicas interdisciplinares, através de uma cooperacao sistematica entre as
partes: tedrica (qualitativa) e a parte experimental /numérica (quantitativa), e
que as nao linearidades podem ser de origens elasticas, inerciais, ou dissipativas, e
que geralmente sdo aproximadas por polinémios que contém termos quadraticos
ou cibicos (ou de ordens superior). Sabe-se que os sistemas vibratérios nao
lineares comportam-se diferentemente de sistemas lineares. Multiplas solugoes,
pontos de bifurcacdo, onde a resposta qualitativamente sofre mudangas bruscas,
respostas com periodos diferentes ao da excitacdo, sensibilidade as condigoes
iniciais, ressonancias super e sub-harmonicas, sdo alguns dos fenémenos presentes
em sistemas nao lineares, que vém sendo amplamente estudados nas tultimas
décadas. O recomendével, no caso de sistemas de muitos graus de liberdade, é o
estudo inicial de poucos graus de liberdade (dois ou trés) associado ao sistema de
grande porte. Do conhecimento de propriedades importantes, de estabilidade, por
exemplo, usar-se-ia estas conclusdes como balizamento dos estudos ndo lineares
do sistema de grande porte. Obviamente, ndo pode esquecer-se da importancia
da teoria de controle no condicionamento das respostas dos sistemas dindmicos,
quer eles sejam lineares ou nao lineares. O teorema da superposi¢do é a pedra
fundamental da teoria de sistemas lineares. Esse teorema permite a andlise modal
em sistemas dindmicos lineares com base no conceito de modos lineares de vibragao.
Em contrapartida, é precisamente essa forma de recombinacao das coordenadas
modais que falta para os sistemas dindmicos nao lineares. Em sistemas lineares,
pelo principio de superposi¢do, um modelo dindmico em larga escala pode ser
reduzido a um modelo de menor dimensao, representado pelos modos de vibracao
dominantes, utilizando as ferramentas usuais da andlise modal, pois os modos séo
dinamicamente independentes. Considerando-se o sistema dado pela Figura 1.1,
composto por dois osciladores iguais acoplados (ndo afetados pela gravidade), com
dois graus de liberdade (2-DOF), sendo que cada um com massa, m, presos a trés
molas, cada um com constante de mola k. onde os pontos de borda sao fixos e
nao podem se mover e usando-se x1(t) para denotar o deslocamento horizontal da
massa esquerda e xa(t) para denotar o deslocamento da massa direita, as equagoes
governantes do movimento serao:

mit, = —kx1 + k‘($2 — .7)1) = —2kxq + kxo (1.1)

moZo = —kxg + k(x1 — x9) = —2kxo + kq
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Figura 1.1 Sistema vibratério ideal (IS) com 2 graus de liberdade.

Uma vez que espera-se movimento oscilatério de um modo normal (onde w é o
mesmo para ambas as massas), tem-se que z;(t) = A;e*! | obtendo-se:

wzm — 2k k Ay
w2m — 2%k + =0 (1.2)

wyp = \/7 wy = \/7 (1.3)

Substituindo-se te w; na matriz acima e resolvendo para (Aj, As), obtém-se (1,1).
Se substituir wy, obtém-se (1, —1). Estes vetores sdo os autovetores e as frequéncias
sdo os autovalores. Logo, o primeiro modo normal de vibrar sera:

1
1( 1
1= =C cos(wit + vy 14
n %(t) 1 ( 2 ) ( )

que corresponde a ambas as massas se moverem na mesma dire¢cdo e a0 mesmo
tempo. O segundo modo normal de vibragao sera:

y
m = 1
L

Eg =0 _11 cos(wat + ¢2) (1.5)

que corresponde as massas moverem-se em dire¢des opostas, enquanto o centro
de massa permanece estacionario. A solucdo geral é dada pela superposicao dos
modos normais, onde c;, c2, ¢1 € @2 sdo determinados pelas condi¢bes iniciais
do problema. Nas diversas areas de abrangéncia da ciéncia da engenharia, com
aplicagoes em mecanica, aeroespacial, naval, elétrica etc., é usual encontrarem-
se sistemas estruturais compostos de uma sequéncia de moédulos, nominalmente
iguais em suas caracteristicas de rigidez, massa e carregamentos, acoplados entre
si. Tais sistemas sdo denominados de uma forma imprecisa, como estruturas
periddicas. Como exemplos, tem-se: as pas de turbinas constituem uma estrutura
com periodicidade ciclica levemente acopladas pelo rotor a que sdo elasticamente
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engastadas; os painéis modulados de chapa fixadas a longarinas e cavernas de
veiculos terrestres longos, como os 6nibus; caso de embarcacbes de superficie e
submarinas; as linhas de transmissao de energia quando as distancias entre torres
sao aproximadamente iguais; estruturas trelicadas de todos os tipos, inclusive de
plataformas espaciais, estruturas de edificios altos em que os andares se repetem em
grande nimero ao longo da altura etc. Ao se estudar o comportamento dindmico de
tais sistemas, adotam-se propriedades de rigidez, massa e amortecimento idénticas
para os diversos segmentos. Também os carregamentos sdo considerados repetitivos.
Os modos de vibrar resultantes desses modelos idealizados sao globais por natureza,
as respostas modais estendendo-se ao longo de toda a estrutura. Também no estudo
da estabilidade do equilibrio (flambagem), o usual é a adogao de caracteristicas
geométricas e materiais bem como carregamentos de referéncia idénticos ao longo
do sistema. Mais uma vez, as configuragoes de equilibrio alternativas sdo de
carater global, com deslocamentos de ordens de grandeza equivalentes, nas varias
partes da estrutura. Entretanto, nas estruturas reais, ndo ha segmentos idénticos.
Imperfei¢oes construtivas, geralmente, produzem pequenas variagoes, de natureza
aleatdria, nas propriedades estruturais. As magnitudes dessas diferengas entre
os trechos sdo determinadas pela tolerdncia de construcao e variabilidade de
carregamento. A medida que as desordens crescem e o acoplamento entre médulos
diminui em intensidade, ha probabilidade de que os modos resultantes mudem
expressivamente com relacdo ao do modelo idealizado. A resposta pode ficar
confinada a alguns segmentos, ou mesmo a um sé, em contraste com o caso ordenado
em que ela se estende por toda a estrutura. Este é o denominado fenémeno de
localizacdo de modos. O grau e a natureza das imperfeicbes determinam se essas
localizacOes sdo benéficas, como um mecanismo de amortecimento, ou catastréficas,
quando se leva a solicitagbes excessivas ou perda de estabilidade (Brasil, 1995).

1.2.1 Localizacao de modos

Nas diversas areas de abrangéncia da ciéncia da engenharia, com aplicagoes
em mecanica, aeroespacial, naval, elétrica etc., é usual encontrarem-se sistemas
estruturais compostos de uma sequéncia de médulos, nominalmente iguais em suas
caracteristicas de rigidez, massa e carregamentos, acoplados entre si. Tais sistemas
sdo denominados de uma forma imprecisa, como estruturas periédicas. Como
exemplos, tem-se: as pas de turbinas constituem uma estrutura com periodicidade
ciclica levemente acopladas pelo rotor a que sdo elasticamente engastadas; os
painéis modulados de chapa fixadas a longarinas e cavernas de veiculos terrestres
longos, como os énibus; caso de embarcagbes de superficie e submarinas; As linhas
de transmissao de energia quando as distdncias entre torres sdo aproximadamente
iguais; Estruturas trelicadas de todos os tipos, inclusive de plataformas espaciais,
estruturas de edificios altos em que os andares se repetem em grande nimero ao
longo da altura; etc.
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Ao se estudar o comportamento dindmico de tais sistemas, adotam-se propriedades
de rigidez, massa e amortecimento idénticas para os diversos segmentos. Também os
carregamentos sao considerados repetitivos. Os modos de vibrar resultantes desses
modelos idealizados sdo globais por natureza, as respostas modais estendendo-se
ao longo de toda a estrutura. Também no estudo da estabilidade do equilibrio
(flambagem), o usual é a adogao de caracteristicas geométricas e materiais bem
como carregamentos de referéncia idénticos ao longo do sistema. Mais uma vez, as
configuracoes de equilibrio alternativas sdo de carater global, com deslocamentos
de ordens de grandeza equivalentes, nas varias partes da estrutura. Entretanto, nas
estruturas reais, ndo ha segmentos idénticos. Imperfei¢cdes construtivas, geralmente,
produzem pequenas variagoes, de natureza aleatéria, nas propriedades estruturais.
As magnitudes dessas diferencas entre os trechos sdo determinadas pela tolerdncia
de construgdo e variabilidade de carregamento. A medida que as desordens crescem
e o acoplamento entre médulos diminui em intensidade, ha probabilidade de que os
modos resultantes mudem expressivamente com relagdo ao do modelo idealizado.
A resposta pode ficar confinada a alguns segmentos, ou mesmo a um 86, em
contraste com o caso ordenado em que ela se estende por toda a estrutura. Este
¢ o denominado fenémeno de localizagao de Modos. O grau e a natureza das
imperfei¢oes determinam se estas localizagbes sdo benéficas, como um mecanismo
de amortecimento, ou catastréficas, quando se leva a solicitacbes excessivas ou
perda de estabilidade (Nayfeh, Hawwa, 1994; Pierre e Dowel, 1987; (Vakakis ,
1993; Almeida, 2000; Brasil, 2015, entre outros).

1.3 Modos normais nao lineares (NINM)

Para sistemas nao lineares, estas ferramentas nao sdo diretamente aplicaveis e
deve-se usar outra forma para compreender e analisar a dindmica dos sistemas
nao lineares. O conceito apresentado por Rosenberg (1996) de modos normais nao
lineares (NNM) é considerado como uma extensao dos modos normais lineares, e
tem se tornado uma ferramenta til na andlise de vibragbes nédo lineares.

De acordo com Rosenberg (1996), os modos normais nao lineares sdo movimen-
tos sincronos que apresentam uma relagdo bem definida entre as coordenadas ge-
neralizadas, isto é, todas as coordenadas generalizadas executam movimentos de
mesmo periodo (z;(t) = x;(t+T)) passando pela posicio de equilibrio (x;(tg) = )
alcangando seus deslocamentos maximos simultaneamente, ou seja, existe um
tempo t = t; # tg no qual todas as velocidades tornam-se nulas, isto é: &1 = 0.
Nota-se que para um r = [1, 2, ..., n] fixo, em qualquer instante de tempo as co-
ordenadas do sistema devem ser relacionadas por equagoes funcionais da forma:
x; = Pi(x;)i #7r,i=1,2,...n onde P; é chamado de fungdo modal para o modo
nao linear r. Sendo assim, em um modo, as oscilagées de todas as coordenadas
podem ser parametrizadas por uma unica coordenada.



Anilise linear e n3o linear de sistemas estruturais vibratorios 25

Assim, a possibilidade de definir as posicoes de todas as massas por meio de
qualquer uma delas permite uma reducao de ordem muito eficiente para o problema
como um todo. O modo linear pode ser, por essa defini¢cao, visto como um caso
particular do modo néo linear, onde as fungoes modais na expressao z; = P;(z,);
i#7r,i=1,2,...n. sdo funcdes lineares. Rosenberg também define dois tipos de
modos nao lineares, similar e ndo similar. Se as linhas modais correspondentes ao
modo nao linear forem retas, tem-se que o modo ¢é similar. No caso geral onde as
linhas modais sdo curvas, o modo é ndo similar. Portanto, quando um sistema se
movimenta em um modo similar, esse movimento ocorre ao longo de uma linha
reta passando pela posicao de equilibrio no espaco n-dimensional do sistema, ao
passo que o movimento nao similar ocorre ao longo de uma curva no mesmo espago.
O movimento do modo similar que ocorre em um sistema em vibracao livre pode
ser matematicamente reescrito como: x; = ¢; rx,; @ # 7,¢ir = 1, sendo que essas
relagoes lineares devem ser satisfeitas pelas coordenadas x; para todos os tempos,
onde ¢;-. s80 n — 1 quantidades escalares desconhecidas. O modo linear é um caso
particular de modo similar. Considerando-se, a titulo de exemplificar a teoria de
Rosenberg, seja o sistema nao lineares de equagoes:

1+ 2 + kxi’ + (acl — .%'2)3 =0 (1.6)
j&2+x2+kx§—(x1—x2)3:0

e, devido & sua simetria, esse sistema possui apenas (NNMs) semelhantes que sdo
calculados impondo a seguinte relacdo funcional

T = a1 (1.7)

obtém-se:

K(l+¢e)(c—1)3=¢(1—-c%) (1.8)

Na préxima figura (Figura 1.2), os valores reais da constante modal ¢ sdo representa-
dos para o coeficiente de rigidez de acoplamento varidvel K, a partir do qual infere-
se que uma bifurcacio de pitchfork de NNMs ocorre no sistema dinamico, conside-
rado. Este tipo de bifurcacdo é realizado devido a simetria do sistema e espera-se
que “se quebre” em bifurcagao(des) de né de sela (SN) quando essa simetria for per-
turbada. Com referéncia a Figura 1.2, nota-se que o sistema (.1) sempre possui 0s

NNMsys = £y, (1.9)



26 Sistemas dindmicos e mecatrénicos

correspondentes para solugoes ¢ = =1, independentemente da resisténcia de
acoplamento K; estes correspondem a NNMs semelhantes em fase e “fora” de fase,
respectivamente, que podem ser considerados como “continuac¢des” dos dois modos
normais de vibragao do sistema linear correspondente.

Na Figura 1.2, os valores reais da constante modal ¢ sdo representados para o
coeficiente de rigidez de acoplamento varidavel K, a partir do qual inferimos que
uma bifurcacao de pitchfork de NNMs ocorre no sistema hamiltoniano. Este tipo de
bifurcacdo é realizado devido a simetria do sistema e espera-se que “se quebre” em
bifurcacao(des) de né de sela (SN) quando essa simetria for perturbada. Conforme
observado a partir do diagrama de bifurcacdo da Figura 1.2, o sistema nao linear
possui dois (NNMs) adicionais que bifurcam a partir de fora de fase NNM em
K =1/4. Os (NNMs) bifurcados estdo fora de fase, essencialmente movimentos
nao lineares, periédicos no tempo do sistema (.1) ndo tendo andlogos na teoria
linear; ambos esses NNMs tornam-se fortemente localizados como K — 0 (ou seja,
para suficientemente fraco acoplamento) a um dos dois osciladores do sistema (.1).
Portanto, no limite de acoplamento fraco, a localizagdo do modo néo linear ocorre
no sistema simétrico. Este exemplo simples demonstra que os NNMs de um sistema
dindmico podem exceder em nimero seus graus de liberdade Neste caso particular,
a bifurcagdo (NNM) é devido & ressonancia interna de 1:1 entre os dois osciladores
nao lineares do sistema (.1). Uma conclusdo adicional interessante tirada deste
exemplo especifico é que as bifurcagdes (NNM) podem resultar em instabilidade
de modo; de fato, para K < 1/4, o( NNM) x9 = —z; fora de fase torna-se instével.

— e=1 \ /
M | MNNs Bifurcados

0 | !
-15 -10 -5 0 5
e
Figura 1.2 (NNMs)—: estével , - - -: instavel NNMs.

O estudo completo da estabilidade dos modos ilustrados na Fig 2, pode ser
encontrado em Nayfeh (2000). Para o uso do método de multiplas escalas (Balthazar
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et al., 2020), descrito em detalhes no volume 1, deste livro, deve-se tomar as
equacoes na forma

(z1) + &1 +e(Kad + (21 — 22)%) =0 (1.10)
(x2) + dg + a(ng —(z1 — ajg)?’) =0

buscando-se solucoes da forma:
x(t, 6) = $0(Tg, Tl) +ex (To, Tl)y(t, 6) = yo(To, Tl) + e (To, Tl) (1.11)

e obtém-se os mesmos resultados, mostrados logo acima (Nayfeh, 2000).

Esse conceito original de modos normais nao lineares de Rosenberg foi modificado
nos ultimos anos por Shaw e Pierre (1991) que propuseram uma definigdo dos
modos normais nao lineares, na qual ndo somente os deslocamentos generalizados,
mas também as velocidades devem ser consideradas. A vantagem dessa definicao é
que ela incorpora a definicdo de Rosenberg.

De acordo com Shaw e Pierre (1991), um modo normal néo linear é um movimento
em vibracao livre que se realiza em uma variedade bidimensional invariante inse-
rida no espaco de fase do sistema. Como as variedades sdo invariantes, isso signi-
fica que, se as condicOes iniciais estdo em uma dessas variedades, o movimento cor-
respondente permanece nesta variedade. Formalmente, uma variedade invariante
de um sistema dindmico é um subconjunto S do espaco de fase, tal que, se um con-
junto de condigoes iniciais for dado em S, a solugdo permanece em S ao longo de
todo o tempo. como um caso particular e é apropriada para sistemas conservativos
e nao conservativos. A variedade invariante de um modo normal nio linear é uma
superficie bidimensional no espaco de fase do sistema. Essa variedade deve conter
o ponto de equilibrio e ser tangente ao correspondente autoespaco do sistema li-
nearizado. Nessa formulagdo, um par de coordenadas, deslocamento-velocidade,
¢é escolhido como coordenadas governantes, caracterizando o movimento modal
nao linear individual que ocorre em tal variedade. Assim todos os graus de liber-
dade restantes sao descritos como coordenadas dependentes, compostas da mesma
forma por pares de coordenadas, deslocamento-velocidade.

Esses conceitos podem ser reescritos formalmente pela definicdo: um modo para
um sistema nao linear é um movimento que ocorre em uma variedade bidimensional
invariante no espaco de fase do sistema. Essa variedade passa através do ponto de
equilibrio estavel de interesse e, nesse ponto, é tangente ao autoespago bidimensional
do sistema linearizado. Nessa variedade, o sistema dindmico é governado por
uma equacao de movimento envolvendo um par de varidveis de estado, ou seja,
comporta-se como um sistema de um grau de liberdade.
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A seguir, discute-se esta teoria com maior detalhamento. O algoritmo por varieda-
des invariantes estabelecida por Shaw e Pierre pode ser adaptada para o trata-
mento das equacoes de movimento provenientes do método dos elementos finitos
facilmente.

Para uma revisao do método de elementos finitos, recomenda-se o texto Brasil et
al. (2016).

1.4 Teoria de Shaw e Pierre, para modos normais nao
lineares de vibracoes

O algoritmo para uso da teoria de Shaw e Pierre é esbogado a seguir:

A: O primeiro passo é escrever as equagoes que representam os varios graus de

liberdade em relagao a posigao de equilibrio, como &; = fi(x1,x2,..., %), =
1,2,...,n ou em forma de equagdes de primeira ordem
ii = Y (1.12)
yi = fi(xlaer"axnaylva--~‘7yn);i:1727"‘7n)

onde x; sao as coordenadas generalizadas (deslocamentos, rotagoes etc.); y;
sao as correspondentes velocidades e f; sdo as forcas nao lineares.

B: O segundo passo é apresentar os deslocamentos e velocidades sdo parametri-
zados por um unico par deslocamento-velocidade, por meio de equacdes de
restricdo. Esse par pode ser arbitrariamente escolhido e é denominado par
mestre: u = x1,v = y;. O par de varidveis (u,v) sdo as variedades invarian-
tes referente ao primeiro grau de liberdade.

C: O terceiro passo é tomar os pares dos demais graus de liberdade, chamados
de pares escravos, que sao restritos em funcao de (u,v), de acordo com as
equacoes abaixo:

x; = Pi(u,v),i=1,2,...,n (1.13)
yi = Qi(u,v)

onde (P;,Q;) sao as fungoes de restricdo das variedades invariantes, ou
equacdes modais.
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D: O quarto passo é tomar o deslocamento e a velocidade do grau de liberdade na
direcdo: x sao escolhidos como par mestre, y sao escolhidas como par escravo:

(75} u

ﬂl v

o = ) Pluv) (1.14)
ué Q(U, U)

onde (P, Q) representam as variedades invariantes, ou fun¢ées modais.

E: O quinto passo consiste na eliminagao da variavel temporal; obtém-se primei-
ramente as derivadas temporais das fungoes de restricdo. Essas equagoes
relacionam as taxas de variacao de todas as varidveis de estado em relacao a
(u,v) por meio das equagoes de restrigao

OP;(u,v) OP;(u,v) .

T = 5 U+ 50 v—=>i=1,2,...,n (1.15)
g = QQilwv), OQiwY) gy
ou ov

F: O sexto passo consiste em substituir as equagdes acima na equacdo de movi-
mento e utilizar as equacoes de restricdo, obtendo-se 2n — 2 equacoes dife-
renciais parciais nao lineares:

oP(U V). OP(U,V)
au VT oy

Qi(u,v) = 2 (1.16)

onde FI = Fl(U> P2(U> V)a s 7Pn(U7 V)v‘/aQQ(U> V)a s 7QN(U7 V))a

G: O sétimo passo consiste em partir das fungoes de restri¢gdo; os modos normais
nao lineares podem ser obtidos pela substituicdo das funcoes de restricao
nas equacoes de movimento, resultando nas seguintes equacoes modais de
unico grau de liberdade, também chamado de oscilador modal:

v o= (1.17)
fl(u7 PQ(uv U)> s 7Pn(u7 U); v, Q2(u7 U)? RN Qn(u> ’U)
As equagoes obtidas significam a dindmica de um determinado modo néo

linear, incluindo se os efeitos dos modos nao simulados, referentes aos pares
escravos, no modo simulado, referente ao par mestre.

Esses passos do algoritmo encontram-se na forma de fluxograma (Figura 1.3):
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Coordenadas Coordenadas
Mestras > Escravas

Xr=u e ypr=y xi=Pi(u,y) e
yi=0i(u,v)

Técnica das
Aproximagio Variedades Invariantes
Polinomial

Coeficientes Eq Dif. Em
Polinomiais termos de
para Pi(u,v) e < Pi(u,v) e

Oi(u,v) Oi(u,v)

Oscilador modal do
movimento no modor

Figura 1.3 Escolha das coordenadas mestras; expressar das coordenadas escravas em func&o
das funcdes de restricdo; uso da técnica das variedades invariantes para eliminar a dependéncia
explicita do tempo das equacdes de movimento; utilizacdo das aproximacdes locais para as
funcdes de restricdes; substituicido das aproximacgdes das funcSes de restricdo nas equacdes
diferenciais parciais que governam as variedades invariantes; resolucdo do sistema de equacdes
algébricas resultante; substituicdo das coordenadas escravas na equacido de movimento pelas
expansoes polinomiais.

Em geral a definicdo baseada nas variedades invariantes é mais geral, uma vez
que cobre uma faixa mais ampla de sistemas e respostas. Ela pode ainda ser
generalizada para o caso de multimodos quando um sistema com ressonancias
internas é estudado, o que nao se aborda neste texto basico. Um exemplo da
aplicagdo do algoritmo de Shaw-Pierre (Algverisci, 2015) é apresentado a seguir,
resumidamente.

1.5 Transportadores vibracionais com excitadores de
manivela e haste

Considerando-se, a seguir, as Figuras 1.4(a) e 1.4(b) (Algverisci, 2015), onde as
constantes k1 e ko s@o os coeficientes elasticos das molas, m é a massa do sistema,
r é o comprimento da manivela, 6 é o angulo de rotacdo do sistema, J é o momento
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de inércia do sistema em relagdo ao centro de massa, r e z sdo a posi¢do do
centro de massa do sistema, w € a frequéncia de excitacdo, e g; sdo as coordenadas
generalizadas.

Carga

Figura 1.4 Transportador vibracional com excitadores de manivela e haste; (a) modelo fisico;
(b) modelo matemtico.

As equagoes de Lagrange nas coordenadas ¢ = x,q2 = z e g3 = 0 séo:

(k1 + ko)z + mi = 1
% _Mcos (ﬁ — asin <T8m (wt) >> sin (wt + asin <4r8i72(w0)
(—kiLi + koLo)sin(6) + (ki + ko)z + m3 =
% _Msin (,6’ — asin (TS”L (wt) )> (wt + asin (%(Wt))
cos(O) (kL2 + koL2)sin(6) + (kaLo — k1L1)z + j
1 _Msz'n (6 — asin (rsm (wt) )) (wt + asin (M)
r

L

Entretanto, para se formular a teoria dos modos normais nao lineares, nota-se
que eles estardo concentrados apenas na vizinhanca da regiao de ressonancia

paramétrica principal. Asequagoes de movimento do sistema nao linear conservador
assumem a forma.

Assumindo que 6 é pequeno tal que: (cos(6) =~ 1, sin(f) =~ 6), obtém-se um sistema
linear cujas frequéncias sao dadas por:

(kl —i—k@)x—kmdﬁ =0 (1.19)
(/{:QLQ — k1L1)9 + (kl + kQ)Z + mz
JO+ (kaLo — k1L1)z + (k1 L3 + ko L3)0 = 0

Il
o
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Com
m 0 0 k14 ko 0 0
Mpm=10 m 0], ,kyn= 0 k1 + ko —k1Lq1 + kolq (1.20)
0o 0 J 0 koLi —kiL1  k1L? 4 koL?

m., sendo a matriz de massa e k,, a matriz de rigidez.

Desta forma, a equacao de frequéncia sera:

freq.Eq = det[ky,, — Amy,] = (1.21)
k1 4+ ko — mA 0 0
det 0 ki4+ky —mX\  kopLo—kiLy =0
0 kolo — k114 k‘lL% + k‘QL% —JA
onde:
A= W (1.22)
freqEq = —Jm?X\3 +20mN2ky — JAET + 2JmA%ko — 2J Nk1 kg —
JNk3 +m2N2 kL3 — mAK?L? + m2 X 2o L3 — 6mAk ko L2
+4k2 ko L2 — mAKIL? + 4k k212
em que:
ki 4k
A = it R (1.23)
m
Jki + Jky + mki L} + mko L3 + VA

23 = 2Jm

onde A = —lﬁjmklkzL% + (—Jkl — Jk‘Q — mle% — kaL%)Z.

Adotando-se os valores A\ = 100, wy = 10rad/s, Ay = 95.491, wy = 9.77rad/s,
A3 = 654.51, w3 = 25.58rad/s

Tabela 1.4

k‘l k‘g T L L1 L2 M m J g w 6
N/m | N/m | m |m | m | m|kgm]| kg | kgm? | m/s | rad/s | rad
5000 | 5000 | 0.1 | 1 | 2 3 100 | 100 100 9.81 20 /6

De acordo, com o algoritmo de Shaw e Pierre, esbocado neste capitulo, tem-se:
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1 (1.24)
= 2
T =
Ty = Yo
= filz,y,v2,y2)
2 = fo(x1,y1,72,Y2)

As coordenadas mestras podem ser escolhidas como sendo:

T = u (1.25)
Yy = v

e as escravas podem ser aproximadas pelas coordenadas mestras:

x9 = Xo(u,v) (1.26)
y2 = Ya(u,v)

Assim, o deslocamento e a velocidade do terceiro oscilador podem ser expressos
pela velocidade de deslocamento do segundo oscilador. Nao hé acoplamento do
primeiro oscilador. As fungoes Xa(u,v) , Ya(u,v) sdo denominadas de equagoes de
restri¢ao e representam as chamadas superficies do modelo. A técnica da variedade
invaridvel pode ser usada para eliminar a dependéncia do tempo.

Vo) = XY, (1:27)
Wﬁ(u,v,XQ(u,v),Yz(%U))
Folu, v, Xo(u,v), Ya(u,v)) = WU (1.28)
+ Mfl(u,U,XQ(U,U),YZ(UaU))

ov

Nota-se que a solugdo local pode ser aproximada, usando-se uma expansao polino-
mial de X7 e X9 em termos de u e v :
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Xy = aju+ agv + asu® + aguv + asv® + agu® + azuv + (1.29)
CLgUU2 + agv3
Yo = byu+ bov + bgu® + byuv + byv® + bgu® + brulv +
bguv? + byv®
Xg = a1+ a20 + 2a30 + a4uv + aqut + 2a500 + 3a6u2iL +
2a7uiv 4+ aru’t + aguv® + 2aguvt + 3agv>v
Yo = byt + ot + 2bgtiu + bativ + byt + 2b5v0 + 3bgu’i +
2b7tuv 4 bru?o + bgtw? + 2bguvt + 3bgv>0
obtendo-se:
Y2 = ary1 +asfi + 2a3z1y1 + asw1 fi + agyi + 2a5y1 f1 + (1.30)
3asziyr + 2arz1y; + aratfi + asy; + 2asxiys fi +
Sagyifi + ...
fo = by +bafi + 2bsziys + bz fi + bayi + 2bsy1 f1 +
3bgaTyr + 271y + bralfi + bsy; + 2bsx1y1 fi +
3bgy%f1 +...
E usando-se:
fl(xla Y1,T2, y2) = fl(u7 v, X2(“7 U), Yé(ua U)) (131)
f2(331,?/1,552,?/2) = fQ(U,’U,XQ(U,U),YQ(U,’U))
tem-se
Y2 — a2 =0 (1.32)
fa(z1, 91,2, 92) — 92 =0
Agrupando os termos em u, v, u?, uv, v, u3, u?v, wv?, v3, obtém-se:
ai,...,ag9,by,..., by, desta forma, os dois modos de vibrar ndo lineares sdo dados
pelas Figuras 1.5:
modl : iy 4+ 95.4915u; = 0.00951u3 — 0.0001432u; %3 — (1.33)
4.7685u31u2
mod2 : iig + 654.5085u; = 23895.445u3 — 787.218uyi’ +

48410.711u313
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Figura 1.5 Modos n3o lineares de vibracdo: a : uy , b = us.

1.6 Comentarios sobre ressonancia

De um modo geral, um sistema de n graus de liberdade, excitado harmonica e
parametricamente, pode ser escrito na forma (Nayfeh e Mook, 1979)

Mx%x+ Cx+ K(x)+F(x) = Pi(t) + P (t)x (1.34)

onde a matriz x e o vetor nao linear “embutido” na estrutura F(x) tem dimensao
n X 1 e as matrizes n X n : M : matriz massa, C' : matriz de amortecimento, K :
matriz de rigidez, P; e P, sdo fungbes peridédicas do tempo.

Considerando-se as vibracoes livres tem-se M+ Kx = 0 e tomam-se as frequéncias
por w1, wa,. .. ,wn,, assumindo-se que todos eles sao reais e diferentes de zero.

Um caso importante ocorre sempre que dois ou mais s40 comensuraveis ou quase
comensuraveis:

Wo & 2w1, wa A 3w, ws R wo £ wi,ws & 2ws + wr; (1.35)

w4%w?,iw2:|:w1,...,

i.e., tem-se ressondncias internas além das externas. No caso de haver nao lineari-
dades quadraticas, tem-se ressonancia 1 : 2; no caso de haver termos cubicos, tem-
se ressonancias internas 1 : 3 e assim por diante. No caso particular do sistema de
dois graus de liberdade com nao linearidades quadréticas, tem-se, por exemplo:

1 + 2ut1 + w%ul = ULUQ (1.36)
ity + 2puotly 4+ wiug = u? + feos(wt)
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Com ressonancias externas do segundo modo de vibragdo we = w + d2; ressonancia
interna 1 : 2 we = 2wy + 01, (pardmetros de sintonia d1,d2 < 1) e, por exemplo,
amortecimentos pq, uo < 1. Neste caso especifico tem-se o chamado fenémeno
de saturagdo (que serd abordado com maiores detalhes posteriormente neste
capitulo), onde se observa uma transferéncia de energia. Ressalta-se que as
equagoes governantes de portico simples de comportamento néo linear excitado sdo
da forma acima. Se as frequéncias naturais sao fixadas de tal modo que o motor
excite o primeiro modo antissimétrico (“Sway”) ou o primeiro modo simétrico. As
propriedades fisicas e geométricas do pértico sdo escolhidas para que as frequéncias
naturais dos dois modos estejam em ressonéancia interna 1:2, entdo ha possibilidade
de ocorréncia de saturagdo do modo de alta frequéncia e pequena amplitude e
transferéncia de energia para o modo de baixa frequéncia e grande amplitude.

Usando-se um método de perturbacao, tem-se que

Q

t
Uy aycos (w_ + ’yl) (1.37)

2
ug ~ agcos(wt+ v2)

onde (a;,7;) , i — 1,2 sdo as amplitudes e fase, respectivamente. Logo, tem-se a
troca de energia, exibida logo abaixo:

t
ULy = A1a2C08 (% + 71) + ... (1.38)

ui o~ alcos(2wit + ) + ...

com %t ~ wit e 2wit =~ wt.

A seguir, esbocam-se as principais ideias dos métodos da média, balango harmoénico
e de Lindsted Poincaré, na busca de solugoes analiticas aproximadas de um sistema
vibratorio de 01 grau de liberdade, que sdo facilmente estendidos para véarios graus
de liberdade. O método de multiplas escalas foi discutido em Balthazar et al.
(2020, Volume 1).

1.7 Meétodo da média

O método da média é vantajoso na andlise de sistemas fracamente nao lineares. Este
método foi desenvolvido por Krylov e Bogoliubov, e é aplicado em sistemas da forma

it 4 wiu = ef (u, ) (1.39)
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onde € é um pequeno parametro, os pontos indicam derivadas com relagdo ao
tempo adimensional ¢,u é a varidvel dependente adimensional e a funcao f(u,u) é
continua. Quando € = 0, a solucdo de 1.39 pode ser escrita como:

u = acos(wot + 3) (1.40)
u = —wpasin(p)

sendo ¢ = wot + 5 onde a e [ sdo constantes, podemos reescrever a equagao acima
da seguinte forma: u = acos(y). Quando € # 0, a solugdo da equacdo, em tela,
pode ser expressa da forma u = acos(y) , mas a e 3 sdo agora fungoes do tempo
t, assim nao sendo mais constantes. Logo, ela pode ser vista como uma variavel
dependente u(t) e novas varidveis independentes a(t) e 5(t).

Desde que estas equagdes constituem duas equagoes com trés varidveis u, a e 3, é
possivel impor uma condicdo adicional.

Para se determinar as equagoes que descrevem a(t) e §(t), nés diferenciamos com
relagdo ao tempo t e assim se obtém que

' @ = —woasin(p) + acos(e) — afsin(yp) (1.41)
acos(p) —afsin(p) = 0

Diferenciando com relagao ao tempo t, tem-se que:

it = wiacos(¢) — woasin(¢) — woafcos(p) (1.42)

Substituindo-se para @ e i na equagao (1.39) obtém-se

woasin(p) + woafcos(¢) = —ef(acos(¢), —woasin(e)) (1.43)
Logo, a e ﬂ tornam-se
a = —Wisin(gﬁ) f(acos(¢), —woasin(e)) (1.44)
0
B =~ c0s(0)f (acos(d), ~woasin(9))

Para e pequenos, tem-se que @ e § sio pequenos, portanto, a e 8 variam muito
mais devagar com relacdo ao tempo ¢t do que ¢ = wot + .

Em outras palavras, a e § variam durante o periodo de oscila¢ao Z—’; de sin(¢)
e cos(¢). Isto permite calcular a média da variagdo de ¢. Com a média dessas
equagoes sobre o periodo Z—’; e considerando a, 3 , @ e 3 serem constantes enquanto
calculamos a média, obtém-se as seguintes equagcodes que descrevem a variacao de

aep.
Q=—— /02 wsin(¢) f (acos(d), —woasin(@)) de (1.45)

 2am

. 2
8= / mwcos(@) f (acos(@), —wpasin(p)) de
0
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1.8 Meétodo do balangco harmonico

Seja
i+ w?sin(z) = 0 (1.46)
: z?
sin(x) ~ x — ry (1.47)
logo
W2
& 4 wiz — Fl‘?’ =0 (1.48)
ou
- 2 3 _
¥4 wir + px® =0 (1.49)

e, admitindo-se que se tenha uma solucdo que possa ser aproximada por
x(t) = Csin(wt), (1.50)

tem-se:

2 2
W = wy 1—C—%w0<1—f—6> (1.51)

ou seja, w(C), onde a frequéncia pode depender da amplitude. A melhor solugao é
quando se consideram os harménicos de ordem superior:

z(t) = Csin(w)t + i Cpsen(wt) + Dysen(wt) (1.52)

n=2

1.9 Meétodo de Lindstedt-Poincaré
Seja

i+ wir =ef(x, i) (1.53)
onde wp é a frequéncia natural sendo sistema nio perturbado & + w3z = 0, cujo
periodo de oscilagoes, é T = 27 /wp . Nota-se que o termo nao linear afeta nao

apenas a amplitude, mas também o periodo do sistema (Nayfeh e Mook, 1969).
Procuram-se solugoes da forma

x(t) = xo(t) + ez (t) + 220 (t) + ... (1.54)
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w=wp+ews +2ws + ... (1.55)

que serdao determinados impondo-se a condigao de que todos os x;(t) sejam peri6di-
cos. Elas sao resolvidos recursivamente, mas com a tarefa adicional de determinar
as quantidades w;, o que é realizado exigindo que cada funcao x; seja periddica
e de periodo 27. As condigoes de periodicidade tém a forma: x;(7 + 2m) = x;(t).
Para garantir que x; esteja livre de termos seculares, deve-se evitar ressonancias, o
que requer que os lados direitos de ndo contenham termos harmonicos em frequén-
cia unitéaria. Para maiores detalhes sobre termos seculares, ver Balthazar et al.
(2020, Volume 1).

Em vez de trabalhar com a frequéncia fundamental como uma quantidade desco-
nhecida, é mais conveniente alterar a escala de tempo, mudando a variavel inde-
pendente, onde o periodo de oscilagdo na nova variavel seja igual a 2.

Logo, considerando:

T = wt (1.56)
a_ 4
dt  dr
obtém-se no caso da equacdo de Duffing:
fl@,2) = f(z,wa’) (1.57)
flz) = —wpa®

Expandindo-se f(z,wz’) em série de poténcias em ¢ e levando-se em conta as
equagoes (1.53), tem-se:

fz,wz') = f(xo,wzh) +el...] +2[.] + ... (1.58)
em que:
. af(:EUv w6> / af(xo, wé)) 8f($07 w(l))
[...]=x1 o + o +wp P (1.59)
e levando-se em conta que
/
DIELT)) 1 = 40,07 = o = wo) (1.60)

ox
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Obtém-se as equagoes nas diversas ordens de e

To+x9 = 0 (1.61)
ditm = —ad— 2%
wo
1 w
To+ o = —3(«)8.%1 — —2(2w0w2 -+ w%)i‘o — 2—1i‘1
.’Ei(’T + 27’(’) = xl(t)

As solugoes geradoras xg satisfazem a condicdo de periodicidade automaticamente
sem perda de generalidade; assume-se que equivale a assumir que a velocidade
inicial é zero. Isso pode ser feito incluindo um angulo de fase, um procedimento
permissivel em virtude do fato de que o sistema é auténomo.

Considerando-se:

Fo+x0=0 (1.62)
tem-se
xo = Acos(T) (1.63)
e, levando-a em z1, tem-se que
1 +x1 = i (i) (8w — 3wpA?)cos(T) — iAQCOS(?)T) (1.64)

E facil ver que o primeiro termo a direita pode ser levado a ressonancia e, por-
tanto, ao termo secular. Para se suprimir tais termos, usam-se as condicoes de
periodicidade para i = 14 em z;(7 + 27) = x;(t).

O que equivale a simplesmente definir o coeficiente de cos(7) igual a zero, obtendo-se

3
wy = gwoAQ (1.65)

Além disso, considerando-se a condi¢éo inicial correspondente a i = 1 na solugao
particular de z(0) = 0, tem-se

1
= A3 1.
1= 55 cos(37) (1.66)
e

o+ 13y = i£(256 + 15w A%)cos(T) + (1.67)
i) Tro = 1280)0 w2 w0 COS\T .

21

—— AScos(37) iA5COS(5T)

© 128
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e, eliminando-se termos seculares, obtém-se

wy = ———wpA* (1.68)

21 1
To = —ﬁ/PCOS(BT) + @Ag’cos@ﬂ (1.69)
O procedimento para se obter as aproximagodes de ordem superior segue o mesmo
padrao. Introduzindo-se os resultados obtidos, pode-se escrever a aproximacao de
segunda ordem por

3 2

x(t) = Acos(wt+ ¢)+ % (1 - %) cos [3(wt + ¢)] + (1.70)

242

1024

w = (,Uo<1+

cos [5(wt + ¢)]
£3A? 52A415>

8 256

O efeito da nao linearidade da mola se reflete tanto na amplitude quanto no
periodo do movimento. Para um determinado conjunto de condigoes iniciais 2(0),
%(0), os valores de A, ¢ podem ser obtidos das expressoes logo acima, i.e., tendo
A, ¢ a aproximacao de segunda ordem para a frequéncia fundamental w é obtida
facilmente.

Definindo um tempo inicial {3 de modo que as condig¢oes iniciais tenham a forma
conveniente:

x(to) == Aoi(to) =0 (171)
B g1 A3 g2 g2 AP B
zlto) = A+ (1 32) + o2z = Ao
e tomando-se
A=Ag+eA +e%4r + ... (1.72)
tem-se
9 eA3 g2 g2A®
Ag+eAy+e*Ag+ -+ ™ < 32>+1024 Ao (1.73)

O angulo de fase esta relacionado a condigdo inicial tempo ty e a frequéncia
fundamental w, por:

wtog+ ¢ =0= ¢ =—wiy (1.74)
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ou

(1.75)

6 = wot 1+3A25_52A415
- ot 8 256 |

Se #(0) = 0, o tempo inicial ¢y é igual a zero, assim como o angulo de fase.
Extensoes a outros problemas sao facilmente efetuadas, tomando-se por exemplo:

itwlr=¢ {—wQ(a:B + Bad) + Fcos(wt)} (1.76)

pode-se explorar a possibilidade de que essa equacdo tenha uma solugdo peridédica
de periodo T' = 27 /w. E conveniente alterar a escala de tempo para que o periodo
de oscilacoes seja de 27. Para este fim, apresentamos a substituicao

wt=7+¢ (1.77)
a_.,9
dt — dr’
obtendo-se
Wit wlr=c¢ {—WQ(OM + Ba®) + Feos(t + ¢)} (1.78)
tomando-se
l‘(t) — CC()(T) + exq (7‘) + 82:E2(T) + ... (179)
¢ = ¢0+8¢1+€2¢2+...7
{L‘Z(T + 27T) = xi(7)7
z;(0) = 0

obtém-se (as equagdes (5.35) do volume 1 (Balthazar et al., 2020))

3eBA?Z eF
w? = w? <1+ 1 0>—A—0 (1.80)

Procedimento semelhante é adotado para o caso amortecido
i+ Wz = e(—war — w?Brd — ci + Feos(wt)) (1.81)

Outros métodos podem ser encontrados na literatura, por exemplo, o método da
homotopia (ver He, 1999)).
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1.10 Sobre a teoria de Takens

Quando se pretende estudar em detalhe o comportamento de um sistema vibratorio,
em muitas situagoes apenas se tem acesso a evolugdo no tempo de certas medicoes
sobre as varidveis que compoem esse sistema.

Se considerarmos que as observagoes destas medicbes podem ser representadas
por uma série temporal e que esta representa a trajetéria de um dado sistema
dindmico, torna-se entao importante compreender que propriedades do sistema
global conseguimos obter através da andlise da série temporal.

Uma das técnicas de andlise de séries temporais que tem como objetivo obter
informagdes sobre varidveis ndo observaveis é a chamada reconstrugao do espaco de
fases, que tem por base principios provados por Takens — o teorema do mergulho
de Takens (1981).

Esse teorema permite reconstruir um espago de fases m-dimensional similar ao
espaco de fases original a partir de medi¢oes de uma Unica varidvel, e esse espaco
reconstruido apresenta uma suave variacao de coordenadas em relagdo ao espago
original (preservando os invariantes geométricos do sistema, tais como os expoentes
de Lyapunov).

Portanto, uma série temporal escalar, S;,, pode ser usada para construir um vetor
de séries temporais, que é equivalente a dindmica original do sistema, sob um
ponto de vista topolégico. A reconstrugao do espaco de estado precisa formar um
sistema de coordenadas para capturar a estrutura das oérbitas no espago de estado,
que pode ser feito usando variaveis defasadas Sn., onde 7 é uma defasagem no
tempo. Entao, isto é possivel usando uma colecao de defasagens no tempo para
criar um vetor no espaco de dimensao:

U(t) = {S’Vl7 Sn+T7 s 7STL+(D671)T} (182)

Essa abordagem esta associada com a determinacao dos parametros de defasagem:
tempo de defasagem, 7, e dimensdo de imersao, De. O trabalho de Takens considera
uma série infinita e sem ruidos. Sabe-se que no mundo real ndo existem séries
infinitas e que particularmente as séries de sdo também constituidas de ruido.
Para o calculo da Dimensdo da Imersdo precisam ser utilizadas duas técnicas
originadas no dmbito da dindmica nao linear e da teoria do caos: Dimensao da
Correlacao, e Falsos Vizinhos Mais Proximos. Ja para a determinagdo do Passo de
Reconstrucao, a metodologia utilizada é conhecida como método da informacao
mutua. Visando aproximar as hipdteses dos métodos para assim realizar uma
correta aplicagao do teorema de Takens, pode ser aplicada a teoria de Wavelets
(Newland, 1994) nas séries temporais antes do processo de reconstrugao. Este livro
nao tratara desse tema, apenas menciona-se a titulo de competitividade do assunto.
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Para maiores informagoes sobre esse assunto, citam-se os textos Abarbanel (1966),
Nayfeh e Balachandran (2000), Westin et al. (2020), Ferrara e do Prado (1994),
sem desmerecer outros. A Figura 1.6 ilustra o procedimento.

Analise de Series
Temporais [ Sy (série temporal) J
Informagdo
Muitua Média
T (tempo de defasagem)
Falsos Vizinhos
Proximos
De (dimensdo de imersdo)
Reconstrugdo do Espaco de Estados
U(.f):fS)}, Su—r,. . Si}—{De-f)T}T
( Predigdo )

Figura 1.6 Esquema do método de Takens.
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