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Capitulo 1

Introducao

A modelagem matematica pode ser entendida como a atividade de des-
crever matematicamente sistemas reais em diferentes areas do conhecimento,
como fisica, quimica, bilogia, ecologia, microbiologia, economia, ciéncias so-
ciais, engenharias etc.

Essa descricao matematica de um sistema pode ser via automatos ce-
lulares ou via equacoes diferenciais ordindrias ou parciais. As equacoes
diferenciais ordindrias sao as mais utilizadas para modelar sistemas reais.

Um conjunto de equagoes que representa alguma caracteristica de um
sistema ¢ denominado modelo matematico.

O tipo de procedimento de modelagem pode ser classificado como:

1. Caixa preta, Identificacao, Modelagem empirica: quando nao ha co-

nhecimento sobre o sistema.

2. Caixa branca ou Modelagem pelo conhecimento ou Modelagem feno-
menoldgica ou conceitual: quando hé conhecimento sobre o sistema

ou sao utilizadas leis fisicas conhecidas.

Os modelos matematicos (veja Figura 1.1) podem ser classificados de

acordo com o tipo de equacao utilizado na sua formulacao:
1. Estatico ou Dinamico.

13
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(a) Estatico: o modelo utilizado é um sistema de equagoes algébricas.
(b) Dinamico: o modelo utilizado é um sistema de equagoes diferen-
ciais ou diferencas.

2. Linear ou Nao linear.

(a) Linear: o modelo satisfaz o principio da superposigao.
(b) Nao linear: nao é possivel de verificar o principio de superposicao.

3. Uma entrada - uma saida ou Multiplas entradas - multiplas saidas

(SISO - MIMO).
(a) Uma entrada - uma saida (SISO): o modelo apresenta uma vari-
avel de entrada e uma variavel de saida.

(b) Muiltiplas entradas - multiplas saidas (MIMO): o modelo apre-
senta dois ou mais sinais de entrada e/ou dois ou mais sinais de

saida.
4. Invariante no tempo ou Variante no tempo.

(a) Invariante no tempo: os parametros dos componentes do sistema
nao variam com o tempo.

(b) Variante no tempo: os parametros dos componentes do sistema
variam com o tempo.

5. Tempo continuo ou Tempo discreto.

(a) Tempo continuo: os sinais de entrada e de saida sao fungoes reais
da variavel tempo.

(b) Tempo discreto: os sinais de entrada e de saida sao definidos em

instantes determinados de tempo.

6. Deterministico ou Estocéstico.
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(a) Deterministico: a repetigao da entrada causard sempre a mesma

saida no modelo sob as mesmas condicoes.

(b) Estocéstico: asaida nao é certa no modelo sob uma dada entrada

e deve ser expressa em termos probabilisticos.

7. Parametros concentrados ou Parametros distribuidos.

(a) Parametros concentrados: os parametros dos componentes inde-

pendem da posi¢ao no espaco.

(b) Parametros distribuidos: os parametros de pelo menos um dos

componentes dependem da posicao no espaco.

Sistemas Reais

Caixa Preta
ou

Identificagao Tipo de
ou Modelagem

|

Modelagem
Empirica

Caixa Branca
ou
Modelagem pelo
conhecimento

ou Parametros
Modelagem Concentrados
Fenomenoldgica ou
ou conceitual Parametros

Estatico
ou
Dinmico Distribuidos
Classificagio

Linear de Modelos
ou Mateméticos
Nio Linear Estocdstico

SISO
ou
MIMO

Invariantes
no Tempo
ou
Variante
no Tempo

Tempo Continuo
ou
Tempo Discreto

Figura 1.1: Classificagao da modelagem e dos modelos.

Neste livro, estudaremos os sistemas conforme observado na Figura 1.2.
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Tipo de
Modelagem

Caixa Branca
ou
Modelagem pelo

conhecimento
ou
Modelagem

Fenomenolégica
Dinémico ou conceitual

~—
~

Parametros

Concentrados

Linear
ou
Nio Linear P

-
-
~*|  Deterministico
- \\

-

-
SISO Invariantes Tempo Continuo

ou no Tempo @i
MIMO

Tempo Discreto

Figura 1.2: Classificagdo da modelagem e dos modelos estudados neste livro.

1.1 Modelagem matematica de sistemas mecani-

COS

Os sistemas mecanicos podem ser modelados a partir de elementos me-
canicos simples, como mostra a Tabela 1.1.

Os sistemas mecanicos rotacionais podem ser modelados a partir de ele-
mentos mecanicos rotacionais simples, como pode ser observado na Tabela
1.2.

Para sistemas mecanicos, sao utilizados a segunda lei de Newton, para

obter o modelo, e o conceito de Lagrange. A segunda lei de Newton pode

E i — ma,

=1

ser escrita como:

i

em que m é a massa, a ¢ a aceleracao da massa m e F; sao as forcas atuantes

sobre a massa m.

Exemplo 1.1. Considere o sistema massa-mola conforme mostrado na Fi-
gura 1.3. Realize a modelagem matemadtica do sistema que estd em mouvi-

mento livre.
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Tabela 1.1: Sistemas mecanicos de translacao.

Massa translacional
T
F(t) '
>‘ m p—
(%] Ul
cte.
F=mz
Equacao
Armazenamento F = mu,
) i T
indutivo Energia | T = §mvf
Mola translacional
|” AAAA | F(t)
U1 ()
F = ]{$12
Equacao 1 dF
Armazenamento V12 = L dt
indutivo 1 1F?
Energia | V = —ka?, = ——
g o V12 2 L
Amortecedor translacional
F(1)
ol |
. — ° —
U1 Vg
Dissipador Equacao | F' = buys
i b
de energia Energia | D = 51}%2

Solugao 1.1. Na Figura 1.3, considere que a primeira mola livre tem um
comprimento | e nao possui peso; sob essas condicoes, nao hd forcas agindo
na mola. Na imagem em que a massa m foi colocada no extremo da mola,
a forca restaurativa da mola entra em equilibrio com o peso da massa m;

essa € a posicao de equilibrio. Isto que dizer que:

ks = mg.
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Tabela 1.2: Sistemas mecanicos de rotacao.

Massa rotacional

7(1)
e J —e
w1 wo
cte.
~ dw
Armazenamento | £quacgao | 7 =J d_tl
.. ;
capacitivo Energia | T = 5 jw%
Mola rotacional
I’ZSZkSZS"I (1)
w1 w2
T = ]{3612
E -
quacao Jr
Armazenamento dt = kw1z
indutivo 1 172
E i T =—kO2, = - —
nergia Sk = 5

Amortecedor rotacional

0,

| °
(L
w1 w2
Dissipador Equacao | 7 = bwo
i b
de energia Energia | D = 5“%2

Na imagem, Figura 1.3, na qual a massa foi deslocada y unidades desde o
ponto de equilibrio e logo a massa € liberada, entao teremos um movimento
harmonico. Conforme a Figura 1.3, considera-se o deslocamento da massa

m no sentido positivo para abaixo. Utilizando a sequnda lei de Newton,

my = Z
i=1

. Como o sistema se encontrava em equilibrio entre a forca peso da massa

obtemos:

jsatl

m e a for¢a restauradora da mola k logo, a unica forca agindo na massa m
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N\
— =
=3 =
— —
=3 =
(= = !
= =
=3 k =
-, —
= k
i : _____ [ a{_ -
= s
y-[ Ut Yy

Figura 1.3: Sistema massa-mola.

¢ a forca restauradora da mola devido ao deslocamento y, do diagrama de

corpo livre (Figura 1.4) , obtemos:
my = —ky.

Assim, a equagao governante do movimento é:

k
= ——y, 11
i Y (1.1)

ky

Figura 1.4: Sistema massa-mola.
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Consideremos realizar uma simulagao desse sistema, no qual m =1 kg,
k=1 Nm e condicao inicial (1;0). A Figura 1.5 mostra o comportamento
de um sistema oscilatorio com frequéncia e amplitude constantes, devido a
auséncia de elementos de amortecimento. O cddigo para gﬁsggulagdo do

sistema e para gerar a Figura 1.5 encontra-se na Listagem Fgﬁgj%?
[P

Sistema massa-mola

Amplitude
o
5
8

Tempo [s]

Figura 1.5: Simulagao sistema massa-mola para m = 1, k = 1 e condigao inicial (1;0).

As equacoes do codigo sao obtidas da seguinte maneira: como o sistema
é de segunda ordem, isto é, a equagao diferencial ordinaria é de ordem 2,

escolhemos duas variaveis de estado:

1=y (1.2)
Ty =Y (1.3)

Com essas duas novas variaveis, transformaremos a equagao diferencial de
segunda ordem em duas equacoes diferenciais de primeira ordem. Se deri-

vamos essas variaveis em relagao ao tempo, obtemos:

T =y (1.4)
= jj (1.5)

Da equagao 1.4 e da equacao 1.3, sabendo que y = x5, obtemos:

L'U1:I2
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E g é obtida da equacao governante e da equacao 1.1. Isto é, substituindo

y por x1, obtemos: "

.i'g = ——T
m

Finalmente, o sistema nas novas variaveis de estado é:

Ztlzl'g

k

.jfg = ——I
m

Essas duas equagoes diferenciais estao representadas na linha 8 da Listagem

(=] e [
5
il

Exemplo 1.2. Considere o sistema massa-mola-amortecedor conforme mos-
trado na Figura 1.6. Realize a modelagem matemadtica do sistema em mo-

vimento livre.
%

m

P
WLIJW%

Figura 1.6: Sistema massa-mola-amortecedor.

Solugcao 1.2. O diagrama de corpo livre é mostrado na Figura 1.7. Para
obté-lo, € possivel supor que a massa m foi deslocada y unidades para abaixo.

Utilizando a sequnda lei de Newton, obtemos:
my = —ky — by

Vamos representar a equagao governante y em varidveis de estado, de

modo a resolvé-la numericamente com o Python. Sejam as varidveis de
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kyT

by

Figura 1.7: Diagrama de corpo livre do sistema massa-mola-amortecedor.

estado:

O sistema nas novas varidveis de estado é:

ZiZIZJZQ
k k

.fg = ——XT1 — — X2
m m

Essas equagoes podem ser inseridas na definicdo de equacoes diferenciais

I:Jl ES%EJ

no codigo da Listagem F‘gﬁ
Eis
Para a simulacao, consideremos que k = 1 Nm, m = 1 kg e b =

Nm/s. A Figura 1.8 mostra a simulagao numérica do sistema massa-mola-

amortecedor.

A Figura 1.5 mostra o comportamento de um sistema oscilatério, porém
a Figura 1.8 mostra o comportamento de um sistema com amortecimento,
pois o sistema tem um oscilacao "amortecida’ao longo da evolucao do tempo.
Em ambos os exemplos 1.1 e 1.2 a respectiva solucao da equacao diferen-

cial ordindria original é a primeira variavel de estado x1, que é igual a y(t).
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Sistemas massa-mola-amortecedor

Amplitude
°

Tempo [s]

Figura 1.8: Simulagao sistema massa-mola-amortecedor para m = 1, k = 1, b=1e
condigao inicial (1;0).

O codigo paur[azbI a sgnula(;éo do sistema e para gerar a Figura 1.8 encontra-se
i,
na Listagem ﬁggygg
e
Exemplo 1.3. Considere o sistema mecanico representado na Figura 1.9,
na qual os atritos entre as rodas e o chao sao despreziveis. Adote como
saidas as posicoes de deslocamento wy e wy. Determine as equagoes gover-

nantes do movimento das massas my e ms.

Figura 1.9: Sistema mecanico.

Solugao 1.3. Iniciamos a solu¢ao desenhando os diagramas de corpo livre

1

das massas- my € ms, como mostrado na Figura 1.10.

1Supde-se que o deslocamento w; é um pouquinho maior que o deslocamento ws,
sendo assim, a mola k; esta distendida, a mola ks e o amortecedor b estao comprimidos
e a mola k3 estd comprimida.
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u ko (w1 — w2) ko (wy — wo) .
—_— | e— —_— 3 Wy
kywy mi b (1 — 1) b (1 — 1) mo

Figura 1.10: Diagramas de corpo livre do sistema mecanico.

Aplicando a sequnda lei de Newton nas massas, obtemos:
n
E Fy = myad,
i=1

n
E F; = mody
i=1

Assim, para a massa my, temos que:

(k1 + ko) ko b b 1

Wy (t) = _le1<t) + m_le(t) + sz(t) - Ewl (t) + Eu(t)

l

midy

E para a massa msy, temos que:

Moly = i ﬁz
mgﬂ}g(t) = bw1 (t) — (]{32 + k’g)’wg(t) + bwg(t) + k’gwl (t) + U(t)

Wo(t) = —big(t) — (ko + k3)wa(t) + by (t) + kown (t)

ko + k b . b .
e £ Rs) ) = i) + i 1)
Mo ma ma ma
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A dinamica do sistema ou as equacoes governantes do movimento sao:

(k1 + ko) ko b b 1

Wy (t) = —lel(t) + EwQ(t) + m—le(t) — Ewl(t) + Eu(t)
ia(t) = :L—Zwl(t) _ W“’Q@ _ ming(t) i)

Vamos representar as equagoes governantes 1wy e wo em varidveis de
estado, de modo a resolvé-las numericamente com o Python. Sejam as va-

ridvels de estado:

1 = Wy
To = W2
l’gzwl
Ty = W2

Derwando temporalmente as igualdades anteriores, obtemos:

T1 =W
:‘CQZU‘)Q
T3 = W
Ty = Wy

Mas sabemos que W, = x3, Wy = T4 € Wy € Wy sao obtidas das equagoes
governantes, substituindo wy por xi, wg Por To, Wi POT T3 € Wy POT Ty.

Assim, obtemos:

(
r1T = I3
Ty = X4
ki +k k b b
XT3 ——(1 2) 1 —2x2——1‘3—|——1}4—|——u
mq ma ma
ko (ko + k3) b b
iy = —x1 — 2+ —T3— —ay
\ ma mo mo mo
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Para a simulacao, consideremos que k1 = ky = k3 =1 Nm, m; =my =1
kg, b = 1 Nm/s, a condicao inicial (0,5;—0,5;0;0) e a entrada u = 0. A

Figura 1.11 mostra a simulagao numérica do sistema mecanico.

0.4
0.2

|
0.0{ [ ‘{‘

Amplitude

-0.2

-0.4

-0.6

Figura 1.11: Simulacio sistema mecanico para my =mo =1, k; = kg = ks =1,b=1
e condicao inicial (0,5; -0, 5;0;0).

Na Figura 1.11, podemos observar que os deslocamentos w; e wy entram
em harmonia, bem como as velocidades das massas m; e my. Para outros
valores das massas e molas, poderao ser observados comportamentos dife-
rentes. O cédigo no Python para simulacao do Exemplo 1.3 é mostrado na

E]gﬁEEIJ
Listagem 45;2 %E
Elieééi
Exemplo 1.4. Considere o sistema mecanico representado na Figura 1.12,
na qual o atrito entre as massas e o chao nao € desprezivel. Adote como sai-
das as posicoes de deslocamento y, e ys. Determine as equagoes governantes

do movimento das massas m; € msy.

/ :—»?11 —>y2

|
||
!
=

/ /
Z ky k ko %
/ %
% .

Figura 1.12: Sistema mecénico.
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Solucao 1.4. Iniciamos a solugao desenhando os diagramas de corpo livre

das massas® my e my como mostrado na Figura 1.13.

| |
—————— >+ [t i /)
i i

k(yi—v2)  k(yi— o)

ky Y1 — —_— k2y2
— b (i — G b (i — 2 ——
n my (U1 — 9) (U1 — 1) mo 1,
b1 b 12

Figura 1.13: Diagramas de corpo livre do sistema mecanico.

Aplicando a sequnda lei de Newton nas massas:
n
E F, = md
i=1
n
E F; = mady
i=1
Para a massa my, temos que:

4
m10_51 = E
—k

miyr =

"ijl

(?J1 —y2) = b(th — ) — b1 — ki + f
mith = —(k+ k) +kya— (b+ b))t + b9+ f
(k+ k1) k b+ by . b

1= ———>Y1 + —Y2 — U1+ —yz + —f1
ma ma

2Supde-se que o deslocamento y; é um pouquinho maior que o deslocamento ¥s.
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E para a massa msy, temos que:

4
Maly = E F;
i=1

malis = k(y1 — y2) + b1 — U2) — b2 Yo — kaya — fo
mafo = kyr — (K +ka)yo + b1 — (b+ b2) 92 — fo
k (k + ko) b . b+by. 1

Jo=—y1————Y2+ —U1 —
Mo mo mgy ma mo

A dinamica do sistema ou as equacoes governantes do movimento s$ao:

. (k+ k1) k b+ by . b . 1
Jr=————"Y1+ —Y2 — U1+ —y+—f1
my mi mi ma
. k k+k b . b+ by . 1
Yo = —y1 — (k) 2)y2 +—n - 24y — —fo
mey mo mo ma o

Vamos representar as equagoes governantes Iy e &1 em varidveis de estado,
de modo a resolvé-las numericamente com o Python. Sejam as varidveis de

estado:

T =Y
Ty = Y2
T3 =1
Ty = Yo

Derwando temporalmente as igualdades anteriores, obtemos:

T1 =11
Tog = U
T3 = U1

Ty = Y2
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Mas sabemos que 1, = T3, Y2 = 24 € Y1 € Y1 sao obtidas das equacoes

governantes, substituindo y, por x1, Yo POTr To, Y1 POT X3 € Yo por xy. Assim,

obtemos:

( .
Try = XT3
I"Q = T4
. k+k k b+b b 1
r3 = —ul’l + —x9 — —1273 + —x4 + _f1

T L T

iy = —x — g 4 —py — —22y— —f

\ ma mo mao mo mo

As equagoes governantes sao duas equacgoes diferenciais ordindrias de se-
gunda ordem, que foram transformadas em um sistema de quatro equagoes
diferenciais de primeira ordem.

Para a stmulacdo, consideremos que k = ki =ko =1 Nm, mi =my =1
kg, b = by = by = 1 Nm/s, a condi¢ao inicial (0,5;0,5;0;0) e a entrada
fi = fo = 0. A Figura 1.14 mostra a simula¢ao numérica do sistema

mecanico.

Sistemas mecanico 42-ordem com atrito

— nlt
=== y(t)
— nlt

== yalt)

0.4

0.2

0.0

Amplitude

-0.2

-0.4

00 25 50 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0

Tempols]

Figura 1.14: Simulagdo sistema mecéanico para m; = mg = 1, k = ky = ko = 1,
b= by = by =1 e condigao inicial (0, 5;0, 5; 0;0).

Na Figura 1.14, podemos observar que os deslocamentos 1, € yo conver-
gem rapidamente para a origem, assim como as velocidades das massas my
e mo. Para outros valores das massas e coeficientes de elasticidade das mo-

las, poderao ser observados comportamentos diferentes. O codigo no Python
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;

EiggskE
para simulacao do Fxemplo 1.4 ¢ mostrado na Listagem ¥ ﬁég
s "g

% gs

[lie

1.2 Modelagem matematica de sistemas elétricos

Os sistemas elétricos podem ser modelados a partir da modelagem do

resistor, indutor e capacitor, como demonstrado na Tabela 1.3.

Exemplo 1.5. Considere o sistema elétrico RLC em série representado na
Figura 1.15, em que R € a resisténcia, L € a inductancia, C' € a capacitancia,
v(t) € a tensao de entrada e i(t) € a corrente no circuito em série. Determine
a equagao diferencial em fun¢do da tensdo no capacitor V.(t) que modela

esse sistema elétrico.

o(t) Ci) —c

Figura 1.15: Sistema elétrico RLC.

Solucao 1.5. Consideremos Vi a tensao no resistor, Vi a tensio no in-
dutor, V. a tensao no capacitor e i(t) a corrente no circuito. Utilizando a
sequnda lei de Kirchhoff, a voltagem aplicada em uma malha fechada deve

ser igual a soma das quedas de voltagem na malha. Assim, obtemos:
o(t) = Vr(t) + Vi(t) + Ve(?)

A corrente i(t) estd relacionada com a tensao no capacitor da sequinte ma-

V., = %/i(T)dT.

newra:
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Tabela 1.3: Sistemas elétricos.

Indutor
L .
e 7,7, W
U1 (%]
E ~ di
Armazenamento | quacao | vy = L%
) . :
indutivo Energia | T — L2
Capacitor
. C
.
*~—> | | ®
U1 V2
..
V12 = E f idt
Equagao
Armazenamento i = Cyy
o :
capacitivo Energia | T = 5(]@%2
Resistor
R .
U1 Vg
V12 = Ri
E .
o quagao Vio
Dissipador 1= T
de energia . I
Energia | D = ﬁv%

Se deriwamos em relacao ao tempo a equagao de V. uma e duas vezes, ob-

temos: ) L di
. ) .. 1
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Assim:

i(t) = CV,
e
di -
Z_ov,
dt

Sabemos que:

Vi = Ri = RCV,
e

di )
V, = L= = LCV..
L=

Finalmente, obtemos:
v(t) = RCV, + LCV, 4V,

ot R 1 1
Vet Ve = et

Vamos representar a equagao diferencial ordindria do circuito série RLC

Ve +
em varidveis de estado, de modo a resolvé-la numericamente com o Python.

Sejam as varidveis de estado:

x =V,
To =V,

Derivando temporalmente as iqualdades anteriores, obtemos:

T =V,

Ty = Ve
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Mas sabemos que V. =2y e V. € obtida da equagao diferencial do circuito,

substituindo V, por x1, V. por 5. Assim, obtemos:

.Z.Ul = T2

. R 1 1
Ty = ——Ty— 7 =T+

12" e T v

A equacao diferencial do circuito € uma equacao diferencial ordindria de
sequnda ordem, que foi transformada em um sistema de duas equacoes di-
ferenciais de primeira ordem.

Para a simulacao, consideremos que R =1 Q, L =1 H, C =
a condi¢ao inicial (1;0) e a entrada v(t) = 0. A Figura 1.16 mostra a

simulacao numérica do sistema elétrico.

Sistema elétrico RLC-série

Amplitude
°
o

Tempo [s]

Figura 1.16: Simulagdo sistema elétrico para R =1 Q, L =1 H, C =1 F e condigao
inicial (0;0).

Na Figura 1.16, podemos observar que a tensao V.(t) e a derivada tem-
poral de V,(t) convergem rapidamente para a origem. Para outros valores
de resistor, indutor e capacitor, poderao ser observados comportamentos di-
ferentes. O cddigo no Python para simulacao do Exemplo 1.5 é mostrado
na Listagem El%gigi

I:]iaaéj .
Exemplo 1.6. Considere o circuito elétrico RLC apresentado na Figura
1.17, linear e invariante no tempo, onde L é a indutancia, R € a resisténcia

e C1 e Cy sao as capacitancias. A entrada vi(t) € a diferenca de potencial
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elétrico aplicado no circuito, conforme Figura 1.17. A saida do sistema € a

tensao no capacitor Cy, Ve, (t).
1. Deduza as equagoes diferenciais lineares que modelam esse sistema.

2. Mostre a representagao vetorial-matricial do sistema, considerando:

21(t) = ve, (1), wa(t) = ip(t) e ws(t) = ve, (1)

3. Simule o sistema da Figura 1.17 considerando R = 1 KQ, L = 22
mH, C; = 100 uF e Cy = 10 pF, v(t) = 0. Mostre os grdficos da

evolugao ao longo do tempo de ve,, ve, € if.

Ve,
+
v;(t) (t) g L _

Figura 1.17: Sistema elétrico.

Solucao 1.6. Seja Vi a tensao no resistor, Vi, a tensao no indutor, V,,
a tensao no capacitor Cy, V., a tensao no capacitor Cy, © € a corrente no
capacitor C1, iy, € a corrente no indutor L e ir a corrente no resistor R e
to, € a corrente no capacitor Csy. Aplicamos a lei das correntes em um no:
a soma das correntes que entram em um no € iqual a soma das correntes

que saem do no. Assim, com o no A da Figura 1.18, obtemos:

i(t) = in(t) +ir(t)

A tensao no capacitor Cy é:
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C R
= Sy -
11 . > MN
Ve,
+ +
L -0

Figura 1.18: Sistema elétrico.

Se derivamos essa equacdo uma vez em relagao ao tempo, obtemos:

i = Cl‘./Cp

A tensao no capacitor Cy é:

1 .
Ve, = 52 /202(7')d7'

AO derivamos essa eqando uma vez em Telag:do ao tempo, obtemos:
Z’CQ - iR - CQVC2.

A corrente ic,(t) estd relacionada com a tensao nos capacitores da sequinte
maneira:

. V; — ‘/Cl - ‘/CQ :
1o, = T = CQVCQ.

Assim, a equacgao diferencial de V., é:

: /Ui_‘/cl_‘/CQ
T

: 1 1 1 i — Ve, = Ve
Ve :ai:a(i@—i—n): (Z‘L+¥>
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Assim, a equacgao diferencial de V., é:

Ver = RloliL * Ré’l (v = Ver = Ver)
A tensao no indutor é:
Vi =v — Ve
Assim: i
i
Vi LE

s

i
Assim, a equacao diferencial de ¥ é:

i v; Vg
dt L L~

Vamos representar a equacao diferencial ordindria do circuito em varidveis
de estado, de modo a resolvé-la numericamente com o Python. Sejam as

varidvess de estado:

Ilzvcl
xQZiL
1'3:‘/;2

Derwando temporalmente as igualdades anteriores, obtemos:

iy =V,
iy = diy /dt
i3 =V,

Assim, € obtida a equagao diferencial do circuito, substituindo V., por xq,



Introducao 37

i, por xo e Ve, por xs. Obtemos:

_ 1 L 1 1 . 1
X = ——= — X U;
! OlR 11 T O R T OR
Si'g :——.1'14——1)1'

T ——Ll :1:1i ! x —l—iv
TR R GLRY

Para a simulagao, consideremos R = 1 KQ, L = 22 mH, C; = 100 uF,
Cy = 10 puF, a condigao inicial (0,5;0,2;0,1) e a entrada v;(t) = 0. A

Figura 1.19 mostra a simula¢ao numérica do sistema mecanico.

Sistema elétrico com duas malhas

Amplitude

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tempo (s]

Figura 1.19: Simulagao sistema elétrico para R = 1 KQ, L = 22 mH, C; = 100 uF,
Cy =10 uF e a condigao inicial (0, 5;0,2;0,1).

Na Figura 1.19, podemos observar que as tensoes V., (t), V., (t) e a cor-
rente no indutor ir(t) oscilam e convergem para a origem. Para outros
valores de resistor, indutor e capacitores, poderao ser observados compor-

tamentos diferentes. O cddigo no Python para simulagdo do Exemplo 1.6 é

’I_I

%E:

ﬁ

|:1:
mostrado na Listagem ) g
(=i

1.3 Revisao dos nimeros complexos

Os conceitos de nimeros complexos sao amplamente utilizados quando
é definida a funcao de resposta em frequéncia ou a funcao de transferéncia

senoidal. Em uma funcao de transferéncia em malha aberta de um sistema
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denotada como G(s), a funcao de transferéncia senoidal é obtida quando a
variavel complexa s é substituida por jw. Isto pode ser interpretado como
o mapeamento do semi-eixo imaginario positivo do plano s por meio da

fungao de transferéncia em malha aberta no plano complexo G(jw).

Numeros complexos

Um numero complexo A é um par ordenado de nimeros reais A; e As,

os quais podem ser escritos simbolicamente como:

A= (A, Ay) (1.6)
Seja um segundo nimero complexo B designado por:

B = (B, By),

usando estes como exemplos, as operagoes algébricas sao definidas como

segue:

1. Identidade:
A=1HB

Se, e somente se, A1 = By e Ay = Bs.

2. Adigao:
A+ B= (A + B, Ay + By)

3. Multiplicacao:
AB == (AlBl - AQBQ,AlBQ -+ AQBl)

A adicao e a multiplicacao obedecem as leis comutativa, associativa e

distributiva da algebra.
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4. Divisao: Em sistemas consistentes com nimeros reais, nao podemos

definir a divisao de forma independente. Nés queremos C', onde:

C:E

C é o numero que, quando multiplicado por B, dara A. Entao é

possivel provar que:

A o (AlBl + AQBQ A2B1 — A1B2>

B B2+ B2 ' B2+ B2

Plano complexo

O plano complexo é uma representacao geométrica dos nimeros comple-
xos (Figura 1.20). Assim, cada ponto da reta esta associado a um nimero
nela. O plano complexo associa biunivocamente o ponto (A;, As) do plano

ao numero A; + i Ay. Esta associacao conduz as seguintes representagoes:

1. Forma cartesiana ou retangular:
A= (A1, Ay) = A1 +1 A

Representa o numero A, separando a parte real da parte imaginaria.

2. Forma polar:
A =r(cos(d) +isen(d)) =re’ |Al=r

r é a distancia do ponto A = A; + ¢ Ay até a origem de coordenadas

e é denominado de médulo do niimero complexo, denotado como:

|A|l=1r =1/A2 + A2

6 ¢é o angulo entre a semi-reta 0z e o semi-eixo real e é denominado
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de argumento do nimero complexo A, denotado como arg(A)

3. Forma exponencial: Através da identidade de Euler e = cos(6) +

isen(d), a forma polar é equivalente a chamada forma exponencial:

A=re?
Im
A A
Yz
N |
)’ f | Re
0 A, -

Figura 1.20: No plano complexo, a parte real é representada pela reta das
abscissas (Re, horizontal), enquanto a parte imagindria, pela reta das orde-
nadas (Im, vertical).

Parte real e parte imaginaria
Um nimero real R pode ser escrito como:
R =(R,0)

Ja um numero imaginario I, cujo um simbolo ainda nao foi introduzido, por
ser escrito como:

1=(0,1)
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Dado um numero como na equagao 1.6, denomina-se A; a parte real (ou
a componente real) e Ay a componente imaginaria. O nimero (0, Ay) é
denominado como a parte imaginaria de A.

Para denotar as componentes real e imaginaria, usamos:

A1 =Re A
As =1Im A.

Numeros complexos importantes

Os ntmeros complexos que sao muito importantes:

[ — o
[ |
~—~ —~ —~
“O = \.O
— (@) (@)
SN— S~— N—

Os numeros complexos 0 e 1 desempenham nas operacoes com nimero com-
plexos as mesmas funcoes que suas contrapartes reais.

O numero imaginario especial j (escrito como 7 na literatura de mate-
mética) tem sua contraparte nos nimeros reais. Da regra de multiplicagao,

observe que:
jA = (O’ 1)(A17 AQ) = (_AQ’ Al)

Note que:
JJ= (_17())

Magnitude e angulo de um nimero complexo

Uma vez que um nimero complexo é um par ordenado de ntimeros reais,

este pode ser representado como um ponto no plano. Isto sugere definir a



42  Sistemas de controle com python: resposta em frequéncia

magnitude e o angulo (ou fase) de um nimero complexo como segue:

|A| =1/ A? + A3 magnitude

A
6= tg? (A—j) angulo ou fase

Muitas vezes, é conveniente designar esses pela notagao:
|Al =mag A, O=ang A=/A=/A

A magnitude e a fase podem ser interpretadas geometricamente (Figura
1.21) como as coordenadas polares de um ponto em um plano. Assim,

pode-se escrever:

A=Al
Da interpretagao geométrica:
Ay = |A| cos (0)
Ay = | Al sen ()

Com um pouco de trigonometria, mostra-se que:

|AB| = |A]|B|
[AB=/A+/B
’é‘_ﬂ

B| |B|

/5 =a-18
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Im
A
A | - <
Y
N |
Q’g I Re
0 41
— Ay} - =N
A

Figura 1.21: Interpretacao geométrica de um numero complexo.

Raiz de um nimero complexo

Devido as regras da multiplicagao e da divisao, uma defini¢ao consistente
pode ser dada para as raizes de um nimero complexo. Desejamos escrever

(A)l/ 2 como o simbolo de nimero que multiplicado por si mesmo da A.

Assim, se AY? = |B| /B e A =|A|

|BI” /28 = |A|
e, portanto,
B =+/A]
«
7=3
Note que:
Al e = Al fa+ 27

Portanto, o segundo valor do angulo é:

5=%+7T
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« [0
Bl /= =B /2
Bl /5 =-1Bl /5 +7

Complexo conjugado

Assim:

O complexo conjugado de A é escrito como A e definido por:

A= (A17 _AQ)
= A —jA

O complexo conjugado (ou conjugado) de um nimero é obtido mudando
o sinal da parte imaginaria.

Das regras da algebra, obtém-se:

A+B=A+B
AB=AB
A\ A
B) B
AP = AA
1 _
A== (A+ A
Re 2( + )
ImAz,i(A—Z)
32

Definicao de uma funcao

Um dos conceitos mais importantes a ser estabelecido é a ideia de um

numero complexo como fun¢ao de outro nimero complexo. Seja o simbolo:

5=0+ jw (1.7)
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Este simbolo representa um ntimero complexo, onde ¢ e w tém algum valor

real de —oo a +00.

Observagao 1.1. Um numero complexo designado desta maneira é comu-

mente chamado de varidvel complexa.

O nimero complexo s, como definido pela equagao 1.7, pode ser repre-
sentado como um ponto no plano complexo s. No plano s, os eixos sao
denominados como real e imaginario, e um ponto tipico é etiquetado como

um simples simbolo, denominado s.

Aqui, introduzimos a nocao de uma funcao de uma variavel complexa.
Considerando o plano s, suponha que exista um segundo plano complexo,

o qual pode ser denominado de plano w, cuja forma é:
w=u-+jv

Agora, suponha que uma regra é definida, na qual para cada ponto no plano
s um unico ponto é especificado no plano w, isto é, w é uma funcao de s e

pode ser escrita por:

w = f(s)

Nesta definicao de uma funcao, entende-se que para cada ponto no plano s
existe somente um tnico ponto que lhe corresponde no plano w, isto é, uma

funcao de um tnico valor.

Deve-se entender que o plano w é geometricamente similar ao plano s.

Exemplo 1.7. Com o intuito de observar a relacao entre um ponto no plano
w e um ponto no plano s utilizando as coordenadas retangulares considere
o caso particular:

w = s° (1.8)
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Para cada ponto no plano s,

w = (0 + jw) (0 + jw)
:02—w2+j20w

ou

u = o —w?

1.9
vo= 20w ( )

Solucao 1.7. A ideia neste exemplo € que a formula em 1.8 dad a regra para
determinar os pontos no plano w que correspondem aos pontos no plano
s. As equagoes 1.9 dao as coordenadas retangulares dos pontos no plano w
em termos de coordenadas retangulares dos pontos mo plano s. A formula
nos diz como, dado um valor de s, o valor correspondente de w deve ser

determinado.

Uma generalizacao de fungoes consiste na combinacao linear de potencias

de s e pode ser escrita como:
P(s) = by + bys + bys® + -+ - b,s™ (1.10)

Na qual as constantes b;’s podem ser complexas ou reais e m é qualquer
inteiro positivo, isto é, P(s) é um polinomio em s. Para maiores generali-

zagoes, ¢ necessario introduzir um segundo polinomio:
Q(s) = ap + a1s + ags® + - - - a,s"

Seja w a razao:

P bo+b bys? + - - - ba™
we £6) ot bistbys”+ - -baa (1.11)
Q(s) ap+a1s+ ags®+ - a,s”

Quando as constantes a; e b;’s sao conhecidas, cada valor de s dd um valor de

w, que pode ser calculado. Um dos nossos objetivos é obter interpretagoes
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e significados de tais funcgoes.

Estes conceitos foram compilados de LePage (2018), Brown e Churchill
(2015).

Exemplo 1.8. Considere a sequinte funcao de transferéncia em malha aberta:

KQ(TS — 1)

Gls) = s(mys — 1) (s — 1)

Separe a parte real e a parte imagindria da funcao de transferéncia senoidal

em malha aberta.

Solucao 1.8. Obtemos a funcao de transferéncia senoidal, substi-
tuindo s por jw na fungao de transferéncia em malha aberta, como

seque:
G = —— ;
(jw) Jjw(iniw — 1)(jrw — 1)

Separamos a parte real e imagindria de G(jw), multiplicando G(jw)
pelos complexos conjugados de cada polo, como seque:

Gljw) = Ko(jTw — 1) —J —1—jnw —1— jrw
J jo(nw —Dnw -1 \—j )\ "1 - jnw/) \~1— jnw

Assim, obtém-se:

Ky (—T7'17'2w2 + T -7 — 7'2) Ky (1 + w? (T(Tl + T2) — 7'17'2))
(1 +w?73) (1 +w?7?) J w(l+w?r?) (1 + w?7l)

G(jw) =

A parte real da funcdo de transferéncia senoidal em malha aberta é:

KO (_TTlTQCUQ + T — T1 — 7'2)
(14 w?r?) (1 + w?r3)

Re[G(jw)] =

FE a parte imagindria da funcdo de transferéncia senoidal em malha aberta

é:

— Ko(1+w*(T(1) + 1) — T172))
Im[G(jw)] = w(l+ w?r?) (1 + w?7d)
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Exercicios

1. O sistema mecanico da Figura 1.22 consiste em duas massas pontuais
my e my influenciadas por forgas de amortecimento viscosas (devido a
b e aos termos de friccao com coeficientes de amortecimento viscosas by
e by), forgas das molas (devido aos termos ki, ks e k) e forgas externas
fi(t) e fa(t). As setas na Figura 1.22 estabelecem a dire¢ao positiva

para os deslocamentos ;1 e xs.
(a) Determine o diagrama de corpo livre das massas my e mo;

(b) Determine a equacgao diferencial das massas m; e ma;

(c¢) Simule no Python o sistema da Figura 1.22, considerando m; =
]_, m2:17 k?lz]., ]{720,57 k?gzl, b1:071, b:(],l, b2=0,1
e fi(t) = fo(t) = 2. Mostre os graficos da evolugao ao longo do

tempo de xq e x9, bem como os de 1 e 5.

w — 0

/ my b mo /

fi(t) —> 1| — f2(t)

b1 b2

Figura 1.22: Sistema mecanico com duas massas. Figura da Questao 1.

2. Duas massas com atrito viscoso no chao sdo conectadas (coeficientes
de atrito by e by), como mostrado na Figura 1.23. A for¢a de entrada
é u(t) e x e ¢ sdo as saidas.
(a) Determine o diagrama de corpo livre das massas m; e ma;

(b) Determine a equacao diferencial das massas m; e mo;
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(c¢) Simule no Python o sistema da Figura 1.23, considerando m; =
1, meo — 1, kl = 0,5, k'g = 1, b1 = 0,1, bg = 0,1 e U(t) = 2.
Mostre os gréficos da evolugao ao longo do tempo de z e ¢, bem

como os de e ¢ a uma entrada degrau unitaria.

i—» T " i—» q %
u]?(‘(t)l@_d; mi _bl Mg v Z
entrada !l o /

b1 b2

Figura 1.23: Duas massas com atrito viscoso. Figura da Questao 2.

3. Considere o circuito elétrico RLC apresentado na Figura 1.24, linear
e invariante no tempo, onde L é a indutancia, R, e Ry sao as resistén-
cias e C} e (5 sdo as capacitancias. A entrada v(t) é a diferenca de
potencial elétrico aplicado no circuito (Figura 1.24). A saida veo(t) do
sistema ¢é a diferenca de potencial elétrico nos terminais do capacitor
Cs.

(a) Deduza as equagdes diferenciais lineares que modelam este sis-
tema, isto é, as equacoes diferenciais de ve,, ve, € if.

(b) Simule no Python o sistema da Figura 1.24, considerando R; = 1
KQ, R, =1 KQ, L =22 mH, C; = 100 uF, Cy = 100 uF e
u(t) = sen(t). Mostre os gréficos da evolugao ao longo do tempo

de ve,, ve, € is.

4. Considere o circuito elétrico apresentado na Figura 1.25, linear e in-

variante no tempo, onde L é a indutancia, R, e Ry sao as resisténcias
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Ry Ve,

N _

Figura 1.24: Sistema elétrico RLC. Figura da Questao 3.

e C' é a capacitancia. A entrada v(t) é a diferenga de potencial elé-
trico aplicado no circuito (Figura 1.25). A saida vc(t) do sistema é a

diferenca de potencial elétrico nos terminais do capacitor C.

(a) Deduza a equacao diferencial linear de segunda ordem nao ho-

mogénea que modela este sistema, isto é, vo e ve.

(b) Simule no Python o sistema da Figura 1.25, considerando Ry = 1
KQ, Ry =1 KQ, L =22mH, C =100 uF e v(t) = sen(5t).

Mostre os graficos da evolugao ao longo do tempo de ve e U¢.

o(t) Cf) R, ——cC

Figura 1.25: Sistema elétrico. Figura da Questao 4.

5. Para o sistema mecanico indicado na Figura 1.26, onde u ¢ a entrada

e Ty e Xy sao as saida:
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(a) Determine o diagrama de corpo livre das massas m; e mao;
(b) Determine a equagao diferencial das massas m; e mo;

(¢) Simule no Python o sistema da Figura 1.26, considerando m; =
1,m2:1, ]ﬁ:l, k2:1,k3:0,5,b126220,271):0,1
(coeficiente de atrito viscoso) e u(t) = sen(t). Mostre os gréficos

da evolucao ao longo do tempo de x; e xs.

?—»ZL& é—»CUz /

Figura 1.26: Sistema mecanico. Figura da Questao 5.

6. Separar a parte real e a parte imagindria das seguintes funcoes:

. K

(a) G(jw) = (1 + jwr) (1 + jwr)
o K

(b) G(jw) = Jw(l+ jwr)(1+ jwr)

(c) G(jw) = =
T ) (T jem) (L4 juoms)
o) = Blw+1)

(d) G(]w) jw(jw 2)

(€) Gljw) = 2= =1

Jw(jw +2)



O Python e suas respectivas bibliotecas especificas estdo
crescendo e amadurecendo de maneira a serem uma
alternativa chamativa ao Matlab. Neste livro, estardo
disponiveis todos os cédigos em Python de todos os
exemplos desenvolvidos e de um conjunto de fun¢des criadas
para mostrar: dados de simulagdo como maximo sobressinal;
tempo de acomodagéo, tempo de pico e tempo de subida;
frequéncia de ressonancia, amplitude de pico de ressonancia
e largura de banda; geracdo de uma onda quadrada e uma
onda triangular; margens de fase e de ganho, as respectivas
frequéncias de cruzamento de ganho e de cruzamento de
fase; setas de direcdo de movimento dos diagramas polares;
e também funcgdes para criar as tabelas de dados da resposta
em frequéncia, ditas tabelas em LaTeX, HTML e Excel.

O Python é uma linguagem de programacéao de alto nivel,
interpretada, open source e combina uma sintaxe concisa
com recursos de biblioteca por médulos. Ele apresenta um
modulo para sistemas de controle com comandos muito
semelhantes ao Matlab. Na ampla literatura de controle,
observam-se livros que utilizam o Matlab, Scilab e C nos
idiomas inglés e portugués. Livros da area de sistemas

de controle utilizando Python sdo poucos em ambas as
linguagens e, principalmente, em portugués.

8-85I21|2|-|i

2112211

2-8

l Blucher

9”7 885



SISTEMAS DE CONTROLE

COMPYTHON
Clique aqui e:

o
A
=
-
z
B
i
=
M
A
=
="
=
=
|
A
o
2
-5
=
o
=

Sistemas de controle com Python

Respostas em frequéncia

Magno Enrique Mendoza Meza

ISBN: 9788521221128
Paginas: 494

Formato: 17 x 24 cm
Ano de Publicacdo: 2024



https://www.blucher.com.br/sistemas-de-controle-com-python-9788521221128

	Introdução
	Modelagem matemática de sistemas mecânicos
	Modelagem matemática de sistemas elétricos
	Revisão dos números complexos

	Transformada de Laplace
	Definições
	Propriedades e teoremas da transformada de Laplace
	Transformada inversa de Laplace
	Diagrama de blocos

	Resposta em frequência
	Função de transferência
	Função de transferência com retardo de transporte
	Resposta em frequência
	Diagrama polar
	Diagrama de Bode
	Fator ganho
	Fator diferencial
	Fator integral
	Fator zero real
	Fator polo real
	Fator zeros complexos
	Fator polos complexos

	Aproximação assintótica empírica de funções de transferência
	Sistema tipo 0
	Sistema tipo 1
	Sistema tipo 2

	Procedimento para estimar empiricamente funções de transferência
	Carta de Nichols
	Margens de estabilidade
	Relação entre a resposta em frequência e a resposta transitória ao degrau de um sistema padrão de segunda ordem
	Critério de estabilidade de Nyquist
	Análise de estabilidade no domínio da frequência
	Análise de estabilidade de G(s) sem polos ou zeros no eixo imaginário
	Análise de estabilidade de G(s) com polos ou zeros no eixo imaginário


	Projeto na resposta em frequência
	Compensador de ganho
	Compensador por avanço de fase
	Procedimento de projeto compensador por avanço: método tentativa-e-erro
	Procedimento de projeto compensador por avanço: método analítico

	Compensador por atraso de fase
	Procedimento de projeto compensador por atraso: método tentativa-e-erro
	Procedimento de projeto compensador por atraso de fase: método analítico

	Compensador por atraso-avanço de fase
	Procedimento de projeto compensador por atraso-avanço de fase: método tentativa-e-erro
	Procedimento de projeto compensador por atraso-avanço de fase: método analítico
	Procedimento de projeto compensador por atraso-avanço de fase: método Ogata

	Compensadores da família PID: método analítico
	Controlador proporcional
	Controlador proporcional-integral
	Controlador proporcional-integral-diferencial


	Entendendo os códigos em Python utilizados
	Referências
	Lista de figuras
	Lista de tabelas
	Índice remissivo



