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CAPITULO 1

Introducao: elementos de
fisica quantica e fisica estatistica

A experiéncia é a unica fonte da verdade:
s0 ela pode ensinar-nos algo novo, sé ela pode dar-nos a certeza.

Esses sdo dois pontos que ninguém pode contestar.

(Henri Poincaré, La Science et 'Hypothése, 1902)

1.1 INTRODUCAO

Os materiais ttm acompanhado a evolugdo humana desde a pré-histéria. A despeito
do seu papel fundamental no desenvolvimento da civilizagdo e sua presenca crescente
no dia a dia dos seres humanos, a ciéncia dos materiais evoluiu durante muitos séculos
com base no método da “tentativa e erro’, ou seja, de forma essencialmente empirica.
A moderna ciéncia dos materiais somente se desenvolveu com maior impulso a partir
de meados do século XIX, quando as primeiras teorias cientificas sobre a estrutura da
matéria comecaram a ser estabelecidas.

O conceito mais importante sobre o qual se estrutura a ciéncia dos materiais é o da
quantizagdo da matéria, que se constitui no principal fundamento da teoria atémica.
Com base nas ideias classicas de quantizagdo, pode-se descrever de forma satisfatdria,
por exemplo, as estruturas cristalinas, os defeitos cristalinos, além de diversos outros
aspectos dos solidos, embora ndo de forma completa. No entanto, somente a partir do
primeiro quarto do século XX, com o advento da mecénica quantica, que traz consigo
conceitos revolucionarios, por exemplo o comportamento ondulatério da matéria e a
quantiza¢do da energia, questoes mais fundamentais, como a estrutura atdmica, as liga-
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¢des quimicas e modelos fisicos detalhados para as propriedades dos sélidos, puderam
ser formuladas e compreendidas.

Assim, este capitulo estd dividido em trés partes relativamente independentes. Na
primeira parte, pretende-se apresentar um breve relato da longa trajetoéria histérica
que levou a elaboragdo da teoria atdmica e da mecanica quantica. Na segunda parte,
sera apresentada uma revisao breve de alguns aspectos basicos e problemas simples da
fisica quantica. Finalmente, na terceira parte, apresentam-se alguns elementos da fisica
estatistica, em particular as fun¢oes de distribuicdo estatistica, uma vez que estas nos
serdo uteis ao longo deste livro.

Os leitores que ainda ndo estdo familiarizados com esses assuntos devem consultar
textos especializados, mais aprofundados e abrangentes. Para uma apresenta¢do mais
completa em nivel introdutério, recomenda-se consultar os livros de fisica basica, da
preferéncia do leitor. Para uma introdugdo mais detalhada, sugere-se utilizar textos mais
especificos.! Outras sugestoes de leitura estdo listadas ao final deste capitulo.

1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS
1.2.1 ATEORIA ATOMICA DA MATERIA

O desenvolvimento da teoria atomica é, com certeza, uma das maiores realizacdes
do intelecto humano em todos os tempos. Sao mais de 25 séculos do desenrolar de uma
histdria ainda inacabada, desempenhada por muitos dos maiores cientistas e pensadores
da humanidade. Embora alguns dos conceitos hoje bem estabelecidos possam, a primeira
vista, parecer simples, naturais, ou mesmo intuitivos, exigiram longo tempo e intenso
debate para seu desenvolvimento. A seguir, apresentamos um brevissimo resumo da
evolucdo dessa teoria, desde a antiguidade até o inicio do século XX.

O chamado atomismo foi concebido inicialmente como uma corrente em diversas das
escolas filosoficas da antiguidade. Suas origens se perdem na histdria. Alguns cientistas
antigos e pensadores classicos atribuem sua origem ao fenicio Mochus, que viveu em
Sidon a época da Guerra de Troia (século XIII a.C.). Na antiga India, por outro lado, o
atomismo surgiu por volta do século VI a.C., tendo sido o filésofo hindu Kanad um dos
primeiros a considerar esse conceito. Segundo Kanad, existiriam quatro tipos de atomos
primordiais, cada um relacionado a um dos quatro elementos - terra, agua, fogo ear —, de
maneira muito semelhante as filosofias ocidentais da Grécia antiga, conforme veremos
mais adiante. Para os hindus, os 4&tomos seriam eternos, indestrutiveis, indivisiveis e

1 Ver, por exemplo: Tipler, 2014; Eisberg, 1979; Griffiths, 2011, dentre inimeros outros. Para uma visao
histdrica da fisica moderna, consultar o excelente trabalho de Caruso, 2016.
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inumeraveis. De forma a caracterizarem os quatro tipos de atomos, os hindus admitiam
a existéncia de 24 qualidades diferentes, como cor, odor, sabor etc., cada uma podendo
apresentar diversas variedades. Assim, por exemplo, existiriam sete cores possiveis, seis
sabores, e assim por diante.

Teorias detalhadas sobre como os atomos podiam se combinar, reagir, vibrar, mover
e realizar outras agdes foram formuladas na antiga India. Até mesmo a possibilidade da
divisao atdmica foi considerada por alguns dos pensadores daquela época. As substancias
seriam formadas por combinag¢des complexas dos quatro tipos de atomos primordiais,
que se combinavam em pares. Os pares, por sua vez, combinariam-se em trincas com
um total de seis &tomos, e assim por diante, formando atomos bindrios, ternarios, qua-
ternarios etc. Os atomos terndrios, ou triades, seriam as menores unidades de matéria
que poderiam ser percebidos por nossos sentidos, ao contrario dos atomos binarios ou
primordiais, que seriam imperceptiveis. Segundo um filésofo da época, “o atomo é a
sexta parte de uma particula visivel em um raio de sol”. Atualmente, faz-se a analogia
dessas antigas ideias com a moderna teoria dos quarks, segundo a qual se acredita que
pares ou trincas dessas particulas se combinam para formar a matéria.

Na antiga India, uma diversidade de escolas filosdficas e variagdes de diferentes filoso-
fias atdmicas se desenvolveram em grande numero e complexidade, em grau comparavel
ao que ocorreu na Grécia. Embora seja provavel que tenha havido uma comunicagao
entre essas culturas e, a despeito das dbvias semelhangas que podem ser encontradas, até
o presente nao existem evidéncias concretas suficientes para se concluir que essas escolas
filosoficas tenham se influenciado mutuamente. Assim, vigora um certo consenso de
que tais ideias tiveram origens e desenvolvimento relativamente independentes.

No Ocidente, a filosofia atdmica se originou por volta do século V a.C., embora
seja muito dificil precisar as datas em que viveram os principais protagonistas de seu
desenvolvimento. Sao eles: Leucipo de Mileto e Demdcrito de Abdera, que viveram por
volta do século V a.C.; e Epicuro de Samos, que viveu no século IV a.C., todos os trés na
Grécia; e o poeta e fildsofo Lucrécio, que viveu muito mais tarde (século I a.C.) em Roma.

Um ponto fundamental comum as ideias dos antigos fildsofos gregos é que a matéria
se encontra na esséncia de todas as coisas e que, em ultima analise, esta é constituida
por um ou alguns elementos ou substancias primordiais, a partir dos quais tudo mais
é constituido. Foi com Empédocles de Agrigento, no século V a.C., que a teoria das
substancias primordiais atingiu seu apice, formulada de tal maneira que muitas de suas
ideias vieram a perdurar mais de 20 séculos, até o advento da quimica moderna. A
originalidade de suas ideias consiste em propor a existéncia de quatro substancias pri-
mordiais de igual importancia - terra, agua, fogo e ar —, que, combinadas, formam todas
as substancias do Universo. Cada uma das substancias primordiais seria constituida por
pequenas particulas homogéneas, indivisiveis, imutaveis e eternas, separadas por vazios
ou poros. Empédocles é considerado um precursor da filosofia atomica, mas ndo um
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verdadeiro atomista, uma vez que muitas de suas ideias contrastam com as do atomismo.
Os primeiros atomistas de fato foram Leucipo, que formulou os conceitos fundamentais
da filosofia, e seu discipulo Demdcrito, ambos contemporaneos de Empédocles, bem
como de Anaxagoras.

Democrito propds suas ideias como uma tentativa de conciliar duas visdes opostas
e conflitantes, argumentando que a matéria seria formada por particulas indivisiveis
e imutaveis, que, ao reorganizarem-se, criariam a ilusdo de mudan¢a. Embora o senso
comum associe a filosofia atomica a apenas um conceito fundamental (o atomo), essa
doutrina na realidade se estabelece sobre dois conceitos basicos indissociaveis, formu-
lados numa mesma proposi¢do: o corptsculo ou atomo, e o vazio ou vacuo, de forma
que um ndo pode existir sem o outro. E importante observar que o papel primordial
desempenhado pelo vacuo na teoria atdmica se constituiu, durante os séculos, em uma
das principais obje¢des a sua validade.

A palavra atomo é derivada do adjetivo atomos, que, no grego antigo, significa “algo
que ndo pode ser cortado ou dividido”. Os dtomos concebidos pelos antigos fildsofos
gregos, como o nome implica, seriam indivisiveis, homogéneos, compactos, incompres-
siveis, indeformaveis e ndo possuiriam partes. No entanto, podem diferir uns dos outros
por suas caracteristicas, como tamanho, forma, ordem, arranjo e posi¢ao. Além disto, os
4tomos estdo em constante e eterno movimento, podendo colidir uns com os outros. E a
partir da colisao e da associagao de diferentes atomos em agregados que tudo se constitui,
produzindo um nuimero infinito de substancias e objetos. Nesse processo de formagao
de agregados, entretanto, os 4tomos nao perdem sua individualidade, permanecendo
em contato, embora separados por um vazio absoluto (o vacuo).

E com a contribuigdo de Epicuro, cerca de um século apds Demdcrito, que a filosofia
atdmica atinge o mais alto grau de elaboracéo, a tal ponto de se manter praticamente
inalterada pelos cerca de dois mil anos seguintes. Epicuro foi um filésofo essencialmente
materialista que adotou a teoria atbmica como base de suas ideias, incluindo as impli-
cagOes dessa doutrina na religiao, na vida humana, na existéncia da alma e morte. Suas
ideias foram reunidas cerca de dois séculos mais tarde no famoso poema do romano
Lucrécio, “De Rerum Natura” (“Sobre a natureza das coisas”), escrito por volta de 90
a.C. Em sua obra, Epicuro baseou-se totalmente nos conceitos de Leucipo e Demdcrito,
embora tenha, a0 mesmo tempo, proposto algumas importantes inovagdes que levaram
essas filosofias além daquela formulada por seus predecessores.

A primeira grande contribuigao de Epicuro foi atribuir peso aos atomos, embora alguns
sustentem que essa ideia foi, na verdade, introduzida por Demdcrito. Outra importante
contribuigao foi afirmar que, no vacuo (o qual permite o movimento), os atomos se mo-
vem com a mesma velocidade, independentemente de seu tamanho ou peso. Indo mais
além, para Epicuro, todas as nossas sensagdes, que seriam a base de nossa percep¢ao do
Universo, podem ser relacionadas as caracteristicas dos atomos. Até mesmo a alma seria
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constituida por atomos. Em consequéncia, a alma seria perecivel, sendo seus atomos
dispersos pelo Universo apds a morte. Esses conceitos, que contradizem frontalmente
preceitos fundamentais da religido catélica, mais tarde levaram a teoria atdmica a ser
frontalmente combatida pela Igreja, contribuindo para relega-la a um virtual esqueci-
mento durante cerca de quinze séculos, até o final da Idade Média, na Europa.

Em paralelo com o desenvolvimento da filosofia atdmica, filosofias alternativas foram
desenvolvidas por diversos outros pensadores. Anaxagoras, por exemplo, defendia a
existéncia de um numero infinito de substancias primordiais formadas por particulas
infinitamente pequenas, chamadas homeomerias. Para ele, essas particulas elementares
seriam infinitamente divisiveis e, embora separadas por poros, o vacuo nio poderia
existir. Platdo, por outro lado, que também discordava da concepgdo formulada por
Leucipo, Democrito e Epicuro, propds uma teoria alternativa baseada essencialmente
na geometria.

Um dos mais importantes filosofos da Grécia antiga, Aristoteles, foi um dos mais
ferrenhos adversarios do atomismo. Grande parte do que se sabe acerca das ideias dos
tilésofos gregos mais antigos se deve a sua volumosa obra, que contém alguns dos pre-
ceitos basicos utilizados por uma extensa linhagem de combativos antiatomistas, que
se estende até o inicio do século XX. Aristoteles nao podia conceber corpos distintos
caindo igualmente rapido através do vazio e, assim, rejeitava a ideia do vacuo e, conse-
quentemente, a propria existéncia do atomo.

Durante a Idade de Ouro do mundo arabe (que coincide em parte com a Idade Média
europeia), filésofos islamicos, que herdaram a cultura do mundo antigo, contribuiram
paraa preservacao e o desenvolvimento da filosofia atomica. Com a influéncia do mundo
islamico, primeiramente na Peninsula Ibérica, e, posteriormente, espalhando-se para
o restante da Europa, o atomismo se propaga por esse continente por volta do fim da
Idade Média, quando as primeiras ideias da ciéncia moderna comegaram a surgir. Dessa
maneira, o que até entdo era uma simples corrente filosdfica, comegou a tomar a forma
de uma teoria cientifica.

A principal for¢a motriz responsavel pelo ressurgimento da filosofia atomica no
Ocidente foi o trabalho do padre francés Pierre Gassendi, contemporaneo de Galileu
Galilei, Descartes e Pascal, no século XVII. Gassendi contribuiu para difundir as ideias
contidas no famoso poema de Lucrécio, e, apesar de ser um homem religioso, aceitou
os mesmos fundamentos dos atomistas gregos, admitindo que os &tomos e o vacuo sao
os dois principios basicos sobre os quais o Universo material se estrutura. A grande
evolugao em relagao ao atomismo grego, entretanto, ¢ que suas ideias tiveram o suporte
dos experimentos de Boyle, Mariotte, Torricelli e Pascal sobre o comportamento do ar
atmosférico, realizados apds Galileu ter reconhecido a existéncia do vacuo, em 1638.

Gassendi propds também a possibilidade da associagao de atomos para formar aquilo
que ele explicitamente denominou de moléculas. Esse é um feito notavel, uma vez que
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uma clara diferenciagdo entre os conceitos de atomo e de molécula somente foi esta-
belecida cerca de 200 anos depois. No entanto, de um ponto de vista filosofico, a mais
importante contribui¢do de Gassendi foi ter realizado a aproximagao entre conceitos da
filosofia atomica e a religiao catélica, abrindo caminho para sua aceitagdo pelo mundo
ocidental. Para tal, incorporou ideias como a da cria¢ao divina (dos atomos, inclusive)
e de uma alma humana imaterial e, portanto, eterna.

Isaac Newton, que nasceu no mesmo ano da morte de Galileu, ndo s6 foi um defensor
como também autor de importantes contribui¢des para o desenvolvimento da teoria
atdmica. As propriedades associadas aos 4tomos pelos antigos gregos, Newton acres-
centou a inércia, no sentido atribuido pelas suas leis do movimento. Embora tenha sido
o formulador da lei da gravitagdo universal, que é responsavel pela interagdo entre os
corpos macroscopicos, Newton ndo incluiu a gravidade dentre as propriedades intrin-
secas da matéria, mas especulou que forcas de atragdo e repulsao, como forgas elétricas
e magnéticas, deveriam vigorar no curto alcance da escala atdmica. O atomismo de
Newton, como de seus contemporéaneos, entretanto, nao era nem poderia ser baseado
na observagio e no experimento.

Poderoso adversario de Newton, Leibniz desenvolveu uma filosofia alternativa, se-
gundo a qual a matéria seria composta por infinitas substancias, chamadas monadas,
ideia semelhante a sustentada por Anaxdagoras, na antiga Grécia. Segundo Leibniz, as
monadas seriam as verdadeiras unidades fundamentais da natureza, isto ¢, elementos
simples que compdem todas as coisas, mas que nao devem ser confundidos com os
diminutos corpusculos de matéria indivisivel dos antigos gregos. As monadas seriam
imateriais, ndo possuiriam extensdo ou partes, sendo, portanto, indivisiveis e sem co-
meco nem fim. Igualmente, Leibniz advogava a impossibilidade da existéncia do vacuo.

Em 1758, Boscovich, aluno de Newton, publicou uma teoria que considerava a matéria
como formada por atomos pontuais, sem dimensao, que interagiam entre si por meio de
forgas de atragao e repulsao, regidos pelas leis da mecanica newtoniana. Supondo que as
forgas atrativas seriam dominantes quando a distdncia entre atomos é grande, e que as
forgas repulsivas se tornam cada vez maiores quando essa distancia diminui (veja Se¢ao
2.4), Boscovich concluiu que seria impossivel que os atomos tocassem uns aos outros.
Dessa forma, a existéncia de forcas repulsivas impediria que a matéria fosse continua e
tornaria os atomos impenetraveis.

Por cerca de 23 séculos, o desenvolvimento da teoria atdmica se constituiu essencial-
mente em um embate filoséfico, sem ao menos uma unica evidéncia empirica concreta em
favor ou contra a estrutura corpuscular da matéria. Embora os experimentos conduzidos
no século XVII sobre a rarefacao dos gases tenham sido extremamente importantes para
o desenvolvimento do método cientifico e contribuido para afirmar o conceito de vacuo,
constituiam-se em evidéncias muito ténues da existéncia dos atomos.
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Somente no século XVIII, o trabalho de Lavoisier e outros comecou a estabelecer
as bases da quimica moderna. Uma das principais contribui¢coes desse trabalho para o
surgimento do que se chama de atomismo cientifico, foi a demonstragdo da estrutura
composta da agua, que teve como consequéncia a derrocada da antiga teoria dos quatro
elementos primordiais. Além desta, uma segunda grande contribui¢ao de Lavoisier, a
chamada lei da conservagao das massas, segundo a qual ndo ha alteragao detectavel de
massa numa reagao quimica, estabeleceu a grande importancia dos estudos gravimétri-
cos e constituiu-se na base de grandes avangos subsequentes em favor da teoria atdmica
da matéria.

No entanto, ¢ no inicio do século XIX que finalmente ocorrem os grandes avangos
no sentido do estabelecimento de uma teoria atdmica verdadeiramente cientifica. Esses
avancos se referem principalmente aos trabalhos de Dalton e Proust, que, a partir de
estudos gravimétricos, levaram a obten¢do da chamada lei das propor¢oes definidas,
que estabelece relagdes numeéricas simples entre as massas dos elementos envolvidos nas
reagdes quimicas e constitui-se em forte evidéncia em favor de uma teoria corpuscular
da matéria.

Em 1808, Dalton publicou seu famoso trabalho Um novo sistema de filosofia quimica
no qual langa as bases da primeira teoria atdbmica moderna, estruturada a partir dos
conceitos do atomismo grego de Leucipo e Democrito, reafirmando que os atomos
sd0 os constituintes basicos da matéria. Na teoria de Dalton, os 4tomos sio diminutas
esferas macigas, indivisiveis, impenetraveis, indestrutiveis e sem carga, representando
o que se convencionou chamar de modelo atomico de bolas de bilhar. Indo além, entre-
tanto, Dalton enunciou quatro pressupostos basicos de sua teoria: i) todos os atomos de
um determinado elemento quimico sdo idénticos e tém a mesma massa; ii) atomos de
elementos distintos tém propriedades distintas, em particular massas distintas; iii) as
particulas fundamentais (as moléculas) dos compostos sao formadas por combinag¢des
de niumeros bem definidos de atomos constituintes; e iv) a massa dessas particulas é igual
a soma das massas dos atomos que as formam. Dessa maneira, em uma reagdo quimica
os atomos de um elemento ndo podem ser criados, destruidos ou transformados em
atomos de outro elemento.

E importante ressaltar o imenso avango que se constituiu em caracterizar os 4tomos
por uma tnica propriedade especifica, ou seja, sua massa. Esse fato abriu caminho para
a sistematizacdo da quimica e permitiu, cerca de 60 anos mais tarde, a organizagdo
dos elementos quimicos na Tabela Periddica. Embora Dalton tenha explicitamente
denominado sua teoria de moderna, teve o cuidado de reter a denominagdo “a4tomo”,
em reconhecimento aos antigos atomistas gregos. Nessa época, ainda nao havia clareza
com relagdo a diferenciagdo entre os conceitos de atomo e de molécula, uma vez que é
muito dificil se estabelecer uma completa distingdo a partir de simples reagdes quimi-
cas. Dessa forma, para Dalton, o hidrogénio e o oxigénio seriam gases monoatdémicos,
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e ndo constituidos por moléculas diatdmicas, como atualmente se sabe. Essa distin¢ao
se tornou mais clara a partir dos trabalhos de Gay-Lussac e Avogadro.

A lei de Gay-Lussac diz que “os volumes de substincias gasosas que reagem e sdo
produzidas em uma rea¢ao quimica realizada a temperatura e pressao constantes obede-
cem a uma relacdo de nimeros inteiros entre si”. A aplicagdo dessa lei a reagoes quimicas
simples trouxe a discussdo a distingdo entre atomos e moléculas, e, mais do que isto,
a determinagdo do numero de dtomos ou moléculas que existem em um determinado
volume de gas.

Por volta de 1811, Avogadro considerou que os atomos de gases elementares podem
existir como atomos isolados ou também se apresentarem ligados, formando moléculas, e
formulou pela primeira vez a hipdtese, mais tarde conhecida por lei de Avogadro, segundo
a qual “volumes iguais de quaisquer gases, as mesmas temperatura e pressao, contém o
mesmo numero de moléculas”. Essa hipdtese, entretanto, veio a ser aceita somente cerca
de 50 anos mais tarde, durante a realiza¢ao do primeiro congresso de quimica da historia
em 1860, em grande parte como resultado do trabalho de Cannizzaro, que diferenciou
os conceitos de peso atdmico e peso molecular.

A despeito desses grandes avangos, ainda seriam necessérios cerca de 100 anos até
que a teoria atdmica fosse universalmente aceita. Durante esse periodo, inimeros outros
avangos importantes ocorreram. Em 1819, Dulong e Petit enunciaram a lei empirica
segundo a qual o produto do calor especifico de um elemento quimico pelo seu peso
atdmico é uma constante (ou, em outras palavras, que a capacidade térmica depende
apenas do numero de atomos), estabelecendo a primeira relagao quantitativa entre uma
propriedade macroscdpica da matéria e uma caracteristica atomica. Essa regra, no en-
tanto, apresenta inimeras excegdes e nao foi completamente compreendida até o inicio
do século XX (veja Se¢ao 3.3).

O desenvolvimento da eletroquimica, com os trabalhos de Volta, Davy e, posterior-
mente, Faraday, também foi de importancia fundamental para a teoria atdmica, embora
nem sempre esses proprios cientistas fossem defensores dessa doutrina. As observagoes
experimentais da eletroquimica permitiram a Berzelius propor os conceitos de elementos
eletropositivos e eletronegativos em 1819, elaborando uma escala em que os elementos
foram dispostos de acordo com sua eletronegatividade. Em 1832, Faraday descobriu
que a quantidade dos elementos separados pela passagem de corrente por um eletrdlito
¢ proporcional a carga total que passa pelo circuito, o que veio a ser a base da primeira
lei da eletrolise. Dessa maneira, Faraday pode obter a razdo entre as massas dos atomos
e as cargas de seus ions de forma precisa. Essas descobertas sugeriam que deveria haver
uma intima relagdo entre atomos e cargas elétricas e reafirmavam o papel das forgas
elétricas nas reagdes quimicas, em contraste com a visdo puramente mecanica de alguns
atomistas mais antigos.
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Um grande avango, que pode ser considerado como a pedra fundamental do estabe-
lecimento de uma teoria da estrutura atdmica, ocorreu em 1869, com a proposi¢ao por
Mendeleiev da organizagdo dos elementos quimicos em uma Tabela Periddica, consti-
tuida inicialmente pelos 63 elementos conhecidos a época. Nessa tabela, os elementos
organizados por ordem de seus pesos atdmicos, determinados a partir das densidades dos
gases correspondentes e da lei de Avogadro, apresentam uma evidente periodicidade de
suas propriedades. Embora a razao para essa periodicidade fosse desconhecida a época,
ela estabelecia uma relagdo clara entre as propriedades quimicas e uma propriedade
mensuravel dos elementos, o peso atdbmico. Assim, os elementos exibem propriedades
semelhantes sempre que possuem pesos atomicos semelhantes ou pesos que aumentam
de maneira periddica. Desse modo, Mendeleiev foi capaz de prever que um novo ele-
mento deveria existir sempre que havia uma lacuna nos pesos atdmicos entre elementos
adjacentes na tabela. Por outro lado, a Tabela Periédica também levantou uma pergunta
fundamental: qual ¢ a origem do padrao de pesos atdbmicos?

O desenvolvimento da teoria cinética dos gases, cujas bases foram langadas por
Bernoulli em 1738, também desempenhou importante papel na consolidagao da teoria
atdmica, uma vez que permite expressar as propriedades macroscopicas de um gis,
como pressdo, volume e temperatura, como resultantes do movimento e colisdes de
um numero muito grande de particulas constituintes (dtomos ou moléculas). Além de
Bernoulli, outros dois cientistas, Herapath, em 1820, e Waterston, em 1845, posterior-
mente desenvolveram a teoria de forma independente. Essa teoria, rejeitada por mais
de um século, foi, mais tarde, aprofundada por Clausius, em 1857, para logo em seguida
Maxwell e, depois, Boltzmann estabelecerem a famosa distribuicao estatistica para as
velocidades das moléculas do gas, embora ainda sem comprovacao experimental.

Em 1865, o quimico alemédo Loschmidt utilizou os resultados da teoria cinética dos
gases para fazer estimativas para o nimero de atomos em um determinado volume de
gas e para o didmetro atomico. O tamanho atomico e a distancia entre dtomos podem
ser obtidos a partir da contragao do gas na liquefacao e do livre caminho médio percor-
rido por suas moléculas. Para determinar o livre caminho médio, Loschmidt realizou
medidas de condutividade térmica e de taxas de difusdo no gas. Dessa maneira, para a
constante de Avogadro, Loschmidt obteve um valor muito préximo do valor atualmente
aceito e, para o didmetro do atomo, um valor na ordem de grandeza correta, 10° m.

Finalmente no inicio do século XX, a prova experimental definitiva da teoria atdbmica
veio de um fenomeno simples, conhecido desde 1827, quando o botanico R. Brown
observou pela primeira vez o movimento erratico de graos de pélen flutuando na agua,
com um simples microscdpio 6tico. O modelo elaborado por Einstein para o movimento
browniano, atribuindo-o as colisdes pelas moléculas da agua, constituiu-se numa con-
firmacdo da teoria cinética e uma das mais fortes evidéncias de que a teoria atdmica esta
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correta. A demonstragao experimental de J. Perrin, com a consequente determinac¢ao da
constante de Avogadro, contribuiu para seu Prémio Nobel concedido em 1926.

Na segunda metade do século XIX, um movimento que inclufa Mach, Ostwald,
Duhem e Pearson se op0s a teoria atdmica com base em argumentos filoséficos, e per-
durou até a primeira década do século XX. No entanto, por volta do inicio do século XX,
ateoria atomica da matéria ja parecia estar quase que universalmente aceita. Evidéncias
experimentais de diversos campos contribuiam para essa certeza, como a determinag¢ao
da constante de Avogadro, por Perrin, de treze maneiras diferentes (e, mais tarde, por
mais outras trés), demonstrando acima de qualquer davida que os atomos podem ser
efetivamente contados.

A importancia fundamental da teoria atdmica da matéria levou o fisico Richard
Feynman (2018) a afirmar:

Se, em algum cataclisma, todo o conhecimento cientifico for destruido e s6 uma frase for
passada para a proxima geragdo, qual seria a afirmag¢do que conteria a maior quantidade de
informagdo na menor quantidade de palavras? Eu acredito que seria a hipdtese atomica (ou
o fato atdmico ou como quiser chama-lo) que todas as coisas sdo feitas de dtomos — peque-
nas particulas que se movem em constante movimento, atraindo-se umas as outras quando
separadas por pequenas distancias, mas repelindo-se ao serem comprimidas umas sobre as
outras. Nessa tinica frase, vocé verd, existe uma enorme quantidade de informagéo sobre o

mundo, se aplicarmos apenas uma pequena quantidade de imaginagio e raciocinio.

Entretanto, novas descobertas, realizadas quase que simultaneamente a comprova-
¢do da teoria atdmica, mostraram que esses constituintes fundamentais da matéria, na
realidade, sdo formados por componentes ainda menores, fazendo com que os atomos
perdessem sua tradicional caracteristica de indivisibilidade e o posto de particula mais
fundamental da matéria. Esses novos acontecimentos deram inicio a um novo capitulo
desta longa histdria, caracterizado pelo surgimento de novas ideias, conceitos revolu-
cionarios e por uma intensa atividade cientifica, que perdura até os dias de hoje.

1.2.2 ANATUREZA DA LUZ

Por volta do século V ou VIa.C., na antiga India, a escola filoséfica Samkhya consi-
derava a luz como um dos cinco elementos fundamentais (junto com terra, agua, fogo
e ar) a partir dos quais todos os outros elementos se formam. Aproximadamente nessa
mesma época, outra escola, a Vaisheshika, acreditava que a luz seria formada por feixes
muito velozes de &tomos do elemento fogo. Diferentes arranjos desses dtomos se movendo
a diferentes velocidades explicariam as diferentes caracteristicas da luz. Muitos séculos
mais tarde, para os budistas indianos, como Dignaga no século V e Dharmakirti no século
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VII, a matéria seria composta de atomos que sio simplesmente flashes de luz ou energia.
Esses fildsofos consideravam a luz como composta por particulas ou corptsculos de luz
ou energia, de forma muito semelhante ao moderno conceito dos fétons, embora, para
eles, a matéria também fosse composta por essas mesmas particulas.

Intimeras civilizagdes da antiguidade produziram e utilizaram instrumentos ép-
ticos simples, como espelhos planos, espelhos curvos e lentes convexas. Entretanto,
como ocorre com a teoria atdmica, os fildsofos gregos e hindus foram os primeiros a
desenvolver teorias elaboradas a respeito da natureza e do comportamento da luz. Essas
teorias foram objeto da especulagao de muitos dos grandes fil6sofos gregos, embora de
forma menos intensa e detalhada que a dedicada a teoria atomica da matéria. Em certa
medida, o grande empecilho para o desenvolvimento dessas antigas teorias residiu na
dificuldade em distinguirem-se claramente as nogdes relativas a verdadeira natureza da
luz das questdes relativas a percepgao da luz pelo olho humano, ou seja, a visao.

Os fildsofos gregos mais antigos concentraram suas elaboragoes acerca do mecanismo
davisdo. Por volta de 500 a.C., Pitagoras propds que a emissdo de raios pelo olho humano
em dire¢do aos objetos resultaria na visdo. Por outro lado, de forma a explicar por que
ndo é possivel enxergar no escuro, Empédocles sugeriu que a visao seria resultado da
emissdo de luz tanto pelo olho quanto pelo objeto observado. De forma mais acertada,
Epicuro acreditava que a visdo ocorre quando a luz, apds ser emitida por uma fonte
externa, é refletida por um objeto e atinge o olho humano.

Ja por volta de 300 a.C., Euclides estudou as propriedades da luz e escreveu o primeiro
tratado de dptica, no qual postulou que luz se propagava em linha reta e descreveu ma-
tematicamente as leis da reflexdo. Em 55 a.C., Lucrécio descreveu a luz e o calor do sol
como compostos por particulas que se propagariam de forma instantanea. Mais tarde,
Ptolomeu (século II) realizou um dos primeiros estudos quantitativos da refragio da
luz quando esta é transmitida de um meio a outro, tendo medido e registrado valores de
angulos de incidéncia e transmissdo para diferentes combinagdes de meios transparentes,
determinando uma relagdo empirica.

Com o declinio da civilizagdo greco-romana, grande parte do conhecimento técnico
e cientifico se transferiu para o mundo islamico. Por volta do ano 1000, o cientista persa
al-Haytham, conhecido no Ocidente por Alhazen, foi responsavel por desenvolver as bases
da teoria que hoje é conhecida por dptica geométrica e, por este motivo, é considerado o
precursor da 6ptica moderna. Ele atribuiu corretamente a visdo a recep¢ao passiva pelo
olho dos raios luminosos refletidos pelos objetos e descreveu matematicamente as leis
da reflexao por espelhos esféricos e parabélicos. Aprofundando as teorias de Ptolomeu,
investigou as leis da refragdo da luz e chegou perto de formular a relagdo entre os senos
dos 4ngulos, obtida somente 600 anos mais tarde. Alhazen, que considerava os raios
de luz como formados por feixes de pequenas particulas que viajam a uma velocidade
finita, realizou ainda os primeiros experimentos de dispersdo da luz branca em suas cores
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constituintes. Seu trabalho foi traduzido para o latim no século XIII e constituiu-se na
principal motivagdo para os estudos realizados pelo fildsofo Roger Bacon, que foi um
dos pioneiros a utilizar lentes corretivas para a visdo, por volta de 1270.

A partir do século XVII teve inicio a revolugdo cientifica no Ocidente. Em 1611, o
astronomo holandés W. Snell fundamentou a lei da refra¢ao em uma relagdo matematica
entre os angulos de incidéncia e refragdo, quando a luz atravessa a interface entre dois
meios. Em 1637, R. Descartes publicou uma teoria que considerava, em analogia com
a propagacao do som, a luz como uma vibragdo que se propaga a velocidade infinita
em um meio ou substancia presente em todo o Universo, chamada plenum, chegando
erradamente a conclusdo de que a luz se move mais rapido num meio mais denso. A
despeito disso, a teoria de Descartes é considerada como a precursora da moderna
teoria ondulatéria da luz. Em 1665, foram publicados os estudos do matematico jesuita
F. Grimaldi a respeito da difragdo da luz, explicando o pequeno desvio observado na
trajetoria da luz ao passar por obstaculos.

O debate quanto a natureza da luz se intensificou muito a partir do século XVII, pa-
ralelamente as diversas observagdes empiricas da época. A controvérsia se estabeleceu
entre o modelo ondulatério proposto por Descartes, mais tarde corroborado por Hooke
e Huygens, e 0o modelo corpuscular, cujo principal defensor era Newton.

Ap0s a teoria corpuscular da luz de Gassendi ter sido publicada postumamente em
1660, Newton adotou esta teoria em detrimento a visao ondulatoria de Descartes. Em
1675, Newton publicou sua “Hypotesis of Light”, em que afirma que a luz é composta
de corpusculos (particulas de matéria) que sao emitidos em todas as dire¢des pela fonte
luminosa. Um dos argumentos mais fortes de Newton contra teoria ondulatéria da luz
era de que as ondas sdo capazes de contornar os obstdculos, enquanto a luz somente se
propaga em linha reta. A teoria de Newton, porém, era capaz de explicar os fendmenos
da reflexao e difragdo da luz, mas a refragao somente pdde ser explicada com a suposi-
¢do incorreta (mas de acordo com Descartes) de que a luz aumentaria de velocidade ao
passar para um meio mais denso. A teoria completa de Newton foi publicada em 1704,
em seu tratado Optica. Sua grande reputagio fez com que a teoria corpuscular da luz
prevalecesse durante todo o século XVIII.

Em 1665, Hooke concluiu que a luz era um tipo de vibragdo que se propaga muito
rapidamente através de um meio. Pouco mais tarde, em 1678, Huygens elaborou a
primeira teoria ondulatdria detalhada da luz e publicou seu Tratado sobre a luz, em
1690, intensificando a disputa com Newton. A teoria de Huygens propoe que a luz é
emitida como uma série de ondas que se propagariam em um meio chamado éter. Na
teoria ondulatéria, ao contrario da teoria de Newton, a luz ndo ¢ afetada pela gravidade
e, portanto, prevé acertadamente que a luz diminui de velocidade ao passar para um
meio mais denso. Nessa teoria, a luz, da mesma forma que as ondas sonoras, pode so-
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frer interferéncia e ser polarizada. Além disso, a teoria de Huygens também explicava
areflexdo e a refragio.

Outros adeptos de peso da teoria ondulatéria da luz foram Euler, que, em 1746, ela-
borou uma teoria para a difragdo; Young, que, em 1801, logrou realizar experimentos
de interferéncia da luz e o famoso experimento de difragdo por fenda dupla, em 1805;
mais tarde, Fresnell, que realizou importantes experimentos de interferéncia da luz e
publicou uma teoria sobre difragao em 1818; Malus, que demonstrou a possibilidade de
se obter luz polarizada; e, finalmente, Poisson, que contribuiu para aprofundar a teoria
ondulatéria.

Conforme ja mencionado anteriormente, a teoria corpuscular de Newton implicava
em uma propaga¢do mais rapida da luz em um meio mais denso, enquanto a teoria
ondulatdria de Huygens e outros sugeria justamente o contrario. Dessa maneira, uma
medida precisa da velocidade da luz seria de enorme importancia no sentido de decidir
qual das teorias era valida.

Uma das primeiras tentativas de medida da velocidade da luz é creditada a Galileu, que
jaem 1638 teria tentado mensurar o tempo necessario para aluz percorrer a distancia de
ida e volta de menos de uma milha entre duas colinas, onde ele e seu assistente estariam
posicionados com lanternas. Como o tempo que a luz leva para percorrer tal distancia
(da ordem de alguns microssegundos) ¢ muito pequeno para ser mensurado com os
recursos disponiveis na época, o experimento fracassou, levando Galileu a concluir que
a propagagdo da luz, se ndo ¢ instantanea, é extraordinariamente rapida.

A primeira tentativa consistente de determinagado da velocidade daluz de que se tem
registro foi realizada em 1676, a partir das observagoes de Ole Romer dos eclipses do
satélite Io pelo planeta Jupiter. Seus resultados mostravam valores menores para o pe-
riodo da drbita de Io em torno de Jupiter quando a Terra se aproximava daquele planeta,
e valores maiores quando se afastava, discrepancias que foram atribuidas ao tempo que
a luz demora para percorrer a distancia entre Jupiter e a Terra. A partir dessas observa-
¢oes, foi possivel concluir que a luz demora 22 minutos para cruzar a 6rbita da Terra ao
redor do Sol. Caso conhecesse o didmetro dessa drbita, teria sido possivel determinar
o valor de 212.000 km/s para a velocidade da luz (no entanto, Remer nao fez isso), ou
seja, um valor cerca de 29% menor que o atualmente aceito. Independentemente disso,
a observagdo de Romer se constituiu na primeira confirmagao experimental de que a
luz se propaga com velocidade finita.

A primeira medida terrestre da velocidade da luz foi realizada muito mais tarde por
Fizeau, em 1849, que utilizou uma roda dentada que girava a uma velocidade conhecida
e um espelho a varios quildmetros de distancia. Ajustando-se a velocidade da roda para
que o feixe de luz passasse por uma fresta no caminho de ida e pela fresta seguinte no
seu caminho de volta, foi possivel obter o valor de 313.000 km/s. Somente em 1862, J. B.
Foucault, utilizando espelhos girantes, foi capaz de determinar a velocidade da luz com
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precisao suficiente para decidir qual das teorias é a correta. Ele determinou 298.000 km/s,
ou seja, um erro da ordem de 0,5% em relagao ao valor aceito atualmente, permitindo
mostrar que a luz se propaga mais lentamente na 4gua que no ar. Seus resultados confir-
maram a teoria ondulatoria da luz, e a teoria corpuscular de Newton foi desacreditada.

No entanto, a teoria ondulatdria da luz possuia um ponto fraco. De acordo com o
conhecimento cientifico da época, qualquer onda necessita de um meio para se propagar.
Dessa maneira, como seria possivel entender a propagacao da luz no vacuo? De forma
a sustentar a teoria, foi proposta a existéncia de uma substancia hipotética, o chamado
éter, que seria um meio imaterial que preencheria todo o Universo (inclusive o vacuo).
A existéncia do éter, no entanto, nunca pdde ser demonstrada. Mais tarde, em 1887,
Michelson e Morley realizaram o famoso experimento de interferéncia, cujo resultado
nulo foi a primeira evidéncia concreta da inexisténcia do éter.

Em 1845, Faraday descobriu que a polarizacao da luz podia ser alterada por um
campo magnético. Esse foi o primeiro resultado a favor de uma relagdo entre aluz e o
eletromagnetismo. Dois anos mais tarde, Faraday propds que a luz seria, na verdade,
uma onda eletromagnética de alta frequéncia. O trabalho de Faraday inspirou Maxwell
a estudar as ondas eletromagnéticas, levando a descoberta de que estas se propagam no
espago com velocidade igual a da luz. Finalmente, em 1873, Maxwell publicou seu Tra-
tado sobre eletricidade e magnetismo, uma descri¢do matematica completa dos campos
elétricos e magnéticos, contendo o famoso conjunto das quatro equagdes basicas do
eletromagnetismo. Essa teoria, mais tarde confirmada experimentalmente, estabeleceu
em bases muito sélidas a ideia de que a luz é um fendmeno ondulatério.

1.2.3 AFISICA NO FINAL DO SECULO XIX

A ciéncia atingiu um grande desenvolvimento durante os séculos XVIII e XIX. Em
particular, o conjunto de teorias atualmente conhecido por fisica classica, que inclui a
mecanica newtoniana, a termodinimica, a optica e o eletromagnetismo, formava um
impressionante patriménio de conhecimento cientifico que trouxe transformagoes fun-
damentais para o mundo e a vida humana da época.

A mecanica, por exemplo, atingiu grande desenvolvimento, permitindo a descrigao
acurada dos movimentos dos planetas, a constru¢do de maquinas; possibilitando a
Revolugdo Industrial e novos meios de transporte, mais eficientes e rdpidos. E essen-
cialmente a mesma teoria que ainda hoje nos permite prever a trajetéria de um foguete
e direcionar uma nave aos limites do sistema solar. A termodinidmica e suas aplicagdes,
por outro lado, levaram ao desenvolvimento das maquinas térmicas movidas a vapor,
que se constituiram na principal for¢a motriz da civilizagio moderna, fazendo fun-
cionar as industrias e levando os seres humanos e a civilizagdo até regides distantes do
globo terrestre.
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A teoria eletromagnética, por sua vez, embora muito mais recente, permitia a realiza-
¢do de grandes descobertas e invengdes revolucionarias. Sdo dessa época o telégrafo sem
fio e o telefone, para citar apenas duas grandes inova¢des no campo das comunicagoes.
Sao também dessa época as invengdes da fotografia e do cinema. Talvez o avango mais
importante nesse campo, que maior influéncia teve na constru¢ao do mundo moderno,
foi o controle sobre a geragao e utiliza¢ao da eletricidade, com o desenvolvimento dos
primeiros dinamos capazes de gerar correntes elétricas, motores elétricos para o acio-
namento de maquinas e as lampadas elétricas, que substituiram com imensa vantagem
os lampides a gas na iluminagao das cidades.

Ao final do século XIX, os cientistas podiam se orgulhar dos grandes avancos teéricos
e experimentais atingidos e suas importantes aplicagdes tecnologicas, que se constitui-
ram numa contribui¢do substancial para a profunda transformagdo da sociedade. No
entanto, a0 mesmo tempo que o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico gerava um
sentimento de realizagdo que permeava a comunidade cientifica, todo o potencial de-
senvolvido também permitia o estabelecimento de novos desafios e questionamentos,
a realizagao de novos experimentos em campos até entdo pouco explorados e a obten-
¢do de novas descobertas, que nao podiam ser compreendidas a luz do conhecimento
cientifico estabelecido.

Por exemplo, o estudo das descargas elétricas em gases rarefeitos avangava intensa-
mente e permitiua W. Crookes a descoberta dos raios catodicos. Os experimentos nesse
campo levaram, mais tarde, a inimeras descobertas e inven¢des, que vao desde os raios X
até as valvulas a vacuo, que permitiram o desenvolvimento da eletronica e resultaram nos
primeiros cinescdpios, que, depois, deram origem aos aparelhos de televisao. Em 1897,
Thomson conseguiu comprovar que, na realidade, os raios catddicos sdo constituidos
por diminutas particulas de carga elétrica negativa, independentemente do tipo de gas
no interior da ampola. Hoje se sabe que essas particulas sao os elétrons. Os experimentos
de J. J. Thomson permitiram determinar a razao entre a carga e a massa dos elétrons,
comprovando experimentalmente pela primeira vez a existéncia de particulas menores
que o dtomo.

Em fins do século XIX, Hertz e outros cientistas observaram que a luz ultravioleta
podia descarregar eletrodos carregados negativamente, produzindo raios analogos aos
chamados raios catddicos. De acordo com as teorias classicas existentes a época, esse
fendmeno, denominado de efeito fotoelétrico, deveria depender da intensidade da luz,
mas nao de seu comprimento de onda (ou da frequéncia). Néo era isso, entretanto, que
mostravam os experimentos. Caso uma placa de vidro (que absorvesse a luz ultravio-
leta) fosse introduzida no percurso da luz, o fendmeno cessava completamente. Caso
a luz visivel incidisse sobre o eletrodo, o efeito nao ocorreria, mesmo que o feixe de luz
fosse muito intenso. Posteriormente, compreendeu-se que a incidéncia de radiagao
com comprimento de onda menor que determinado valor é condi¢do necessaria para
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promover a emissdo de elétrons dos metais. O modelo elaborado por Einstein no inicio
do século XX para explicar esse fendmeno se constituiu em um dos grandes passos para
o surgimento da mecanica quéntica (veja Segao 1.3.1. adiante).

Nessa época, embora a teoria cinética dos gases ja estivesse estabelecida, muito pouco
ou nada se sabia sobre a estrutura da matéria no estado sélido ou liquido. Embora a
estrutura atomica ainda fosse um mistério a ser desvendado, ja havia fortes indicios da
presenca de cargas elétricas no interior dos dtomos. O eletromagnetismo, entretanto,
mostra que ndo é possivel se obter um sistema estavel de particulas carregadas, e, assim,
ndo era possivel compreender a estrutura dos materiais s6lidos. Além dos mencionados
acima, outros fendmenos fisicos observados, como as raias espectrais de emissao dos
gases, a radiagdo de corpo negro, dentre outros, mostravam a comunidade cientifica que,
a despeito do imenso avango cientifico, nem tudo podia ser explicado pela ciéncia. E,
assim, ao despertar do século XX, uma revolug¢ao cientifica sem precedentes teve inicio.

1.3 ELEMENTOS DE FiSICA QUANTICA

Vamos iniciar agora uma breve revisao de alguns conceitos basicos da fisica quantica.
Antes disso, porém, vale relembrar de forma muito rapida alguns conceitos classicos
fundamentais que nos serdo tteis adiante.

O primeiro conceito é o de particula (ou corpusculo). Esse termo denota um objeto
que possui massa, mas nao possui dimensao e, portanto, ocupa um simples ponto no
espago de coordenadas (x, y e z). Fazendo as derivadas temporais de sua posigao, pode-se
obter sua velocidade v e aceleracgdo a e, logo, calcular seu momento linear p e energia
cinética E_, que sdo, portanto, quantidades diretamente associadas ao conceito de par-
ticula. Particulas podem sofrer a agdo de forgas e descrever trajetorias bem definidas.
Conhecendo-se a posi¢do da particula num dado instante de tempo e as forgas que
atuam sobre ela, pode-se, a partir das leis da mecénica newtoniana, calcular a posi¢cao
da particula em um instante de tempo qualquer, ou seja, obter sua trajetoria. Essas leis
podem ser generalizadas para conjuntos de particulas e também para corpos rigidos,
permitindo, assim, a resolu¢ao de problemas como descrever o movimento de uma bola
de ténis ou de um satélite lancado por um foguete.

O segundo conceito é o de onda, que é definido como a propagagao de uma pertur-
bagdo de forma regular, em geral periddica, de um ponto a outro do espago. As ondas
podem ser caracterizadas pelo comprimento de onda A e frequéncia de oscilagdo v, e,
de uma forma geral, estendem-se em uma regiao do espago, podendo se propagar com
velocidade v em diferentes dire¢oes através do vacuo ou de meios materiais, governadas
por uma equagao de onda. A relagdo entre comprimento de onda e frequéncia de oscilagao
(por exemplo, nos casos mais simples v = Av) é chamada relagdo de dispersdo. As ondas
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apresentam fendmenos caracteristicos proprios, como refragio, difragdo e interferéncia,
que, segundo a fisica classica, as particulas ndo podem apresentar.

No final do século XIX, esses dois conceitos, onda e particula, estavam muito bem
definidos, claros e distintos, com comportamentos descritos por teorias distintas. Os
exemplos mais claros desse fato sdo a mecénica cldssica ou newtoniana, que consiste
em uma teoria constituida a partir do conceito de particula, e o eletromagnetismo de
Maxwell, que é uma teoria ondulatéria classica. No entanto, conforme mencionado, a
partir do fim do século XIX e do inicio do século XX, experimentos cujos resultados nao
podiam ser explicados sem entrar em conflito com esses conceitos basicos colocaram
a prova a distingdo entre os comportamentos classicos de onda e de particula. Desses
diversos experimentos, descreveremos brevemente a seguir apenas alguns que nos pa-
recem ser os mais ilustrativos.

1.3.1 O NASCIMENTO DA FISICA QUANTICA

A lampada elétrica, desenvolvida ao longo do século XIX, constituiu-se em um
avango tecnologico espetacular que muito contribuiu para transformar o mundo da-
quela época. Do ponto de vista tedrico, por outro lado, o problema da radiagdo de corpo
negro desafiava os cientistas desde o trabalho de G. R. Kirchhoff, de 1859. Buscava-se
expressar a intensidade de radiagao emitida como fun¢ao do comprimento de onda por
um corpo considerado absorvedor perfeito e, portanto, negro, em equilibrio térmico a
temperatura T. A despeito de inumeras tentativas, nenhuma teoria elaborada até entao
era capaz de explicar corretamente as observagdes experimentais. A partir de 1897,
Max Planck, da Universidade de Berlim, dedicou-se a estudar o problema da radiagao
emitida pelo corpo aquecido.

A Figura 1.1 mostra o comportamento da intensidade de radiagao eletromagnética
emitida por um corpo negro em fun¢ao do comprimento de onda para diversas tempe-
raturas entre 100 K e 8.000 K. Observa-se que a intensidade total de radiacdo emitida
aumenta ordens de grandeza com o aumento da temperatura. A uma dada tempera-
tura do corpo negro, a medida que o comprimento de onda decresce, a intensidade de
radiagdo aumenta exponencialmente; em seguida, passa por um maximo (situado em
comprimentos de onda progressivamente menores, a medida que aumenta a tempera-
tura do corpo) e, depois, cai rapidamente. Ou seja, a intensidade luminosa emitida em
comprimentos de onda curtos é muito pequena. Esse é o comportamento observado
experimentalmente. Por outro lado, os modelos tedricos classicos elaborados no final
do século XIX previam um comportamento distinto e fisicamente inaceitavel de uma
intensidade de radiagdo que crescia indefinidamente com o decréscimo do comprimento
de onda, tendendo ao infinito no limite de comprimentos de onda muito curtos. Essa
inconsisténcia ficou conhecida como catdstrofe do ultravioleta.
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No final do ano de 1900, ap6s diversas tentativas frustradas, Planck finalmente conse-
guiu formular uma teoria capaz de reproduzir o comportamento dos dados experimen-
tais, fazendo uma suposicao ousada, que mais tarde ficou conhecida como postulado
de Planck. Ele impds que o corpo negro emite energia eletromagnética de frequéncia v
de forma quantizada, ou seja, na forma de “pacotes” ou quantidades multiplas de uma
unidade elementar (ou quantum) de energia expressa por:

E=hy (1.1)

Esta ¢é a famosa relacao de Planck. Nessa equagdo, a constante i é conhecida como
constante de Planck e vale h = 6,64 x 10*].s. O estabelecimento da teoria para a radiagdo
de corpo negro é considerado o marco que representa o nascimento da mecénica quéntica.
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Figura 1.1 — (a) intensidade (densidade) de radiagdo emitida por um corpo negro em fungdo do compri-
mento de onda da radiagdo, para diferentes temperaturas em escala linear; e (b) em escala log-log. A
regido do espectro correspondente a luz visivel se encontra assinalada.

Outra descoberta de fundamental importancia para o nascimento da teoria quantica
foi o efeito fotoelétrico, observado por H. Hertz, em 1887. Esse é um dos experimentos
mais simples para demonstrar a natureza corpuscular da luz e pode ser facilmente rea-
lizado em um laboratério didatico. Sua montagem experimental estd ilustrada de forma
esquematica na Figura 1.2a. Nesse experimento, ao incidir luz monocromatica sobre um
eletrodo metalico em vacuo (catodo, C) polarizado negativamente em relagdo ao 4nodo
A, pode-se observar a passagem de corrente elétrica no circuito proporcional a inten-
sidade de luz incidente, como resultado da emissao de elétrons pelo metal. Isso ocorre
sempre que o comprimento de onda da luz incidente é curto o suficiente (por exemplo,
luz azul, violeta ou ultravioleta). Entretanto, o fato surpreendente é que, ao incidir luz
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de comprimento de onda longo (por exemplo, luz vermelha ou infravermelha), ndo ha
emissdo de elétrons e, logo, a corrente no circuito é nula, mesmo que a luz incidente seja
muito intensa. Do ponto de vista da fisica classica, nao ha explica¢ao para esse fendme-
no, pois, de acordo com os conceitos classicos, deveria sempre ser possivel aos elétrons
acumular energia suficiente para escapar do metal qualquer que seja o comprimento
de onda da luz incidente. No entanto, a experiéncia mostra que nao é isso o que ocorre.
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Figura 1.2 — (a) diagrama esquemdtico ilustrando o experimento do efeito fotoelétrico. Elétrons sdo
emitidos do cétodo (C) em dire¢do ao anodo (A) somente quando o comprimento de onda (a frequén-
cia) da luz monocromatica incidente no metal for menor (maior) que um determinado valor; (b) energia
cinética maxima dos elétrons fotoemitidos por um catodo de metal alcalino (sédio) sob incidéncia de luz
monocromatica versus a frequéncia da luz incidente. A reta tracejada representa o ajuste obtido com a
Equacdo 1.2 e permite a determinagdo experimental da constante de Planck h.

Fonte: Millikan, 1916.

Quando o catodo é iluminado por luz de comprimento de onda curto, a corrente de
fotoemissao pode ser anulada polarizando o anodo negativamente em relagao ao catodo.
Variando-se a voltagem aplicada, pode-se determinar o valor exato da voltagem -V
necessaria para isso. Esse valor de voltagem é simplesmente igual em moédulo a energia
cinética maxima dos elétrons emitidos, em unidades de elétrons-volt (eV). Dessa for-
ma, estudando-se o comportamento de V| para diferentes valores da frequéncia da luz
incidente, obtém-se uma dependéncia linear, conforme ilustrado na Figura 1.2b.

Em 1905, A. Einstein elaborou um modelo para explicar esse fenomeno, postulando
que a energia eletromagnética é transportada em pacotes discretos de energia, com um
quantum de energia expresso da mesma forma que a relagdo de Planck apresentada
anteriormente (Equagdo 1.1). Mais tarde, o quantum de energia eletromagnética foi
denominado de féton. Assim, de acordo com Einstein, uma onda eletromagnética de
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frequéncia v é constituida por particulas chamadas fétons, que possuem um quantum
de energia E indivisivel, proporcional a frequéncia da luz.

Dessa maneira, a energia cinética maxima dos elétrons fotoemitidos pode ser facil-
mente obtida como igual a diferenca entre a energia do féton incidente e a quantidade
de energia necessdria para escapar do metal, ou seja:

E.=hv—¢ (hv=9) (1.2)

Em que ¢, a energia minima necessdria para extrair elétrons do metal, chamada de
fungdo trabalho, é uma caracteristica do material metélico utilizado como catodo. O
grafico correspondente a Equagdo 1.2 permite a determinagao experimental da constante
de Planck, conforme realizado por Millikan, em 1916 (veja Figura 1.2b e Exercicio 11).

Assim, se por um lado diversos experimentos conhecidos demonstram de forma
inequivoca a natureza ondulatdria da luz, como a difragéo por fenda dupla? ou a interfe-
réncia entre dois feixes de luz coerentes, o efeito fotoelétrico foi o primeiro experimento
a demonstrar claramente a natureza corpuscular da luz, trazendo de volta ao debate a
antiga teoria corpuscular da luz, advogada por Newton e outros.

Exemplo 1.1: utilizando a relagao de Planck, calcule a energia (em eV) dos fétons
de uma onda eletromagnética com comprimento de onda de 500 nm (luz verde).

3,0x108
= X 60x10“Hz = E = hv = 6,63x10-* x6,0x10 = 3,98x10-1° ]
2 500x10~
3,98x1019
Logo: E=2220" =249 ¢V
1,6x10°1°

1.3.2 0 MODELO ATOMICO DE BOHR

No inicio do século XX, a estrutura atOmica era uma das questdes cientificas mais
fundamentais a serem resolvidas. Dentre os modelos atomicos desenvolvidos na época,
os mais importantes foram os de J. . Thomson e de E. Rutherford. O modelo de Thom-
son, formulado ainda em fins do século XIX, chamado modelo do pudim de passas (ou
ameixas), considerava o dtomo como constituido por uma esfera com carga positiva
uniformemente distribuida. De forma que o atomo fosse eletricamente neutro, a esfera

2 O experimento de difragdo de fenda dupla ou difragdo de Young sera discutido mais adiante.
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deveria conter particulas de carga negativa (os elétrons), que Thomson sabia serem de
dimensodes muito menores que o atomo. Mais tarde, experimentos de espalhamento de
particulas alfa realizados por Rutherford em folhas finas de ouro mostraram que esse
modelo ndo era correto, pois a carga positiva do atomo deveria estar concentrada em
uma regido de dimensdes muito menores (cerca de 10* - 10° vezes) que o proprio atomo.

Dessa maneira, no modelo atdmico classico de Rutherford, proposto em 1911, os
elétrons se movem em Orbitas circulares ao redor do nucleo (que concentra quase toda a
massa do atomo), sujeitos a uma forca central de atragdo coulombiana, de forma analoga
ao movimento dos planetas ao redor do Sol no sistema solar. No entanto, esse modelo
apresenta um problema intransponivel: segundo a propria fisica classica, cargas aceleradas
devem irradiar energia na forma de ondas eletromagnéticas e, assim, os elétrons em suas
orbitas circulares devem perder energia cinética progressivamente, diminuindo os raios
de suas oOrbitas e chocando-se com o nicleo apds um intervalo de tempo muito pequeno.

A impossibilidade de se elaborar um modelo classico consistente para o atomo so-
mente pode ser superada com a proposi¢ao do modelo atdbmico de Bohr, que incorpora
ideias da fisica quantica. Nesse modelo, N. Bohr postulou, em oposi¢do ao caso classico
em que quaisquer orbitas sdo permitidas, que os elétrons somente podem ocupar 6rbitas
estaveis ou estados estaciondrios no atomo, quando o momento angular ¢ um multiplo
inteiro da constante de Planck 4 dividida por 21 (ou ). Em outras palavras, Bohr impds
que o momento angular das orbitas eletronicas no atomo deve ser quantizado. Com essa
imposi¢do e considerando-se a for¢a centripeta como igual a for¢a de interagdo cou-
lombiana entre o elétron e o nucleo, pode-se mostrar facilmente que os raios das 6rbitas
estaciondrias e as energias dos estados eletronicos correspondentes sdo quantizados e
dados respectivamente por:

g,h? a,
r=———n’=—n’ n=1,2,3,...0. (1.3)
m Ze? Z

m Z%* 1 E Z?
n:_ _—— 1’121,2,3,..-@. (14)
8¢2h* n? n?

Em que ¢, ¢ a permissividade do vacuo; m, ¢ a massa do elétron; e é a carga elemen-
tar; e n é um numero inteiro, positivo e ndo nulo, denominado numero quantico. Nas
expressoes dadas, admitiu-se que o atomo possui uma carga nuclear igual a +Ze. No
caso do estado fundamental (n = 1) do atomo de hidrogénio (Z = 1), o raio da érbita do
elétron, o chamado raio de Bohr, vale a, = 0,529 A, e sua energia ¢ E, = 13,6 eV.

Deve-se notar que o modelo de Bohr é um modelo semiclassico extremamente simples,
elaborado a partir de ideias da fisica classica e um conceito quantico. Por isso, é de certa
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forma surpreendente que a equagao para as energias dos estados eletrénicos (Equagao
1.4) seja idéntica a obtida pelo modelo quantico mais elaborado para esse problema e
esteja em bom acordo com os resultados experimentais obtidos para as raias espectrais
de emissao do atomo de hidrogénio e do atomo de hélio ionizado.

No atomo de Bohr, o elétron ocupa estados estaciondrios com valores discretos e
bem definidos de energia, e, portanto, por hipétese, ndo irradia energia. Todavia, no
caso de uma transi¢ao de um estado de energia para outro de energia menor, o elétron
deve emitir instantaneamente um pacote de energia correspondente a:

AE=E, -E, (1.5)

Em que E, e Esdo0 as energias dos estados inicial e final, respectivamente. De forma
inversa, caso a transi¢ao seja de um nivel menos energético para outro de maior energia,
o0 atomo devera absorver esse pacote de energia. Dessa maneira, no caso de transigoes
eletronicas que envolvem a emissao ou a absorg¢do de luz (veja Capitulo 8), esse pacote
de energia podera ser emitido ou absorvido na forma de um féton. Assim, de posse da
equacao para as energias dos estados eletronicos, é possivel determinar as energias (ou
as frequéncias ou comprimentos de onda) das raias espectrais de emissao de gases como
o hidrogeénio (veja Exercicio 14).

1.3.3 ONDAS DE MATERIA

Uma pequena revolugao no mundo cientifico se deu em 1924, quando o jovem fisico
francés De Broglie, em sua tese de doutorado, propds o comportamento ondulatoério da
matéria. Sua hipdtese considerou que, como a luz (radiagdo) pode apresentar tanto o
comportamento ondulatério como corpuscular, na escala atdmica, a matéria também
poderia se comportar como onda. Para o comprimento de onda A da matéria, De Broglie
propos uma relagdo inversamente proporcional ao momento linear p:

A=— (1.6)

Em que h é a conhecida constante de Planck. Essa é a chamada relagao de De Broglie.
Para a frequéncia das ondas, De Broglie simplesmente langou mao da mesma equagao
ja utilizada por Planck e Einstein (Equagdo 1.1), porém escrita na forma inversa, ou
seja,v=E/h.

A partir da Equacéo 1.6, De Broglie foi capaz de fornecer uma elegante interpretagao
fisica para a quantizagdo do momento angular das drbitas eletronicas postulada por
Bohr, mostrando que aquele postulado equivale a considerar que, nas orbitas estaveis,
os elétrons formam ondas estacionarias (veja o Exercicio 16).
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A proposigao de De Broglie foi comprovada experimentalmente trés anos mais tar-
de por C. Davisson e L. Germer (veja o Exercicio 19), que observaram o fendmeno de
difragdo incidindo um feixe de elétrons sobre a superficie de um cristal de niquel, o que
levou De Broglie receber o Prémio Nobel em 1929.

Exemplo 1.2: calcular o comprimento de onda de um elétron acelerado por uma
diferenca de potencial de 10 V.
A energia do elétron sera 10 eV, ou seja: E=qV =1,60x107""x10 =1,60x107"*]

Assim: p=(2mE)" =(2x9,11x101x1,60x10% )" =1,71x10 2 kg.m/ s

h 6,63x10
Logo: A =—=2""""_ 3 88x10"0m = 0,388nm
p 1,71x10%

Esse valor é da ordem de grandeza do espagamento interatdmico dos sélidos.

A difragao de elétrons, hoje rotineiramente realizada em microscépios eletronicos
de transmissao, ¢ uma técnica largamente empregada para a caracterizagdo de materiais
em universidades e centros de pesquisa. A Figura 1.3 mostra o resultado da difra¢ao
de elétrons por cristais de NiNb, em uma matriz de superliga de niquel (Inconel 718),
obtida por microscopia eletronica de transmissdo. Nessa figura, observa-se a presenga
de maximos de difra¢ao muito nitidos, na forma de pontos claros, de maneira muito
semelhante aos resultados obtidos em experimentos de difracdo de luz ou raios X. Ex-
perimentos de difracdo podem ser realizados ndo apenas com elétrons, mas também
com uma grande diversidade de outras particulas, dtomos e moléculas, como prétons,
néutrons, atomos de hélio, litio, hidrogénio molecular etc. Até mesmo a difragdo de
moléculas grandes e pesadas, como os fulerenos (moléculas com 60 atomos de carbono,
C,,), ja foi observada em 1999 (Arndt, 1999).
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Figura 1.3 — Difragdo de elétrons por cristais de carbeto de cromo (CrC) em uma matriz de ago inox,
obtida em um microscépio eletrénico de transmissao.
Fonte: figura gentilmente cedida por L. H. AlImeida — Coppe/UFRJ.

Intmeras evidéncias confirmam o comportamento corpuscular das particulas fun-
damentais,® mas os experimentos descritos demonstram de forma inequivoca a natureza
ondulatdria da matéria. Essa situagao aparentemente contraditdria levou Bragg, na época,
a afirmar: “Os elétrons se comportam como particulas as segundas, quartas e sextas, e
como ondas as tercas, quintas e aos sabados”.

Conforme ja mencionado, a proposi¢do de De Broglie estende também para a ma-
téria o comportamento dual da radiagdo, anteriormente estabelecido por Einstein, por
meio das mesmas duas relagdes simples entre as caracteristicas corpusculares (energia
E e momento linear p) e ondulatérias (frequéncia v e comprimento de onda A). Essas
relagoes (Equagdes 1.1 e 1.6) também sdo frequentemente escritas de forma alternativa:

p=nhk (1.7)

E=hw (1.8)

3 Como por exemplo, o experimento de J. J. Thomson com o tubo de raios catdédicos que resultou na
descoberta do elétron e na determinagao da razdo e/m,.



Introdugdo: elementos de fisica qudntica e fisica estatistica 45

Em que k =27/A é o numero de onda, e w = 27v é a frequéncia angular, e a constante:

hi= i =1.05x10"%*].s
2

¢ a chamada constante de Planck reduzida, também conhecida como “h-cortado” (em
inglés, h-bar).

Vamos discutir um pouco mais a fundo o experimento de difracao de elétrons, con-
siderando a difragdo de fenda dupla. Primeiramente, porém, vamos descrever o famoso
experimento classico de difragao de fenda dupla, conhecido como experimento de Young,
realizado com luz visivel por T. Young, em 1805. Imaginemos uma onda proveniente de
uma fonte pontual F incidindo sobre um anteparo em que ha duas fendas estreitas F1 e
F2 (veja Figura 1.4a). Caso alargura das fendas seja suficientemente pequena, de acordo
com o principio de Huygens, cada uma das fendas se comportara como uma nova fonte
de um novo movimento ondulatério. Assim, as duas novas frentes de onda se propagam
e incidem sobre outro anteparo (A), interferindo entre si. O fendmeno de interferéncia
reflete o fato de as ondas provenientes de cada uma das fendas serem coerentes, e suas
amplitudes serdo somadas ou subtraidas uma da outra, a depender da diferenca de fase
entre elas. Dessa forma, a intensidade da onda resultante sobre o anteparo apresenta
maximos e minimos da intensidade. Essa é a chamada figura de interferéncia, que pode
ser observada na Figura 1.4b.

E importante observar que, nesse experimento cldssico, ocorre a difracdo da onda
ao passar pelas fendas, e em seguida a interferéncia entre as ondas difratadas. A figura
de interferéncia somente pode ser observada caso a largura das fendas seja suficiente-
mente pequena para que a difragdo ocorra; caso contrario, os maximos e minimos de
intensidade ndo se formarao sobre o anteparo. Isso equivale a dizer que essa largura deve
ser da ordem de grandeza do comprimento de onda da luz empregada no experimento.
Por exemplo, se estamos realizando o experimento com luz visivel, a largura das fendas
deve ser da ordem do micron. Caso se utilize fendas muito mais largas, nao sera possivel
observar a figura de difra¢ao.
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F1

F2

@ )

Figura 1.4 — Experimento de difracdo de fenda dupla (experimento de Young): (a) arranjo experimental,
no qual estdo assinaladas as posi¢es da fonte luminosa F, duas fendas estreitas F1 e F2 e do anteparo
A, e (b) intensidade luminosa observada no anteparo.

Vamos, agora, repetir a mesma experiéncia, utilizando particulas em vez de ondas.
Nessa situagao, segundo a fisica cldssica, as particulas provenientes de uma ou outra
fenda simplesmente atingem o anteparo formando dois maximos distintos, conforme
ilustra esquematicamente a Figura 1.5. Entretanto, quando essa experiéncia é realizada
com particulas microscdpicas, como elétrons, ocorre um fendmeno inesperado: a quan-
tidade de particulas que atinge o segundo anteparo forma uma figura de interferéncia,
de maneira semelhante ao experimento de Young realizado com ondas, apresentado na
Figura 1.4b.

Entretanto, deve-se notar que, da mesma forma que ocorre com o experimento
realizado com ondas, para que a figura de interferéncia com particulas seja obtida, é
necessario que estas sofram difracdo ao passar pelas fendas, ou seja, é necessario que a
largura destas seja comparavel ao comprimento de onda das particulas incidentes. Embora
ndo tenhamos conhecimento suficiente para avaliar esta questao em detalhe, pode-se
adiantar que esse fato, aliado a outras questdes, torna bastante complexa a realizagao
pratica deste tipo de experimento.
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Figura 1.5 — Desenho esquematico, segundo a fisica classica, do experimento de difragdo de fenda dupla
efetuado com particulas.

Embora o resultado do tltimo experimento descrito pareca surpreendente ao leitor
nao familiarizado com esse assunto, ainda mais espetacular é o resultado que se obtém
com arealizacdo dessa mesma experiéncia com apenas uma particula. Nesse caso, o senso
comum sugere que uma particula pode passar por apenas uma das fendas e atingir o
anteparo em apenas um ponto. De fato, o resultado que se observa apds a passagem de
uma particula é exatamente esse. O mesmo ocorre com outras particulas, caso o expe-
rimento seja repetido outras vezes, e assim sucessivamente. No entanto, se repetirmos
essa mesma experiéncia com uma particula de cada vez, um nimero muito grande de
vezes, cada vez que o experimento ¢é realizado a particula atinge o segundo anteparo
em um ponto distinto dos anteriores. Surpreendentemente, apds um numero muito
grande de experimentos, ao se sobreporem todos os resultados obtidos nos sucessivos
experimentos, obtém-se uma figura de interferéncia andloga aquela observada no ex-
perimento de difragdo de Young.
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Figura 1.6 — Resultado do experimento de difragdo de fenda dupla com elétrons (experimento Hitachi),
realizado com: (a) 8 elétrons; (b) 270 elétrons; (c) 2.000 elétrons; (d) 160.000 elétrons. Observe a seme-
lhanga da Figura (d) com a figura de interferéncia do experimento de Young (Figura 1.4b).

Fonte: Tonomura, 1989.

A Figura 1.6 mostra o resultado de um experimento como o descrito. Esse é o famoso
experimento Hitachi, realizado em 1989. O experimento Hitachi foi realizado em con-
digoes tais que é altamente improvavel a existéncia de mais de um elétron no interior da
camara do equipamento em cada instante. Note que as figuras apresentadas sdo formadas
por uma infinidade de pontos, cada um deles resultante da colisao de um tnico elétron
com o detector. Enquanto um unico elétron colide com o detector num ponto bem
determinado, o conjunto de muitos elétrons forma uma figura de interferéncia analoga
ao experimento de Young (Figura 1.4b), evidenciando a natureza ondulatdria dessas
particulas. Portanto, mesmo considerando apenas uma particula, devemos admitir a
ocorréncia da difragdo e considerar seu comportamento ondulatdrio para compreender
o resultado deste experimento.*

1.3.4 A DUALIDADE ONDA-PARTICULA

Conforme visto, tanto a radiagdo quanto a matéria podem apresentar os compor-
tamentos ondulatério ou corpuscular. Essa situacdo é sintetizada pelo principio de
complementariedade formulado por Bohr: se um experimento demonstra o carater
ondulatorio da matéria ou da radiacdo, ndo é possivel demonstrar seu carater corpus-
cular no mesmo experimento, e vice-versa. E o experimento realizado que determina

4 Um experimento analogo a esse pode ser realizado com fotons, difratando-se um tinico féton de cada vez
e obtendo figuras de difra¢do muito semelhantes as apresentadas na Figura 1.6 (ver: Dimitrova, 2008).
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qual maneira, ondulatdria ou corpuscular, vai se manifestar. Mais do que isso, 0 nosso
entendimento da matéria ou da radiagao serd sempre incompleto, a menos que ambos
os aspectos, ondulatorios e corpusculares, sejam considerados. Assim, esses entes mi-
croscopicos nao podem ser considerados simplesmente nem como particulas classicas
nem como ondas cldssicas, mas, sim, como dotados de uma natureza dual, podendo
apresentar tanto comportamento ondulatério quanto corpuscular. Para se obter uma
compreensao mais abrangente desse comportamento, é necessario dispor de uma nova
teoria mais geral.

A conexao entre os modelos ondulatério e corpuscular é realizada pela interpretagao
probabilistica da dualidade onda-particula. Vamos discutir esse conceito a partir de um
exemplo simples. Consideremos, como exemplo, uma onda eletromagnética se propa-
gando ao longo do eixo x, como um feixe de laser ligado continuamente. Essa onda
poderia ser descrita por uma fun¢ao simples do tipo y (x, t) = Asen (kx — wt), que, por
exemplo, descreveria a variagdo do médulo do campo elétrico, E (x, t). Essa equagio,
ilustrada no grafico da Figura 1.7a, corresponde a uma onda de nimero de onda k (ou
comprimento de onda 1) e uma frequéncia angular w (ou frequéncia v) bem determi-
nados, propagando-se ao longo do eixo x, desde x = —oco até x = +oo, de t = —co até t = +oo.
Uma vez que a onda se estende em todo o espago com amplitude constante, a intensidade
I (x) da onda eletromagnética, que é proporcional ao valor médio quadratico do médulo
do campo elétrico <|E|*>, é independente da posi¢do, ou seja, é uniforme ao longo de
todo eixo x (Figura 1.7b).

Sob o ponto de vista corpuscular, essa mesma onda pode ser descrita por fétons, de
modo que a energia dos fotons seja igual a intensidade da onda, ou seja, I (x) = Nhv, em
que N o numero médio de fétons por unidade de tempo que cruza uma unidade de area
perpendicular a direcdo de propagagao. Assim, como a intensidade da onda é uniforme
ao longo do eixo x, o nimero de fétons também serd homogeneamente distribuido ao
longo desse eixo. Desse modo N nada mais é que a densidade de fétons, constante ao
longo do eixo x. Em outras palavras, o grafico da Figura 1.7b também representa a pro-
babilidade (ou é proporcional a ela) de se encontrar fétons em cada ponto ao longo do
eixo x em um certo instante de tempo.

Vamos agora considerar uma onda de matéria e ampliar esse conceito, associando a
particula ndo apenas um comprimento de onda e uma frequéncia, como ja fizemos, mas
representando-a por uma fungio, y (x, t). Suponhamos que essa fun¢do de onda seja dada
pela mesma equagdo anterior, representada na Figura 1.7a, ou seja, uma onda de numero
de onda k e frequéncia angular w bem determinados e amplitude constante. Nesse caso,
o valor médio quadriético da func¢do <|y|*> tem papel andlogo ao caso anterior, ou seja,
representa a “intensidade” da onda ou a sua “densidade”; em outras palavras, a proba-
bilidade de encontrar a particula num certo ponto do espago em determinado instante
de tempo, que, nesse caso, ¢ uma constante independente de x (Figura 1.7b). Assim, no
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caso de a func¢do v (x, ) representar uma particula, nido é possivel saber a localizagao
da particula em determinado instante de tempo, mas apenas obter a probabilidade de
encontra-la em determinado ponto do espago num certo instante de tempo. A fun¢ao
v (x, t) sera denominada fungdo de onda.

L X
V'

@ ®)

y(x) 1)

Y0 109

© ()
Figura 1.7 — Graficos da fungdo ¥ :y(x,t) para uma onda se propagando ao longo do eixo x e dain-

tensidade I(x) correspondente para (a, b) uma onda senoidal, e (c, d), um pulso.

Entretanto, embora seja bastante dbvio, deve-se ressaltar que, a despeito da analogia
entre as duas situagdes descritas, enquanto a propaga¢ao de uma onda eletromagnética
¢ governada pela conhecida equagao de onda, que decorre das equagoes de Maxwell,
a fungdo de onda v (x, t) devera obedecer a outra equag¢io de onda, distinta daquela,
que serd a responsavel por governar o comportamento ondulatdrio da matéria. Esta é a
equagdo de Schrédinger, que serd apresentada um pouco mais adiante.

1.3.5 0 PRINCIPIO DA INCERTEZA

Nas Figuras 1.7a e 1.7b, vimos o exemplo de uma onda que se propaga ao longo do
eixo x com intensidade uniforme em todo o espago, desde x = —oo até x = +oo, constante
e independente do tempo de t = —co até t = +oo. Essa onda é expressa por uma func¢ao
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senoidal com comprimento de onda e frequéncia bem definidos. Consideremos agora
uma onda na forma de um pulso. Um pulso seria produzido caso a fonte (um laser, por
exemplo) fosse ligada e desligada pouco tempo depois. A Figura 1.7c mostra um pul-
so no instante em que passa por x = 0. Nesse caso, a onda é localizada em uma regido
determinada do espago, com uma largura finita, ou, de forma equivalente, é limitada
a certo intervalo de tempo. Consequentemente, a intensidade da onda apresenta uma
distribuicdo que apresenta um maximo em x = 0, que decresce em seu entorno, com uma
largura que ¢ dada pela extensao ou duragao do pulso (Figura 1.7d). Embora seja possivel
fazer estimativas de valores para o comprimento de onda e a frequéncia do pulso, esses
valores ndo estao bem definidos, pois essa onda ndo pode ser bem representada como
uma fungio senoidal, como fizemos no caso anterior.

Entretanto, um pulso pode ser expresso como uma soma de ondas senoidais de
diferentes comprimentos de onda e frequéncias. Ondas com comprimentos de onda
proximos ao estimado inicialmente vao se somar construtivamente em torno do pico
do pulso, enquanto ondas com comprimentos de onda muito diferentes desse valor nao
contribuirdo paraa soma, pois se anularao mutuamente. Dessa forma, é possivel mostrar
que um pulso, como aquele ilustrado na Figura 1.7¢, pode ser escrito como uma soma
de funcdes senoidais, cujos comprimentos de onda (ou numeros de onda) e frequéncias
(ou frequéncias angulares) formam uma distribui¢ao continua de valores com uma certa
largura em torno de um valor maximo.’

Quando a extensao (ou duragdo) do pulso é extremamente grande, tendendo a infinito,
se aproxima do caso da onda senoidal apresentada anteriormente, constituida por um
unico nimero de onda e uma tnica frequéncia angular, bem definidos. Logo, conclui-se
que a extensdo (ou duragdo) do pulso deve variar inversamente a largura da distribui¢ao
de valores de nimeros de onda (ou de frequéncias angulares) que constituem a onda.

Uma analise mais aprofundada dessa questao mostra que, quanto mais localizada no
espago, ou seja, quanto menor a largura do pulso Ax, maior o intervalo de nimeros de
onda Ak que formam o pulso. Por outro lado, quanto maior for a largura do pulso, ou
seja, quanto maior Ax mais estreita é a distribui¢ao de nimeros de onda, ou seja, menor
sera Ak. No limite, um pulso de largura nula ou um pulso instantaneo seria constituido
por uma distribui¢cdo de nimeros de onda infinitamente larga. De maneira inversa, um
pulso de duragio infinita, que nada mais é que a onda senoidal, ¢ constituido por uma
distribui¢do de nimeros de onda de largura nula, isto é, por um tnico nimero de onda
k, conforme ja dito. Assim, conclui-se que Ax varia inversamente a Ak, ou seja, o produto
Ax Ak deve ser igual a um valor constante.

5 Uma descrigdo quantitativa aprofundada desse aspecto pode ser feita utilizando-se a analise de Fou-
rier. Uma anilise qualitativa mais detalhada pode ser encontrada em Eisberg, 1979.
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Pode-se desenvolver raciocinio analogo para a duragio do pulso At e a faixa de fre-
quéncias angulares Aw. Assim, quanto menor a duragdo do pulso At, maior o intervalo
de frequéncias angulares Aw que o pulso deve conter. Por outro lado, quanto maior for
a duracdo do pulso At, mais estreita a faixa de frequéncias Aw. No limite, um pulso ins-
tantaneo seria constituido por uma distribuicao de frequéncias infinitamente larga. De
maneira inversa, um pulso de duragdo infinita, que ¢ uma onda senoidal, é constituido
por uma distribui¢do de frequéncias de largura nula, ou seja, por uma tinica frequéncia
angular w. Portanto, conclui-se que At varia inversamente a Aw, ou seja, o produto Aw
At também deve ser igual a uma constante.

Essa discussao ilustra uma propriedade geral dos fendmenos ondulatérios: se co-
nhecemos a localiza¢ao de uma onda, ndo podemos saber seu numero de onda ou
comprimento de onda com precisao. Por outro lado, se conhecemos o niimero de onda
com exatidao, a onda se estende no espago, e nao podemos saber sua localizagdo. Uma
conclusao analoga também vale com relagdo a frequéncia (ou frequéncia angular) e
ao intervalo de tempo em que a onda se propaga. Uma andlise matematica rigorosa
dessa questao é capaz de mostrar que: Ax Ak > 1/4me At Aw > 1/ 4mn.® Essas relagoes,
verificadas para os sistemas classicos, sdo inerentes a qualquer fendmeno ondulatério.

Em 1927, W. Heisenberg formulou o chamado principio da incerteza da mecanica
quantica, que estabelece que ndo é possivel conhecer simultaneamente os valores exatos
da posi¢do e do momento linear de uma particula ou de um sistema de particulas. Assim,
se Ax é a incerteza na determinagao da posi¢ao e Ap ¢ a incerteza no momento, entao:

AxAp>1/2 (1.9)

De maneira equivalente, o principio da incerteza também estabelece uma segunda
relagéo:

AEAt>21/2 (1.10)

Em que AE é a incerteza na determinagdo da energia e a incerteza no tempo At é o
intervalo de tempo caracteristico do sistema considerado.

O principio da incerteza estende para a (onda de) matéria a limitagdo fundamental
observada nos sistemas ondulatérios ja discutida. E importante deixar claro, entretanto,
que o principio da incerteza ndo tem relagdo alguma com limitagdes experimentais,
instrumentais ou quaisquer outras de ordem pratica que possam existir (e que sempre
existem). Da mesma forma, o principio da incerteza também nao se constitui na expressao

6 Os produtos podem ser maiores que 1/ 4 i, uma vez que nio ha limite superior para as imprecisoes.
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de uma possivel perturbagdo do sistema fisico causada pelo processo de medida. Antes
disso, o principio da incerteza é uma propriedade inerente a qualquer sistema quantico,
independentemente de qualquer medi¢éo, uma limitacdo fundamental da natureza, que
ndo pode ser ultrapassada e esta diretamente relacionada a natureza ondulatéria da ma-
téria. O principio da incerteza, um dos fundamentos basicos sobre os quais se estabelece
amecanica quantica, impde um limite minimo fundamental para o nosso conhecimento
sobre os sistemas fisicos, em nitido contraste com a fisica classica, segundo a qual as
grandezas poderiam, em principio, ser conhecidas com precisao ilimitada.

1.3.6 A EQUAGCAO DE SCHRODINGER

A equagdo que governa o comportamento ondulatério da matéria foi proposta ori-
ginalmente por E. Schrédinger, em 1925:

2
g vy —in Y (1.11)
2m ot

Em que ¥ =¥ (¥,t) éachamada func¢io de onda da particula, que é uma funcdo da
posi¢io 7 =(x, y,z) e do tempo £; m é a massa da particula; e V = V(7,t) é o potencial
que atua sobre a particula, que, no caso mais geral, pode depender da posi¢do e do tempo.
Ao longo deste texto, consideraremos exclusivamente as situagdes mais simples, nas
quais o potencial depende apenas da posicao, mas ¢ independente do tempo, ou seja,
V =V (7). Nesse caso, pode-se utilizar o método da separacdo de variveis para des-
membrar as partes espacial e temporal da funcao de onda, escrevendo:

Y (7.t) =y (F)exp(—iwt) (1.12)

Ou seja, supde-se que ¥ pode ser expressa como o produto de duas fungdes inde-
pendentes, uma fun¢io y, que depende somente da posigdo 7, e outra fun¢do apenas
do tempo ¢, que oscila harmonicamente com frequéncia angular w.

Substituindo-se a fun¢ao de onda 1.12 na Equacéo 1.11 e utilizando-se a relagdo de
Planck (Equagdo 1.1), obtém-se a equagao de Schrodinger independente do tempo:

hZ
——Vy +Vy = Ey (1.13)
2m
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Assim, nas situagdes em que o potencial é independente do tempo, nosso problema
resumir-se-4 em encontrar a parte espacial da fungio de onda ¥ =y (7), uma vez que
sua dependéncia temporal ja estd explicitada na Equagdo 1.12, que depende da energia
da particula por meio da relagdo de Planck (Equagao 1.8).

A interpretagdo fisica da fungao de onda, no entanto, ndo é ébvia e foi objeto de in-
tenso debate entre os cientistas na época em que a equagao de Schroedinger foi proposta.
Conforme ja esbogado na Se¢do 1.3.4, o valor médio quadratico da fun¢do de onda esta
relacionado a probabilidade de se encontrar a particula em determinado ponto de espago.

NOTA 1.1: DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Uma fungio de densidade de probabilidade f (x) é definida tal que:

f(x)= ) (1.14)

emque p (x) éa probabilidade do valor da varidvel se situar entre x e x+dx . De outra
forma:

p(x)= [ (x)dx (1.15)

X

A fungao definida pela Equagao 1.14 ndo pode ser considerada como uma densidade
de probabilidade, a menos que satisfaga a condi¢do de normalizagio, ou seja, a condi-
¢do de que a probabilidade de uma variavel assumir um valor qualquer deva ser igual
a unidade, ou seja:

[ f(x)dx=1 (1.16)

De posse da fungido de densidade de probabilidade, pode-se determinar o valor médio
da variavel x seguinte forma:

Fodo= (1.17)
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A mecénica quantica postula que o mddulo ao quadrado da fungdo de onda é pro-
porcional a fun¢ao densidade de probabilidade associada a particula. O mddulo ao
quadrado da fungdo de onda é dado por:

vl =y (1.18)

emque ¥~ éocomplexo conjugado de ¥ . Dessa maneira, para se obter a probabilidade
de encontrar a particula em uma certa regiao do espago, basta integrar a fungao densi-
dade de probabilidade no interior do volume correspondente. A condi¢do de normali-
zagdo da func¢io de onda é obtida integrando seu modulo ao quadrado em todo espago
e igualando a unidade:

I de=1 (1.19)

A seguir, resolveremos a equagao de Schrodinger independente do tempo (Equagao
1.13) para obtermos a parte espacial da fun¢do de onda v (¥) em alguns casos simples,
a comecar com o caso da particula livre.

1.3.6.1 A particula livre
Uma particula livre estd isenta de qualquer interagio, e, dessa maneira, a equagao de

Schrodinger que descreve esse caso pode ser facilmente obtida fazendo-se V =0 na
Equagdo 1.13. Ou seja, em uma dimensao:

n dy
- =FE 1.20
2m dx? v ( )
ou
d? 2mE
y __zm W (1.21)
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Essa equagao admite como solugdes fungdes oscilantes, como seno, cosseno ou a
exponencial complexa. Interessa-nos obter simplesmente uma das solugdes possiveis.
Nesse caso, escolhemos soluc¢des do tipo:”

l//(x)erXp(ikx) ou l//(x)erxp(—ikx) (1.22)

Essas expressoes, acrescidas da parte temporal da fun¢do de onda (Equagdo 1.12),
representam ondas que se propagam ao longo do eixo x, sendo a exponencial positiva no
sentido de x positivo, enquanto a exponencial negativa representa a onda que se propaga
no sentido de x negativo. Essas fun¢des de onda correspondem a situagdes idealizadas de
um feixe particulas livres, ou seja, que ndo interagem, em movimento ao longo do eixo x,
de maneira tal que sua coordenada é completamente desconhecida, pois a amplitude da
fun¢ao de onda é constante e independente de x. Assim, a probabilidade de encontrar a
particula em qualquer ponto do espago é a mesma, e, logo, a incerteza em sua posigao é
infinita. Consequentemente, de acordo com o principio da incerteza, nessa situacao, o
valor do momento p da particula pode ser determinado com total precisao ou incerteza
nula, o que pode ser facilmente verificado, ja que p = hik e as fung¢des de onda (Equagao
1.22) possuem um valor do numero de onda k bem determinado.

Substituindo-se a Equag¢ao 1.22 na Equagdo 1.20, obtém-se a relagdo entre energia
da particula e o nimero de onda, que é a condigdo para que a fun¢ao de onda proposta
seja solugdo da equagdo de Schrodinger:

hZ
E=—FK? (1.23)
2m

Essa éarelagdo de dispersdo da particula livre, que se caracteriza pelo fato de a energia
da particula ser uma fun¢do quadratica do numero de onda k. Tendo em vista a pro-
porcionalidade entre o nimero de onda e o momento linear p da particula (Equac¢ao
1.7), verifica-se que a relagdo dada é analoga a equagao classica para a energia cinética,
uma vez que, para a particula livre, o potencial é nulo.

7  Estas solugdes, entretanto, ndo podem ser normalizadas. Para o leitor interessado nesta questdo, ver:
Griffiths, 2011. O problema da particula livre suscita outras questdes fisicas interessantes que também
sdo discutidas na mesma referéncia.
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1.3.6.2 O pogo de potencial infinito

O pogo de potencial infinito unidimensional é um dos casos mais simples da mecanica
quéntica. Consideremos o pogo situado, por exemplo, entre x =0 e x =L . No seu in-
terior, o potencial é constante; logo, pode ser convenientemente tomado como nulo.
Fora do pogo, o potencial é infinitamente repulsivo e, portanto, ¢ uma regiao onde a
particula ndo pode estar presente. A Figura 1.8 ilustra esta situagao.

No interior do pogo (0 < x < L), aequagao de Schrodinger é analoga ao caso anterior
(Equagao 1.20). Assim, de forma similar, a fun¢do de onda pode ser escrita como uma
exponencial complexa ou como fungdes seno ou cosseno (ou uma combinacéo linear
dessas fungoes). Aqui, consideramos mais conveniente escolher como solugdo a seguinte
combinacio linear:

I/J(x)zAsen(kx)+Bcos(kx) (1.24)

Fora do pogo ( x<0 e x> L), o potencial ¢ infinito, e, nessas regides, y (x) = 0
(solugdo trivial) é a Unica solugdo possivel para a equagao de Schrodinger. Portanto,
conforme comentado, a probabilidade de se encontrar a particula é nula. Assim, apli-
cando-se as condigdes de contorno a fun¢io de onda, resulta que y (x) deve se anular
em x=0ex=L.

I
I
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|
I
I
I
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1
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L

Figura 1.8 — Representagdo do pogo de potencial infinito unidimensional.

A primeira dessas condi¢des resulta em B =0, e, portanto, a fun¢ao de onda no interior
do pogo (Equagao 1.24) fica reduzida apenas a fun¢ao seno (para mais detalhes da so-
lugdo desse problema, veja Exercicio 24). A aplicagdo da segunda condi¢do de contorno
obriga o nimero de onda k a admitir, necessariamente, apenas aqueles valores que
anulam a fung¢do seno em x =L , ou seja:
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k:%n (n1=1,2,3,...0) (1.25)

Essa relacdo expressa a quantizagio do nimero de onda k , ou, de forma equivalente,
do momento linear p. Tendo em vista que dentro do pogo de potencial vale a mesma
relagao de dispersao obtida para a particula livre, podemos substituir a Equagao 1.25 na
Equagao 1.23, obtendo como resultado estados quantizados de energia:

T2h?

" omD

n? n=1,2,3,...0) (1.26)

em que 7 é o numero quantico que designa os estados de energia. Dessa forma, no
interior do pogo de potencial, a particula s6 pode ocupar estados com valores discretos
de energia, dados pela Equagao 1.26, designados por um niimero quéntico, em que a
diferenga de energia entre niveis adjacentes aumenta a medida que aumenta a energia.
No interior do po¢o, cada fung¢do de onda correspondente ao nimero quéntico # possui
(n —1) zeros ou nds, que correspondem as posicdes em que a probabilidade de se en-
contrar a particulaseanula, e 7 extremos (maximos ou minimos), em que a probabilidade
de a particula estar localizada é maxima.

E interessante observar que o estado de energia E = 0 ndo é permitido, pois esse
estado corresponderia a n = 0, e, logo, implicaria a solugao trivial, ou seja, em y = 0.
Assim, amenor energia (cinética) possivel para uma particula no interior do pogo é um
valor finito maior que zero (o que equivale a dizer que o momento linear e a velocidade
nao podem ser nulos). Esse fendmeno, denominado energia de ponto zero, ¢ uma con-
sequéncia direta do fato de a particula estar confinada a uma regido finita do espago.
Observe que essa mesma conclusdo pode ser obtida a partir da aplicagao do principio
da incerteza (veja Exercicio 27).

Os fenomenos descritos (quantizagdo da energia, energia de ponto zero) resultam
do chamado confinamento quantico e somente se manifestam de forma clara quando
alargura do pogo L ¢ suficientemente pequena. A medida que L aumenta, a separagio
entre os niveis de energia decresce, e a energia do estado fundamental diminui, de forma
que para um valor de L muito grande, os valores de energia se distribuem continuamente
a partir de E = 0, conforme previsto pela mecanica classica.

Exemplo 1.3: calcular as energias (em eV) do estado fundamental e dos primei-
ros estados excitados de um elétron (m =m_ =9,11 x 10°*' kg) situado no interior
de um pogo unidimensional de largura L = 1,0 nm.
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nn? (1,05x10)" x72
= n2: 2
2ml> 2x9,11x10* x(1,0x10~° ) x1,60x10%

n? =0,373n*(eV)

n

Resultandoem E, = 0,37 eV; E,= 1,49eV; E,; = 3,36 eV; E, = 5,97 eV; E, = 9,33 eV.

A Figura 1.9 mostra uma representa¢ao dos niveis de energia, fun¢des de onda e as
fungoes densidade de probabilidade para os cinco estados de energia mais baixa deste
pogo de potencial.
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Figura 1.9 — Estado fundamental (# = 1) e os quatro primeiros estados excitados ( n= 2, 3,4 e 5)de um
elétron situado no interior de um poco de potencial infinito unidimensional de largura L = 1,0 nm.
Além dos niveis de energia, também estdo representados os graficos (a) das fungdes de onda v (x) e (b)
das fungdes densidade de probabilidade |y (x)|>. Os graficos de todas as fungBes estdo deslocados ver-
ticalmente de um valor igual a energia do estado correspondente.

NA PONTA DA CIENCIA E DA TECNOLOGIA
Currais de elétrons e outros bichos quanticos

Uma demonstragao sensacional dos efeitos do comportamento ondulatdrio das par-
ticulas no mundo microscopico foi realizada em 1993 no centro de pesquisas da IBM de
Almaden, Califérnia. Atomos de ferro foram dispostos em circulo sobre uma superficie
de cobre, formando o que se chamou de “curral quintico” de elétrons. Em decorréncia do
confinamento quantico proporcionado pelos atomos de ferro, os elétrons da superficie
do cobre formaram ondas estaciondrias no interior do circulo, de maneira semelhante
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ao resultado obtido no problema do pogo de potencial. A imagem apresentada na Figu-
ra 1.10 mostra o “curral quantico” formado pelos atomos de ferro. As ondulagdes que
podem ser observadas no interior do circulo, apresentando maximos e minimos, sdo a
visualizagao da densidade de carga associada as fungdes de onda eletronicas (andlogas
as apresentadas na Figura 1.9b, para o pogo infinito unidimensional) e confirmam a
existéncia de estados quanticos no interior do curral.®

Figura 1.10 — Imagem de uma superficie de cobre contendo 48 atomos de ferro dispostos em circulo,
formando o que se chama de “curral quantico” de elétrons. As ondulagdes que se observam no interior
do circulo de atomos de ferro, apresentando maximos e minimos, sdo uma confirmacgdo da existéncia
de estados eletronicos quantizados no interior do “curral”. Esta estrutura e a posterior captura das ima-
gens foram obtidas pela técnica de microscopia de tunelamento e varredura — STM.

Fonte: Crommie, 1993.

O experimento mostrado na Figura 1.10 foi elaborado movendo-se os atomos de ferro,
um a um, sobre a superficie do cobre e dispondo-os cuidadosamente na forma de um
circulo. Durante todo o processo, a amostra ¢ mantida a temperatura de 4 K para evitar
que os atomos de ferro se desloquem sobre a superficie do cobre por difusdo térmica, o
que poderia desfazer o arranjo. Esse processo e a posterior obten¢do da imagem foram
realizados pela técnica de microscopia de tunelamento e varredura (STM), descrita
mais adiante.

8 Neste caso, as fungdes de onda dos elétrons podem ser obtidas resolvendo a equagdo de Schrodinger
em duas dimensoes em coordenadas polares para um pogo de potencial de formato circular. Esse
problema, entretanto, ndo serd tratado aqui.



Introdugdo: elementos de fisica qudntica e fisica estatistica 61
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Figura 1.11 - (a) amostras de seleneto de cadmio (CdSe) em pd com diferentes granulometrias. A amos-
tra com maior tamanho de particula reflete luz com menor energia (vermelho) em relagdo a amostra de
menor tamanho de particula que reflete fétons de energia mais alta (amarelo) e (b) luminescéncia de
nanoparticulas de CdS/CdSe em suspensdo liquida com didmetros entre 1,7 nm (azul) e 6,0 nm (verme-
Iho).

Fonte: Reed, 1993; Gaponik, 2010.

Dois exemplos dos efeitos de confinamento quéntico sobre as propriedades dpticas
dos sdlidos podem ser observados na Figura 1.11. A Figura 1.11a mostra duas amostras
de seleneto de cadmio (CdSe) em pd, com tamanhos de particulas (ou granulometrias)
diferentes, ambas de dimensdes nanométricas, apresentando coloragdes distintas. O
CdSe é um material semicondutor, e suas particulas nanométricas agem como pogos
de potencial que aprisionam elétrons. Assim, as energias dos estados eletronicos no
interior das particulas variam de forma inversamente proporcional as suas dimensoes
(veja Se¢do 1.3.6.3 adiante). A amostra que aparece a esquerda na Figura 1.11a possui
maior granulometria, o que equivale a dizer que os elétrons estdo aprisionados em po-
¢os mais largos e, portanto, apresenta menor espagamento energético entre os estados
eletronicos. Consequentemente, o limiar de energia para absor¢ao de luz é menor nesse
caso. A cor vermelha é resultado da reflexao da parcela de menor energia do espectro
de luz visivel que nao foi absorvida. No lado direito da Figura 1.11a, a amostra de CdSe
apresenta menor granulometria, menor largura do pogo, maior espagamento entre os
niveis de energia e, logo, um limiar de energia maior para absorgao de luz, refletindo,
portanto, fétons de energia mais alta.

A Figura 1.11b mostra suspensdes liquidas contendo nanoparticulas de CdS/CdSe
de diferentes diametros, desde 1,7 nm até 6,0 nm, excitadas por luz ultravioleta emi-
tindo luz de diferentes comprimentos de onda, que abrangem toda a faixa do espectro
visivel. O comprimento de onda da luz emitida (ou a energia do foton emitido) pode ser
controlado por meio do ajuste do tamanho das nanoparticulas durante o processo de
sintese. Esse tipo de nanoparticula encontra aplicagdo em células fotovoltaicas e diodos
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emissores de luz (light-emitting diodes, leds).” Atualmente, os leds contendo nanocristais
de CdSe, os chamados pontos quanticos, constituem-se em uma das mais modernas e
avangadas tecnologias para produ¢ao de displays, monitores e televisores. O Prémio
Nobel de Quimica de 2023 foi conferido a M. G. Bawendi, L. E. Brus e A. Yekimov pela
descoberta e desenvolvimento dos pontos quanticos.

Para mais detalhes sobre efeitos de confinamento quantico sobre as propriedades
Opticas de materiais, veja o Capitulo 10.

1.3.6.3 O pogo infinito tridimensional

O pogo infinito em trés dimensdes em coordenadas cartesianas tem as caracteristicas
de uma caixa, com potencial nulo em seu interior e infinitamente repulsivo do lado de
fora (Figura 1.12). Nesse caso, a equagdo de Schrodinger no interior do pogo é uma
equacao diferencial em trés variaveis X,y e z, que assume a seguinte forma:

_ﬁ[82+62 o

Ox* 0Oy* 0z? ]l// v (1.27)

2m

X

Figura 1.12 — Representagao do pogo de potencial infinito tridimensional. O potencial é nulo no interior
da caixa e infinito fora dela.

A solugdo dessa equagdo, que aqui sera apresentada apenas em linhas gerais, pode
ser obtida pelo método de separagdo de variaveis. Esse método consiste em supor que a

9  Veja, por exemplo, Nanoparticle sensitized nanostructured solar cells, Patent US 20080110494.
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funcdo de onda de trés variaveis y = y (x, y, z) pode ser escrita como o produto de trés
fun¢oes de uma variavel apenas:

I/J(x,y,z)zF(x)G(y)H(z) (1.28)

Substituindo-se a Equagdo 1.28 na Equagdo 1.27, pode-se desmembrar a equagao
diferencial de trés variaveis em trés equagdes de somente uma variavel, cada uma delas
analoga ao caso do pogo infinito unidimensional (Equagao 1.21):

62F(x) 2 azG(y) ) azH(z ,
= RE(x) 5 5 =-kG(y) s —,—==-kH(z) (1.29)

~—

De forma que a energia da particula pode ser expressa:

2

E:ﬁ(k§+k2+k2)=ﬁ‘lz
2m 7 2m

(1.30)

Procedendo de forma analoga ao caso anterior, utilizando solugdes na forma de
combinac¢des lineares de seno e cosseno para cada uma das equagdes 1.29, e impondo as
condigoes de contorno de que as fungdes devem se anular nas paredes do pogo, obtemos
as energias dos estados permitidos:

m2h?
— 2 2 2
E—2 - (”x+”y+”z) (1.31)

onde, por simplicidade, fez-se L, = L, = L, = L. Desta forma, cada estado de energia ¢
designado por trés nimeros quanticos independentes, cada um deles relacionado a uma
das trés coordenadas do espago cartesiano.

Alternativamente, pode-se adotar solu¢des na forma de fungdes exponenciais com-
plexas, de maneira que a fung¢do de onda total ficaria:

74 (x,y,z) =A exp(—ikxx)exp(—ikyy)exp(—kzz) =Aexp [—i(kxx +k y+ kzzﬂ
ou

w(x,y,z)erxp(—ilz.?) (1.32)
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Neste caso, deve-se impor condi¢des de contorno periddicas. Assim, obtém-se uma
expressao para a energia distinta da Equagédo 1.31:

_2mh?
mI?

E (m2+m2+n2) (1.33)

Outros exemplos de solu¢ao da equagao de Schrodinger em situagdes simples podem
ser encontrados nos diversos livros de fisica quantica. Aqui, abordaremos de forma
muito breve apenas mais dois exemplos que consideramos interessantes. O primeiro é
o do pogo de potencial finito.

1.3.6.4 O pogo finito

O pogo de potencial unidimensional finito ¢ um caso semelhante ao pogo infinito
tratado na Sec¢do 1.3.6.2, exceto pelo fato de que, nesse caso, o pogo tem profundidade
V,. A Figura 1.13 ilustra um pogo de potencial finito, onde o potencial vale -V, no seu
interior e é nulo fora dele. Sdo duas as situagdes possiveis de interesse: quando a energia
da particula E > 0 e quando E < 0. Consideraremos aqui apenas o segundo caso, que
corresponde a analisar os possiveis estados ligados da particula no interior do pogo de
potencial.

Matematicamente, a solugdo desse problema néo ¢ tao simples como no caso do
pogo infinito. Portanto, vamos analisa-la apenas de forma qualitativa. Considerando
a equacdo de Schrodinger em uma dimensao, temos para a regiao no interior do pogo:

” dy
2m dx?

=—(E+V, )y (0<x<L) (1.34)

Em que (E + VO) >0, pois, por suposi¢ao, |E| <V, . Assim, a Equagao 1.34 ¢ similar
a 1.21 e, portanto, de forma analoga ao caso do pogo infinito, as solu¢des no interior do
pogo sdo fungdes oscilantes.

Fora do pogo, ou seja, para x < 0 ou x > L, encontramos uma situa¢ao nova, pois o
potencial é nulo, mas a energia da particula é negativa. Assim, a equa¢ao de Schrodinger
fica:

=1
2m dx?

(x<oex>L) (1.35)
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Figura 1.13 — Pogo de potencial finito unidimensional de profundidade V| e largura L, mostrando as
fungbes de onda de trés estados permitidos. Note que ha penetracdo da fungao de onda no interior das
paredes do pogo.

As solugoes da Equagdo 1.35 sdo exponenciais crescentes ou decrescentes. Aplican-
do-se as condi¢oes de contorno de continuidade da fung¢do de onda e de sua derivada e
considerando-se que, muito longe do po¢o, a fun¢ao de onda deve tender a zero, tém-se
solugdes como as ilustradas na Figura 1.13 para os estados de energiade n =1 até n = 3.

Note que a fun¢ao de onda penetra no interior das paredes do pogo, ainda que a
energia da particula seja menor que o valor do potencial nessas regides. Este é um fe-
ndémeno puramente quéntico, que seria proibido para a particula do ponto de vista da
fisica classica. O pogo finito apresenta um niimero limitado de estados permitidos de
energia, que depende de sua largura e profundidade. No caso ilustrado na Figura 1.13,
de um elétron confinado em um pogo com L = 1,0 nm e V= 10,0 eV, existem apenas
trés estados de energia permitidos.

NA PONTA DA Cll:ZNCIA E DA TECNOLOGIA
Colorindo cristais

Solidos formados por ligagdes quimicas de forte carater ionico sdo, em geral, isolantes
e transparentes a luz visivel (veja Capitulo 8). Este ¢ o caso, por exemplo, dos halogene-
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tos alcalinos (como, LiF, NaCl, KBr etc.), dos halogenetos de metais alcalinos terrosos
(MgF,, CaF,, MgCl, etc.) e de diversos 6xidos (MgO, CaO, ZnO, Al,O, etc.). No entanto,
a presenca de defeitos ou imperfei¢oes na estrutura cristalina desses sélidos resulta na
absorgdo de luz em certos comprimentos de onda, e, por esse motivo, esses defeitos sdo,
de maneira geral, denominados de centros de cor. Os centros de cor podem ser simples
defeitos cristalograficos, como também podem estar associados a presenca de atomos
de impurezas no interior do sélido.

O tipo mais simples e bem conhecido de centro de cor é o chamado centro F, que
se forma quando a uma vacéncia (ou lacuna) anionica da rede cristalina aprisiona um
elétron. No interior do pogo de potencial finito tridimensional formado pelos ions vi-
zinhos da rede, o elétron pode ocupar estados discretos de energia, de forma analoga ao
apresentado na Figura 1.13. Assim, quando luz incide sobre o cristal, o elétron podera
sofrer uma transi¢do entre o estado fundamental e um estado excitado, absorvendo um
foton com energia igual a diferencga entre esses dois estados e resultando em um pico
de absorgao dptica centrado em um comprimento de onda bem determinado (veja
Exercicio 33). Por esse motivo, os cristais iOnicos, que normalmente sao transparentes
em toda a faixa do espectro de luz visivel, quando possuem centros F em sua estrutura
passam a apresentar uma certa coloragdo. A denominagao desses defeitos (ou centros)
pelaletra F tem origem na palavra farbe, que, em alemao, significa “cor”. A Figura 1.14a
mostra as diferentes coloragdes adquiridas por cristais dos halogenetos alcalinos NaCl,
KCl e KBr contendo centros F.
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Figura 1.14 - a) cristais de NaCl, KCl e KBr contendo centros F (imagem reproduzida de University of
Wisconsin Materials Research Science and Engineering Center, Interdisciplinary Education Group); e b)
energia do pico de absorgdo dptica de centros F em fungdo do parametro de rede em escala log-log para
diversos halogenetos alcalinos, alguns 6xidos e sulfetos com estrutura cubica do NaCl. A linha tracejada
corresponde a uma lei de poténcia de expoente aproximadamente igual a —1,80.

Fonte: Popov, 2010.
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A equagdo que relaciona a energia do pico de absorgao dptica dos centros F com o
inverso do parametro de rede do cristal de halogeneto alcalino é a chamada relagao de
Mollwo-Ivey:

C

E= a—m (1.36)

Em que a é o parametro de rede do cristal; m é um expoente proximo, mas nio exa-
tamente igual a 2,0; e C é uma constante. A Figura 1.14b mostra um gréfico log-log da
energia do pico de absorgao dptica de centros F em diversos halogenetos alcalinos, alguns
oxidos e sulfetos com a estrutura cristalina cubica do NaCl em fung¢do do parametro de
rede do cristal correspondente. Nota-se que essa energia varia inversamente ao para-
metro de rede, ou seja, inversamente as dimensoes do pogo de potencial que aprisiona
o elétron, em acordo qualitativo com a solu¢do da equagdo de Schrédinger para o pogo
de potencial (veja Equagao 1.31, por exemplo). Mais recentemente, observou-se que essa
mesma relagdo também ¢ valida para 6xidos do tipo ABO, (Popov, 2010).

A incidéncia de radiagdo de alta energia (raios-X, por exemplo) é uma das formas
mais simples e praticas de se produzirem vacancias na rede cristalina em cristais idnicos
e, consequentemente, centros de cor. Assim, cristais de halogenetos alcalinos podem
ser utilizados como dosimetros, que sdo dispositivos utilizados para medir a dose de
radiagao. Nos halogenetos alcalinos a intensidade de absor¢do de luz em certos compri-
mentos de onda pode ser monitorada como uma medida da dose de radiagao recebida.
Um dos cristais utilizados com essa finalidade ¢ o fluoreto de litio (LiF), gracas a sua
grande durabilidade e a estabilidade dos centros de cor.’” Outras aplica¢des interessan-
tes dos centros de cor sao a formagao e o armazenamento de imagens radiogréficas e a
producédo de gemas artificiais.

1.3.6.5 A barreira de potencial e o efeito tunel

Vamos apresentar agora, de forma muito breve, o caso de uma barreira de potencial
delargura L ealtura V, ilustrada na Figura 1.15, considerando apenas o caso em que
aenergia E da particula é menor que a altura da barreira V. Nesse caso, temos de re-
solver a equac¢ao de Schrodinger em trés regides distintas: nas duas regides a esquerda
e a direita da barreira, V =0, e, portanto, a equagao de Schrodinger é analoga ao caso
da particula livre, com solugdes bem-descritas por fungdes exponenciais complexas
(veja Equagdo 1.22). No interior dabarreira, V =V, > E e, portanto, a situagdo é andloga
a penetragdo da fun¢do de onda nas paredes do pogo finito, ou seja, as solugoes da

10 Veja, por exemplo, Inorganic crystal based composite material high dose dosimeter and method of
using same, Patent US 6249004B1.
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equagao de onda sdo fungdes exponenciais crescentes ou decrescentes. Supondo, como
condigdo inicial, que a particula incide sobre a barreira proveniente de x = —0 , deve-se
considerar também a possibilidade de reflexao da fung¢éo de onda e aplicar as condi¢oes
de contorno nas duas interfaces existentes. Para mais detalhes da solu¢do desse problema,
o leitor interessado deve consultar o livro citado de Eisberg e Resnick.

>
0] L X

Figura 1.15 — Barreira de potencial de largura L e altura V, , mostrando a fun¢do densidade de probabi-

2
lidade |l//(x)| para uma particula que se propaga da esquerda para a direita com energia E <V, . Note

que a particula pode atravessar a barreira, no chamado efeito tunel ou tunelamento.

A Figura 1.15 ilustra o comportamento da fun¢do densidade de probabilidade |l// (x)|2
ap0s a aplicacio das condi¢des de contorno. Essa solugdo mostra que, mesmo sendo a
energia da particula menor que a altura da barreira, existe uma certa probabilidade de
a particula atravessa-la. Esse efeito, chamado de efeito tnel ou tunelamento, nao tem
paralelo na fisica classica e é a base de importantes fendmenos fisicos, como o decaimento
radioativo e a emissao eletronica de campo, e de aplicagdes tecnologicas, como o diodo
tinel e 0 microscdpio de tunelamento (veja nota “Atomos no fim do tinel”). A proba-
bilidade de uma particula atravessar a barreira de potencial ¢ dada pelo chamado coefi-
ciente de transmissdo da barreira, calculado como a razdo entre o médulo ao quadrado
da fungao de onda transmitida e a incidente; é uma fun¢ao que cai exponencialmente
com a largura da barreira L (veja Exercicio 35).

NA PONTA DA CHAZNCIA E DA TECNOLOGIA
Atomos no fim do tanel

Uma aplica¢ao muito interessante do efeito de tunelamento quéntico ¢ a técnica de
microscopia de tunelamento e varredura ou simplesmente STM (do inglés, scanning
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tunneling microscopy). Nessa técnica, uma agulha muito fina ¢ mantida muito proxima
a superficie de uma amostra condutora, a uma distancia da ordem ou menor que 1
nanometro. Caso uma certa tensdo seja aplicada entre a agulha e a amostra, elétrons
poderdo “saltar” de uma para outra, por efeito tinel, fazendo com que haja passagem
de corrente elétrica sem que exista um contato fisico real entre as duas partes. Como a
probabilidade de tunelamento depende exponencialmente da largura da barreira, essa
corrente ¢é fortemente dependente da distancia entre a agulha e a superficie da amostra.
Dessa forma, se a agulha (ou a amostra) for movimentada, a existéncia de relevo na
superficie da amostra leva a alteragdes na distancia entre ambas, resultando em grandes
variagdes na corrente de tunelamento. Assim, esse fendmeno pode ser utilizado para
mapear a superficie, permitindo a formac¢ao de imagens a medida que a agulha varre a
superficie da amostra.

A técnica STM permite a obtengdo de imagens com resolu¢do atdmica. Na pratica,
aresolucdo lateral dessa técnica é da ordem de 0,1 nm, enquanto a resolugao vertical se
situa na faixa de 0,01 nm. Essa técnica também possibilita movimentar atomos sobre
uma superficie, permitindo a construgdo de estruturas, como o “curral quintico” mos-
trado na Figura 1.10 e muitas outras. Microscépios STM sdo, na atualidade, largamente
comercializados e estdo disponiveis em iniimeros laboratérios ao redor do mundo. O
desenvolvimento do microscépio STM rendeu aos fisicos G. Binnig e H. Rohrer o Pré-
mio Nobel de Fisica de 1986, junto com E. Ruska, inventor do microscépio eletronico.
A Figura 1.16 mostra uma imagem da superficie (111) de uma amostra de silicio obtida
por Binnig e Rohrer no inicio da década de 1980, na qual se pode evidenciar claramente
a estrutura atomica da superficie do material.

Figura 1.16 — Micrografia obtida por microscopia de tunelamento e varredura (STM) da superficie (111)
de silicio, onde se pode visualizar claramente a estrutura atémica da superficie deste semicondutor,
evidenciando a alta resolugdo desta técnica.

Fonte: Binnig, 1983.
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Finalmente, na terceira e ltima parte deste Capitulo, apresentaremos alguns conceitos
basicos da fisica estatistica que serdo uteis ao longo deste livro.

1.4 ELEMENTOS DE FiSICA ESTATISTICA

Em muitos problemas da fisica, seja classica ou quantica, estamos interessados em obter
o comportamento das particulas em fun¢do do tempo, como suas trajetdrias. Caso essas
particulas interajam entre si, como em uma colisao, as for¢as associadas a essa interagdo
alterarao as suas trajetorias de forma previsivel. Em um sistema quantico, embora nao se
possa definir uma trajetdria, as fungdes de onda das particulas podem ser obtidas como
funcio da posigao e do tempo. Esses problemas podem ser satisfatoriamente resolvidos de
forma exata ou com o auxilio de métodos analiticos ou numéricos aproximados quando
os sistemas considerados contém um numero pequeno de particulas. No entanto, como
lidar com sistemas contendo um numero de particulas extremamente grande, como no
caso de gases, liquidos ou sélidos?

A fisica estatistica é o ramo da fisica que lida com sistemas nos quais o nimero de
particulas é muito grande. No caso de um gas ideal, por exemplo, existem cerca de 10"
a10?° atomos ou moléculas por centimetro ctibico em temperatura e pressao ambientes.
Em solidos ou liquidos, esse nimero é consideravelmente maior, cerca de 102 a 10* par-
ticulas por centimetro ctibico, dependendo do caso. Quando estudamos sistemas como
esses, entretanto, ndo estamos interessados em conhecer o comportamento individual de
cada uma de suas particulas. Essa informagao, além de impossivel de ser obtida, é irrele-
vante. Via de regra, o que se quer saber sao as propriedades coletivas ou macroscopicas
do sistema de muitas particulas. Conforme veremos adiante, as ferramentas da fisica
estatistica permitem obter essas quantidades por meio de tratamentos estatisticos, sendo
possivel calcular as propriedades do sistema de particulas sem que haja necessidade do
conhecimento detalhado do comportamento de suas particulas individuais.

Vejamos o caso de um gas ideal no equilibrio termodinamico, por exemplo. Para
resolver um problema como esse, a fisica estatistica utiliza fun¢des de distribui¢ao de
probabilidade para calcular os valores médios das quantidades fisicas do sistema (a velo-
cidade das moléculas do gas, por exemplo), permitindo a obten¢ao de suas propriedades
macroscopicas (como a pressdo do gas), sem que para isso seja necessario conhecer o
comportamento microscopico de cada uma de suas particulas (por exemplo, suas tra-
jetorias). Ao introduzir-se o conceito de probabilidade, entretanto, ndo se quer sugerir
que as particulas do sistema se comportam de forma randomica ou aleatéria, uma vez
que estas obedecem a leis fisicas bem definidas. Esse fato reflete simplesmente nosso
desconhecimento ou nossa incapacidade de obter as propriedades individuais de cada
uma das particulas do sistema.
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Consideremos, agora, um sistema de N particulas idénticas entre si, tal que N ¢é
um nimero muito grande (N > 1), e seja E a energia total do sistema. Deseja-se saber
como a energia ¢ distribuida entre as particulas desse sistema. Considerando um estado
de uma particula como designado pelo par de valores de momento e energia (ou, de
forma equivalente, de posicdo e velocidade), basta computar todas as distribui¢oes
possiveis das N particulas pelos seus estados possiveis, para se obter a distribui¢ao da
energia.

Na obtengdo das possiveis distribuigdes das particulas pelos seus estados, duas ques-
toes fundamentais se colocam.

A primeira delas se refere a distinguibilidade das particulas. Deve-se perguntar o que
acontece quando se faz uma permuta de duas particulas idénticas entre seus estados.
Caso essa troca leve a um novo estado do sistema, as particulas sao ditas distinguiveis; do
contrario, sdo indistinguiveis. Nos sistemas classicos as particulas sdo distinguiveis, ou
seja, é sempre possivel identificar as particulas, mesmo que elas interajam entre si, como
numa colisdo, uma vez que suas trajetdrias podem ser seguidas. Nos sistemas quanticos,
por outro lado, a natureza ondulatdria das particulas e a possibilidade de superposi¢ao
de suas fung¢des de onda impedem que as particulas possam ser identificadas e, por isso,
devem ser consideradas como indistinguiveis.

A segunda questdo fundamental que se coloca refere-se ao nimero de estados aces-
siveis do sistema. Supondo que G seja o numero de estados do sistema que podem ser
ocupados por N particulas, cabe a pergunta: quantas particulas podem ocupar um
determinado estado? A resposta a essa questdao depende das caracteristicas do sistema
e da natureza de suas particulas.

Caso o sistema considerado seja tal que o numero de estados acessiveis se apresente
muito maior que o nimero de particulas, isto ¢, G> N, teremos uma grande disponi-
bilidade de estados, e as particulas poderao se distribuir por esses estados de forma in-
dependente umas das outras, pois a chance de as particulas se encontrarem no mesmo
estado e interagirem entre si é muito pequena. Assim, sua natureza nao sera um fator
relevante. Nesse caso, o sistema ¢ dito ndo degenerado, pode ser tratado pela termodina-
mica classica e a fung¢do de distribuicdo utilizada é a fun¢do de Maxwell-Boltzmann.

Caso o numero de estados acessiveis seja da mesma ordem do niimero de particulas,
ouseja, G~ N , o sistema é dito degenerado, ou seja, a chance de as particulas se encon-
trarem no mesmo estado e interagirem entre si é grande. Assim, a ocupagao dos estados
dependera da natureza das particulas. Portanto, o sistema deve ser tratado pela termo-
dinamica quantica, e a fun¢ao de distribuicao a ser utilizada é uma das fungoes de dis-
tribuicdo quanticas. Existem duas possibilidades:

a) quando nao hd restri¢do a ocupagdo de um estado por mais de uma particula.
Esse é o caso de particulas com spin nulo ou inteiro (zero, 1, 2 etc.), como f6-
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tons e atomos de hélio. Essas particulas obedecem a fungao de distribui¢do de
Bose-Einstein e, por este motivo, sdo conhecidas como bdsons;

b) quando as particulas devem obedecer a uma restricao a ocupagdo dos estados
por mais de uma particula (o chamado principio de exclusao de Pauli). Essas
particulas, chamadas férmions, sdo aquelas com valor de spin semi-inteiro
(172, 3/2, 5/2 etc.), como elétrons ou protons. Nesse caso, é utilizada a fungao
de distribuicao de Fermi-Dirac.

As fungdes de distribuigdo de probabilidade, sejam classica ou quanticas, sdo fungoes
de densidade de probabilidade, conforme definimos anteriormente (veja Nota 1.1). A
seguir, analisaremos em detalhe o comportamento de cada uma destas fungoes.

1.4.1 A FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE MAXWELL-BOLTZMANN

Segundo a fungio de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, em um sistema classico
de muitas particulas, em equilibrio térmico a temperatura T, a probabilidade de uma
particula possuir energia entre E e E+dE é dada por:

fMB (E)erXp(—E/kBT) (1.37)

Em que k, éaconstante de Boltzmann e A ¢é uma constante de normalizagao a ser
determinada.

A Figura 1.17a apresenta os graficos da distribui¢ao de Boltzmann versus energia
para diferentes valores da temperatura. Note que essa distribui¢ao se caracteriza simples-
mente por uma exponencial decrescente que cai por um fator 1/e para cada incremento
de k,T na energia.
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Figura 1.17 — Funcdo de distribui¢do de Boltzmann versus energia para diferentes valores de tempera-
tura: 30K, 100K, 300K, 1.000K e 3.000K: (a) curvas ndo normalizadas e (b) curvas normalizadas.
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Aplicando-se a condi¢do de normaliza¢ao (Equagdo 1.16), é simples se obter o valor
da constante de normalizagio A =1/k,T . A Figura 1.17b mostra os graficos da distri-
bui¢ao de Boltzmann normalizada em fungdo da energia para diferentes valores da
temperatura. Nesse grafico, fica claro que, 8 medida que a temperatura diminui, as
particulas tendem a se acumular nos estados de menor energia, de forma que, quando
a temperatura tende ao zero absoluto, as particulas gradualmente tendem a se acumular
no estado de energia nula. Para altas temperaturas, por outro lado, as particulas passam
aocupar estados de energia cada vez maiores, de maneira progressivamente homogénea.
Para obtengdo da constante de normalizagao, veja o Exercicio 1.7.38.

Exemplo 1.4: utilizando a fungdo de distribuigdo de Boltzmann, obtenha como
varia a densidade de um gas ideal em equilibrio a temperatura T com a altura h
na presenca do campo gravitacional.

Neste caso a energia total das moléculas do gas é dada pela soma da energia cinética
com a energia potencial gravitacional:

2
Ezp—+mgh
2m

onde m ¢ a massa das moléculas do gas. Assim, utilizando a Equagao 1.37:
fus = Aexp(—p? 1 2mk, T )exp(—mgh/k,T)

Assim, integrando sobre todos os valores possiveis do momento p:

fus (h) = A’exp(—mgh/k,T)

Onde A’ éuma constante a ser determinada. Dessa forma, pode-se obter a densidade
do gas em funcao da altura:

n(h) = n(O)exp(—mgh/kBT)
Uma expressdo analoga também vale para a pressao do gas.
Exemplo 1.5: obtenha uma estimativa da pressao atmosférica em fungio da al-

titude, supondo o ar composto exclusivamente por moléculas de nitrogénio, em
equilibrio térmico a temperatura T = 15 °C.
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P(h):P(O)exp(—mgh/kBT):P(O)exp( ~28x10-x9,81 hJ

6,02x10% x1,38x107> x288

Fazendo P(O) =P, = 1,013 bar, resulta para h = 3.000 m, por exemplo:

atm

_ -3
P(3000):Pmmexp(—mgh/kBT)zl,OBexp( 28x107x9,81x3000 ]

6,02x10%x1,38x1072>x288
P(3000)=0,718 bar

Para h = 8.850 m (altura do Monte Everest), obteriamos P (8.850) = 0,367 bar. Esses
valores estio um pouco acima (3% e 8%, respectivamente) dos valores tabelados. A
Figura 1.18a mostra uma comparagdo entre os valores obtidos para a pressao atmosfé-
rica em fungdo da altitude a partir da equagao obtida e os valores tabelados da pressao
atmosférica padrao a T = 15 °C. O bom acordo entre esse modelo pouco realista e os
valores tabelados é surpreendente.
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Figura 1.18 — (a) pressdo atmosférica em fungdo da altitude em escala semilog, calculada a partir da
equacdo da distribuigdo estatistica de Maxwell-Boltzmann, Exemplo 1.5 (linha cheia). Os pontos corres-
pondem aos valores da pressdo atmosférica padrdo a T = 15 °C = 288,15 K (Gray, 1972); e (b) grafico
semilog da fungdo de Maxwell-Boltzmann em fungdo do inverso da temperatura.

A dependéncia da fun¢ao de Boltzmann com a temperatura ¢é tipica de um grande
numero de situagdes encontradas na ciéncia dos materiais. Os processos que apresentam
esse tipo de comportamento sdo ditos processos termicamente ativados. A Figura 1.18b



Introdugdo: elementos de fisica qudntica e fisica estatistica 75

mostra que um grafico em escala semilog de f, ,(E) em fungao do inverso da temperatura
apresenta uma dependéncia linear. O coeficiente angular da reta permite determinar
a chamada energia de ativagio do processo, que, no presente caso, é simplesmente a
energia E na Equacdo 1.37. Esse tipo de dependéncia na temperatura é conhecida como
lei de Arrhenius.

De um ponto de vista mais formal (veja Se¢do 1.4.4, adiante), a constante A pode
ser reescrita como e, e a distribui¢do de Boltzmann assume uma forma modificada:

1
Fup (E)Zm (1.38)

el
Em que o potencial quimico u é, em geral, funcdo da temperatura.

1.4.2 A FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE BOSE-EINSTEIN

A distribui¢ao de Bose-Einstein determina que a probabilidade de uma particula
ocupar um estado de energia entre E e E + dE é dada por:

1
fBE (E)Z e(E’:“)/kBT _1 (139)

Como no caso anterior, i deve ser determinado pela condi¢ao de normalizagéo.
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Figura 1.19 — Fungdo de distribuicdo de Bose-Einstein em fungdo da energia para diferentes valores de
temperatura: 100K, 300K, 1.000K e 3.000K. As curvas ndo estdo normalizadas. Para E >> k,T, essa dis-
tribui¢do se aproxima da forma exponencial da distribuicdo de Boltzmann, mas, para E << k,T, excede
os valores dados pela fungao de Boltzmann, tendendo a infinito quando a energia vai a zero.
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Note que, para energias pequenas comparadas com k,T, o nimero de particulas por
estado quéntico da distribuicdo de Bose é maior que o nimero equivalente previsto pela
distribui¢do de Boltzmann. Isso é resultado da presenc¢a do termo -1 no denominador
da distribuicao de Bose, que também faz a probabilidade tender a infinito quando a
energia tende a zero. Em outras palavras, as particulas que obedecem a estatistica de
Bose-Einstein, chamadas bésons, tém maior tendéncia a ocuparem os estados de mais
baixa energia. Para energias grandes em comparagdo com k, T, entretanto, essa distribui-
¢do se aproxima do comportamento exponencial caracteristico da distribuicao classica
de Boltzmann, ja que, nessa condicdo a exponencial na equagdo apresentada supera o
termo -1, que pode ser desprezado. Nessa situagdo, o nimero médio de particulas por
estado quantico é muito menor do que a unidade.

A Figura 1.19 mostra os graficos da distribui¢ao de Bose versus energia para diferentes
valores da temperatura. Escolheu-se ¢ = 0 em todos os casos, de forma que as curvas
nao estdo normalizadas.

NA PONTA DA CIENCIA E DA TECNOLOGIA
Subindo pelas paredes, superfluidos e supersolidos!

O spin nuclear dos atomos de hélio (He?) é nulo e, portanto, quando resfriados a
temperaturas muito baixas, esses dtomos se comportam como boésons, acumulando-se
nos estados de energia mais baixa, conforme previsto pela estatistica de Bose-Einstein
(veja Figura 1.19). Ao ser resfriado e atingir a temperatura de 4,2 K, o hélio gasoso tor-
na-se liquido, o que ndo representa surpresa alguma. No entanto, caso a temperatura
continue sendo baixada, um fendmeno muito interessante ocorre abaixo da temperatura
critica de 2,17 K, o chamado ponto lambda. Uma vez que o hélio liquido ja se encontra
no estado de mais baixa energia, torna-se virtualmente impossivel reduzir mais a energia
dos seus atomos, e, consequentemente, o liquido nao pode perder energia, nem mesmo
por fric¢do. Nessa condi¢ao, o hélio liquido apresenta viscosidade nula, dentre outras
propriedades incomuns, e por esse motivo é denominado de superfluido.

Uma vez que apresenta viscosidade nula, o hélio superfluido é capaz de escoar verti-
calmente para cima, contra a for¢a da gravidade, subindo nas paredes de um recipiente
sob aag¢do apenas da capilaridade. O superfluido pode ainda de escapar de um recipiente
aparentemente hermético, fluindo através de furos microscépicos. Uma demonstragao
interessante da superfluidez, que pode ser facilmente realizada, é o chamado “efeito
chafariz”, no qual o hélio liquido esguicha forte, espontaneamente, através de um tubo
estreito colocado em seu interior.

O hélio superfluido é considerado como uma segunda fase do hélio liquido, em
contrapartida ao hélio liquido normal. Outras de suas propriedades interessantes sao
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uma condutividade térmica que chega a ser cerca de 30 vezes maior que a do cobre, ou
seja, cerca de um milhao de vezes maior que a do hélio normal; e a grande velocidade de
propagacao de ondas em seu interior, dentre outras caracteristicas incomuns. A super-
fluidez foi descoberta por P. Kapitsa, J. F. Allen e D. Misener em 1937. Kapitsa recebeu o
Prémio Nobel de Fisica de 1978 por suas contribuigoes a fisica de baixas temperaturas.

O fendmeno em que os atomos de um gas a temperaturas extremamente baixas con-
densam no estado de mais baixa energia, conhecido por condensagao de Bose-Einstein,
foi previsto teoricamente por volta de 1925 e observado pela primeira vez em 1995 com
atomos de rubidio a uma temperatura de 0,17 x 10° K. A transi¢ao do hélio liquido em
hélio superfluido nao é estritamente uma condensagao de Bose-Einstein, uma vez que
a temperaturas acima da transi¢do o hélio ja se encontra no estado liquido, com seus
atomos interagindo entre si.

Recentemente, cientistas observaram evidéncias experimentais do fenémeno da
superfluidez no estado solido.! Nesse fendmeno, descoberto para o hélio He* a tem-
peraturas de cerca de 0,2 K, uma parte do sélido flui sem resisténcia, enquanto ainda
conserva sua estrutura cristalina, o que significa se comportar ao mesmo tempo como
solido e como superfluido. A explicagdo para esse fendmeno, que ja havia sido previsto
teoricamente desde o final da década de 1960, ainda divide a opinido dos cientistas e é
objeto de intensa pesquisa cientifica. O s6lido que apresenta esse tipo de comportamento
recebeu o nome de supersdlido.

1.4.3 A FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE FERMI-DIRAC

Segundo a distribui¢do de Fermi-Dirac, a probabilidade de uma particula ocupar
um estado de energia entre E e E + dE é dada por:

1
foo ()= Ty (1.40)

Em que, nesse caso, i foi substituido pela chamada energia de Fermi, E,.

Para T =0, a distribui¢ao de Fermi fornece f,, (E) = 1 para todos estados com ener-
gia abaixo de E,, e f,, (E) = 0 para todos os estados com energia acima de E,. Assim,
para T = 0, o estado de mais baixa energia para o conjunto das N particulas é obtido
preenchendo-se todos os estados, a comegar de E = 0, colocando-se um férmion em
cada estado quantico, com energias sucessivamente maiores, até que o ultimo férmion

11 Veja, por exemplo: Kim, 2004; Prokofiev, 2007.
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seja colocado no estado de mais alta energia, ou seja, E = E,. Acima de E,, todos estados
estarao desocupados. Esse comportamento minimiza a energia total do sistema no zero
absoluto, respeitando a restri¢do imposta pela mecanica quantica de que dois férmions
nao podem ocupar o mesmo estado quéntico simultaneamente. Essa restri¢cdo, que nada
mais é que o conhecido principio de exclusdo de Pauli, é a responsavel pelo comporta-
mento distinto dessa func¢ao de distribuigdo em comparagao aos casos anteriores, nos
quais nao hd restrigdo quanto a multipla ocupac¢ao dos estados.

A Figura 1.20 mostra os graficos da func¢ao de distribui¢ao de Fermi em fungédo da
energia com E,= 1,0 eV para diferentes valores de temperatura. Neste caso, para estados
quénticos com E << E,, o termo exponencial na Equagdo 1.40 ¢ essencialmente zero a
baixas temperaturas e f,, (E) = 1. Para estados com E >> E,, o termo exponencial domina
o denominador a baixas temperaturas, e a distribuicdo de Fermi se aproxima de uma
exponencial decrescente, tendendo a zero. A variagdo da fungdo ocorre em torno E, e
torna-se mais e mais gradual a medida que aumenta a temperatura.

1,0 \
08 1| -— 100K
06 1 300K
w
2 04 & 000K
o
02 —+ 3000K
0,0 t %L t
0,0 0,5 10 15 2,0
Energia (eV)

Figura 1.20 - Fungdo de distribuicdo de Fermi versus energia com E, = 1,0 eV para diferentes valores da
temperatura: 100K, 300K, 1.000K e 3.000K. A variagdo da fungdo, que ocorre numa regido de largura da
ordem de algumas vezes o valor de k,T em torno E,, se torna mais gradual a medida que aumenta a
temperatura.

Para temperaturas relativamente baixas, E,se situa aproximadamente a mesma energia
independentemente da temperatura. Isso ocorre porque a energia térmica do sistema é
gasta na promogao de alguns dos férmions dos estados numa faixa estreita ligeiramente
abaixo de E, para os estados com energia um pouco acima dessa energia. As mudangas
de ocupagao dos estados estao restritas a uma regido de largura da ordem de algumas
vezes o valor de k,T em torno de E,, uma vez que k,T é uma medida da energia térmica



Introdugdo: elementos de fisica qudntica e fisica estatistica 79

disponivel por particula do sistema. Para temperaturas baixas, a redu¢do na ocupagao
dos estados abaixo de E, é compensada pelo aumento da populagao acima dessa energia,
de forma que E, praticamente nao se altera, conforme pode ser visto pela simetria das
curvas apresentadas na figura 1.20 em torno de E,.

Para temperaturas mais altas, entretanto, o comportamento da fun¢ao de Fermi-Di-
rac se altera substancialmente, passando a comportar-se de uma forma monotonica-
mente decrescente e, para temperaturas muito altas, aproxima-se de uma exponencial
decrescente, conforme mostra a Figura 1.21. Nessa situacdo a energia de Fermi comeca
a deslocar-se para energias menores, uma vez que o comportamento descrito deixa de
ocorrer. Nessas condigoes, o deslocamento do nivel de Fermi com a temperatura pode
ser dado aproximadamente pela equagdo:

2
T

E(T)=E |1-—| — 1.41

H(T)=E | 1-—| 2 (1.41)

F

Em que T, = E, / k, éachamada temperatura de Fermi.

0,6
04 1 T=80,000k
)
e
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0,2 +
0,0 } } } }
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Energia (eV)

Figura 1.21 — Distribuicdo de Fermi em fungdo da energia para T = 80.000K.

A distribuicdo de Fermi também pode ser escrita na forma modificada, bastando
paraisto fazer u=—E_/k,T:

1

foo(B)= Sy (1.42)
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Exemplo 1.6: a energia de Fermi dos elétrons livres no cobre ¢ de 7,0 eV (veja
Capitulo 4). Utilizando a expressdo para a estatistica de Fermi-Dirac (Equagao
1.40), obtenha a probabilidade de encontrar um elétron com energia igual a 7,1
eV a temperatura ambiente (T = 300 K). Faga o mesmo para a temperatura de
nitrogénio liquido (T =77 K).

-1
1 0,1x1,6x10°1°
————=|exp| —————— |+1| =0,0205
Jio (E)= elEEe )T 4] { p(1,38x10‘23x300J }

Ou seja, a temperatura ambiente, a probabilidade é de cerca de 2%.

-1
1 0,1x1,6x107%
——————=|exp| —————— |+1| =2,89x107
Jio (E)= elF-Ee kT 41 { p(l,38x10‘23x77j }

Ou seja, a temperatura nitrogénio liquido esta probabilidade cai cerca de 5 ordens
de grandeza em relagdo a temperatura ambiente.

Exemplo 1.7: Calcule o deslocamento da energia de Fermi do cobre quando a
temperatura é aumentadade T = 0 K para T = 300 K.

E,(T)=E, [1_%(%j }:AEF(T):EF (0)—E,(T)=E, (@[%(%J ]:17;{(5?02)

F

A energia de Fermino cobrea T'=0K ¢ 7,0 eV; assim, para se obter a variacdo de E,
em elétron-volts:

22x(1,38x102 ) x3002
12x7,0x(1,6x107 )’

AE_ =

F

=7,87x10"eV

1.4.4 COMPARACAO ENTRE AS FUNCOES DE DISTRIBUICAO
ESTATISTICA

A comparagio entre as expressoes das fungdes de distribuicao escritas nas formas
modificadas evidencia interessantes semelhancas e diferencas entre essas trés estatisticas.
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A Tabela 1.1 sumariza as trés fun¢oes de distribuigdo e suas principais caracteristicas,
algumas das quais devem ser ressaltadas.

A baixas energias (E << k,T), quando o nimero médio de particulas por estado
é proximo a 1, a distribui¢ao classica prevé uma probabilidade consideravel de haver
mais de uma particula por estado; portanto, as distribui¢des quanticas diferem da dis-
tribuigdo classica, sendo os valores fornecidos pela fun¢ao de Fermi sempre menores,
e pela distribuigdo de Bose, sempre maiores que os da fun¢ao de Boltzmann. Para altas
energias (E >>k,T), quando o nimero médio de particulas por estado previsto pela dis-
tribui¢do de Boltzmann é muito menor que a unidade, os efeitos da indistinguibilidade
das particulas terdo pouca chance de manifestar-se, porque ha pouca chance de duas
particulas ocuparem o mesmo estado. Assim, as distribuigdes quanticas se confundem
com a distribuigdo classica. No caso da distribui¢ao de Fermi, isso é valido somente para
temperaturas altas, ou seja, da ordem ou maior que T, pois, para temperaturas mais
baixas, a fun¢do de Fermi-Dirac assume um comportamento totalmente distinto das
outras fungoes de distribuicao (veja Figura 1.20).

Tabela 1.1 — Comparagdo entre as principais caracteristicas das trés fun¢des de distribuigdo

Classica Quantica
Fungoes de
distribuicdo
Boltzmann Bose Fermi
Forma usual Aexp(—E/K,T) o o
B eae(E/kBT) -1 e(E—EF VkyT +1
Forma modificada 1 1 1
e E-)/kyT e(E-u)/ksT _ 1 e(E-u)/ksT 4 1

Caracteristicas

Aplica-se a particulas

Aplica-se a particulas
indistinguiveis que ndo

Aplica-se a particulas
indistinguiveis que

bésicas distinguiveis obedecem ao principio | obedecem ao principio
de exclusdo de exclusdo de Pauli
Particulas distinguiveis, 3 3 L ,
. R Bdsons — particulas Férmions — particulas
Exemplos de ou aproximagoes das . . A .
. . . idénticas com spin idénticas com spin
sistemas distribuicGes quanticas

com E >>k,T

inteiro ou nulo

semi-inteiro
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Comportamento
da fungdo de
distribuicdo versus

Exponencial

Para E >>k,T,
exponencial; para E
<< k,T, fica acima de

Para E >>k,T,
exponencial se E >>E,;
se E, >>k,T, decresce
abruptamente em

E/k,T Boltzmann
? torno de E,.
Gases a qualquer Gas de fotons (radiagdo | Gas de elétrons (calor
Exemplos de temperatura; modos de de corpo-negro); gas especifico eletronico,
aplicacdo vibragdo a temperatura | de fonons (capacidade potencial de contato,
constante. térmica); hélio liquido emissdo termionica)
Fonte: adaptado de Eisberg, 1979.
10
Bose
0,8 T
06 I Boltzmann
)
04—+
Fermi
0.2 +
0,0 t } t } + } +
0 1 2 3 4
E/K.T

Figura 1.22 — Comparacgdo entre as distribui¢cdes de Boltzmann, Bose e Fermi. No caso desta ultima es-
colheu-se E,/k,T = 0,10. Note como as trés curvas se confundem para E maior ou da ordem de 3k,T,

aproximadamente.

As caracteristicas descritas no paragrafo anterior podem ser observadas na Figura
1.22, que mostra graficos das trés fungdes de distribui¢do em func¢do da razao E / k,T.
Para E / k,T < 3, aproximadamente, os valores previstos pela distribuicdo classica se
aproximam de 1 e, logo, as distribui¢des quanticas diferem consideravelmente da distri-
buigdo cldssica, com a distribuigdo de Bose sempre acima, e a de Fermi, sempre abaixo
em relagao a distribui¢do de Boltzmann. Para E / k,T > 3, aproximadamente, quando
a distribui¢do de Boltzmann nos fornece valores muito menores que a unidade, as trés
distribui¢des se confundem, pois é pequena a probabilidade de mais de uma particula
ocupar o mesmo estado.
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Nas relagoes apresentadas, o parametro y, para uma dada temperatura e um dado
sistema, pode ser determinado pela condi¢do de normalizagdo (Equagdo 1.16). De forma
andloga, a uma certa temperatura, 4 pode ser determinado conhecendo-se o numero total
de particulas que o sistema contém e, neste caso, f (E) fornecera o nimero de particulas
com energia entre E e E +dE.
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EXERCIiCIOS

1. Calcule o comprimento de onda e a frequéncia associados a um elétron acelerado até
atingir os valores de energia cinética a seguir. Em seguida, faga o mesmo para um ion
de argonio Ar*. Compare seus valores de comprimento de onda com as dimensdes
de outros objetos conhecidos e os valores de frequéncia com as diferentes regides do
espectro eletromagnético (consulte a Figura 8.1):

a) 1 meV
b) 1eV
c) 1keV
d) 1 MeV

2. Calcule as energias dos fotons (em eV) associados a radiagao eletromagnética com
os seguintes comprimentos de onda:
a) 1 nm (raios X)
b) 100 nm (ultravioleta)
¢) 400 nm (luz violeta)
d) 1 pm (infravermelho)
e) 1 mm (micro-ondas)
f) 10 m (ondas de radio)

3. Faga estimativas realistas para os valores de comprimento de onda e frequéncia das
ondas associadas as situagdes a seguir e conclua sobre o sentido fisico desses resultados.
a) Uma particula de poeira flutuando no ar.
b) Uma bola de ténis apds o saque de um jogador profissional.
¢) Um caminhdo trafegando em alta velocidade.

4. a) Um determinado microscopio 6ptico trabalha com luz monocromatica verde de
comprimento de onda 520 nm. Calcule a frequéncia e a energia do féton associado
a essa radiacao eletromagnética.
b) Um determinado microscopio eletronico trabalha com um feixe de elétrons
acelerado por uma diferenca de potencial de 10 kV. Calcule o comprimento de
onda e a frequéncia da onda associada a esses elétrons.

5. Adensidade de energia emitida por um corpo negro em equilibrio térmico a tempe-
ratura T em fun¢do do comprimento de onda é dada pela lei de Planck:

_8rthc  dA
5 plhelakyT) _q

p(/’L)d/l
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cujo grafico se encontra na Figura 1.1. A partir dessa relagdo, mostre que o compri-
mentodeondal  no qualaenergiaemitida é maxima, varia de forma inversamente
proporcional a temperatura (lei de deslocamento de Wien).

6. Utilizando o resultado obtido no exercicio anterior, obtenha o comprimento de onda
no qual o corpo humano emite a maxima intensidade de radia¢ao.

7. Um féton proveniente de uma fonte de luz monocromatica amarela de comprimento
de onda 590 nm ¢ absorvido por um atomo de hidrogénio no estado n = 3, que se
ioniza. Calcule a energia (em eV) e o comprimento de onda de De Broglie do elétron
emitido apds o processo de ionizacdo.

8. Um elétron com velocidade igual a 5,0 x 10° m/s é capturado por uma particula alfa,
formando um fon He* em repouso no estado fundamental. Obtenha o comprimento
de onda do féton emitido nesse processo.

9. Mostre que a relagdo de De Broglie (Equagdo 1.6) também ¢é valida para fétons, se
admitirmos que o momento linear do féton é dado por p = E/ ¢, onde c é a velocidade
daluz.

10.Um experimento de efeito fotoelétrico é realizado com um eletrodo de magnésio
(fungdo trabalho, ¢ = 3,68 eV) sob incidéncia de luz ultravioleta de comprimento
de onda 220 nm. Pede-se para calcular:
a) afrequéncia e a energia (em eV) dos fotons incidentes;
b) aenergia cinética maxima dos elétrons emitidos;
¢) o comprimento de onda de corte.

11. A tabela a seguir apresenta os dados originais obtidos por Millikan em seus experi-
mentos de efeito fotoelétrico em 1916. Ele determinou a energia cinética maxima dos
elétrons emitidos por um fotocatodo de sédio sob incidéncia de luz monocromatica
para diversos valores de comprimento de onda da luz incidente.

A partir desses dados, obtenha uma estimativa para a constante de Planck h e
a fungdo trabalho do sédio metalico. Determine também o comprimento de
onda de corte acima do qual nao hé fotoemissao.
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Comprimento de onda (nm) E_ (eV)
546,1 0,455
433,9 1,021
404,7 1,225
365,0 1,608
312,6 2,149
253,5 3,070

12.Uma lampada de vapor de sédio (lampada de cor amarelada comumente usada para
iluminagdo publica, em tuneis, monumentos etc.) de 100 W de poténcia emite luz
de comprimento de onda 590 nm. Calcule o nimero de fétons emitidos por essa
lampada por unidade de tempo, supondo que a eficiéncia da lampada seja de 90%.

13.Deduza as expressoes para os raios das Orbitas e as energias dos estados eletronicos
do atomo de Bohr (Equagdes 1.3 e 1.4).

14.De acordo com o segundo postulado de Bohr, um elétron excitado pode voltar ao
estado fundamental emitindo um f6ton de energia bem determinada (Equagéo 1.5).
a) Calcule, utilizando o modelo do 4tomo de Bohr, os comprimentos de onda emi-
tidos nas transi¢oes dos diversos estados excitados para o estado fundamental
(n=1). Qual é 0 menor comprimento de onda emitido? E o maior?

b) Particularize seu resultado para a transi¢do n =2 > n = 1 dos atomos de hidro-
génio (Z = 1) e potassio (Z = 19), e compare-o com os valores experimentais

tabelados: hidrogénio A = 121,6 nm e potassio A = 0,375 nm. Discuta.

15. Mostre que no atomo de Bohr, o comprimento de onda do elétron no estado funda-
mental é A = 27a,, onde a, é o raio de Bohr.

16.Mostre que o postulado de Bohr de quantizagdo do momento angular, L = mvr = nh,
em que n é um numero quantico inteiro positivo e nao nulo, é equivalente a supor
que os elétrons nas orbitas formam ondas estacionarias, ou seja, que nA = 27r,, em
que A é o comprimento de onda de De Broglie do elétron, e r, sdo os raios das 6rbitas.

17.Utilizando o modelo atdbmico de Bohr, calcule a velocidade do elétron no estado
fundamental do atomo de hidrogénio.
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18.Suponha que um dtomo de hidrogénio é colocado no interior de um sélido como o
silicio (permissividade € = 11,8 ¢,). Com base no modelo do 4tomo de Bohr, calcule
o raio da orbita (em nm) e a energia do seu estado fundamental (em eV). Compare
o resultado com os valores obtidos para o atomo de hidrogénio isolado no vacuo,
discuta e conclua.

19.Em seu famoso experimento, Davisson e Germer incidiram um feixe de elétrons de
energia 54 eV sobre a superficie de um cristal de niquel e observaram um maximo

de difragao a um 4ngulo ¢ = 50° (veja figura).
a) Utilizando a condi¢ao de difracdo de Bragg 2dsenf = n), obtenha o compri-
mento de onda A do feixe de elétrons, sabendo que o espagamento interplanar
do cristal de niquel é d = 0,215 nm. Observagdo: note que ¢ =2a e 0 =90° - a.
b) Calcule o valor de A utilizando a relagao de De Broglie e compare seu resultado

com o do item anterior.

Feixe
incidente .

Cristal de niquel

20.Um virus possui massa de 7,6 x 102" g e didmetro de 28,0 nm. Se sua posi¢ao for
determinada com precisdo de 0,1 nm, qual serd a menor incerteza na determinagao
da sua velocidade?

21. A lampada de vapor de sddio apresenta duas raias de emissdo centradas em 589,00 nm
e 595,59 nm. Sabendo que o tempo caracteristico (tempo de vida) dessas transigoes
¢ 20 ns, calcule a largura (incerteza) desses picos de emissdo (em nm).

22.Estime a incerteza no momento linear de uma particula cuja incerteza na posigao é
da ordem do seu comprimento de onda de De Broglie.
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23.Mostre que, para uma particulalivre, o principio da incerteza pode ser escrito como:
AxAL > A*/ 2w, em que Ax ¢ a incerteza na posigdo da particula, e AA é a incerteza
no seu comprimento de onda.

24.Considere uma particula de massa m situada no interior de um pogo de potencial
infinito unidimensional.
a) Resolva a equagao de Schrodinger e obtenha as fung¢des de onda.
b) Aplique as condig¢des de contorno do problema.
c) Obtenha a equagdo para as fungdes de onda y, (x).
d) Obtenha a constante de normalizacdo das fun¢oes de onda.

25.a) Resolva a equagdo de Schrodinger para uma particula aprisionada em um pogo
infinito unidimensional de largura L e obtenha os valores possiveis da energia.

b) Utilize seu resultado do item anterior para fazer uma estimativa para a energia
do estado fundamental do elétron no dtomo, utilizando um valor para alargura
do pogo da ordem das dimensdes atomicas, L = 10" m.

c) Utilize seu resultado do item (a) para fazer uma estimativa para a energia do
estado fundamental de um préton no nucleo, utilizando um valor para alargura
do pog¢o da ordem das dimensdes nuicleo atdmico, L = 10 m.

d) Compare os resultados dos dois itens anteriores e comente suas implicagoes
sobre a estrutura atomica.

26.a) Resolva a equagao de Schrodinger para uma particula de massa m aprisionada em
um pogo infinito unidimensional de largura 2L situado entre —L< x < L.

b) Obtenha as fungdes de onda dos estados possiveis e, aplicando as condigdes
de contorno, obtenha uma equagio para os valores possiveis dos estados de
energia, E .

c) Verifique se seu resultado estd correto, comparando sua equagdo com aquela
obtida para o pogo infinito de largura L (Equagao 1.26).

27. Aplique o principio da incerteza a uma particula confinada em um pogo infinito de
largura L e obtenha o valor minimo da sua energia. Compare com o resultado obtido
fazendo n = 1 na Equagao 1.26.

28.a) Escreva a equagdo de Schrodinger para uma particula de massa m confinada em
um pogo infinito tridimensional de dimensdes L, L e L..
b) Faga a separagdo de varidveis e obtenha as solu¢des ¥ (x, y, z) = F(x)G(y)H(z).
c) Aplique as condigdes de contorno e obtenha os valores permitidos para o vetor
de onda k = (kx,ky,kz) .
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d) Obtenha os niveis de energia em funcéo dos niimeros quénticos n,, n, e n,.

e) Supondo que a particula é umelétrone que L, =L, =L =L =1,0 nm, estime as
energias dos dez primeiros estados de energia e compare com o caso do pogo
unidimensional de mesma largura.

29.a) Enumere os dez estados de mais baixa energia do poco infinito tridimensional,
especificando os valores de seus numeros quanticosn,, n, € n,, da energia e da dege-
nerescéncia de cada estado.

b) Qual é o valor da energia do estado (3, 3, 3)? E sua degenerescéncia? Existe outra
combinagdo de nimeros quanticos que resulta no mesmo valor de energia?

c) Vocé é capaz de descobrir outros conjuntos de nimeros quanticos distintos que
resultem em valores idénticos de energia? Quais?

30.Suponha que um pogo de potencial infinito de dimensdes L, = L, = L, = L € submetido
aagdo de uma forga compressiva ao longo da dire¢do x, de forma que sua dimenséo
diminui de §L_ao longo dessa diregdao. O que acontece com as energias dos estados
permitidos? Analise o que ocorre com cada um dos cinco estados de menor energia
do pogo de potencial e suas degenerescéncias.

31.Considere um pogo de potencial infinito tridimensional em que uma das dimensoes
(ao longo do eixo x, por exemplo) é menor que as demais por um fator V2.
a) Escreva as energias dos estados permitidos desse sistema em fung¢do dos nu-
meros quanticos n,, 1, e n,.
b) Obtenha as energias dos dez primeiros estados permitidos do sistema e suas
degenerescéncias.

32.Considere um elétron aprisionado no interior de uma particula metalica tridimen-
sional; e, supondo o potencial nulo nessa regido, obtenha o limite inferior para sua
energia cinética. Estime em ordem de grandeza esse valor para o caso de particulas
metalicas de dimensoes da ordem de 1,0 mm, 1,0 um e 1,0 nm. Discuta seus resultados.

33.Um defeito tipico em solidos idnicos é o chamado centro E, que é constituido por um
elétron aprisionado em uma vacancia do anion da rede.

a) Considere, como primeira aproximagao para esse defeito, o elétron aprisionado
em um pogo infinito tridimensional de lado L e calcule as energias dos estados
possiveis.

b) Obtenha a energia e comprimento de onda do féton necessario para induzir
uma transi¢do do estado fundamental para o primeiro estado excitado. Caso o
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elétron esteja aprisionado por um par de vacancias vizinhas, esse comprimento
de onda serd maior ou menor?

c) Estime as energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado de um
elétron aprisionado em uma vacancia anionica de um cristal de cloreto de sodio,
considerando L como igual ao parametro de rede do NaCl (a = 0,564 nm). Qual
sera a energia do féton absorvido numa transicao entre esses estados? Compare
seu resultado com os resultados experimentais apresentados na Figura 1.14b.

34. a) Resolva a equagdo de Schrodinger para um elétron aprisionado em um pogo de
potencial infinito bidimensional de largura L e obtenha a equagao para as energias
dos estados permitidos:

E_ﬂ2h2( "

= n? +n? )
2mI?

b) Enumere os dez estados de mais baixa energia do pogo infinito bidimensional,
especificando os valores de seus niimeros quanticos 7, e n,, da energia e a de-
generescéncia de cada estado.

35.0 coeficiente de transmissao que fornece a probabilidade de uma particula atravessar
uma barreira de potencial de largura L e altura V por efeito tinel é dado aproxima-
damente por:

E E 2L 12

T=16—|1-— |exp| —|(2m(V, —E

VO( VOJ p[ p el ))}

em que E ¢ a energia, e m, a massa da particula.

a) Calcule a probabilidade de um elétron com energia E = 5,0 eV atravessar uma
barreira de altura V=10 eV e largura L = 1,0 nm.

¢) Qual éavariagao relativa do coeficiente de transmissao, se a largura da barreira
diminuir para 0,9 nm?

d) Como seu resultado do item (a) seria alterado se a da massa particula fosse o
dobro da massa do elétron?

36.Uma molécula apresenta niveis discretos de energia associados as vibragdes de seus
atomos em torno de seu centro de massa, denominados niveis vibracionais. Na
molécula de CO, a diferenca de energia entre o estado fundamental vibracional e o
primeiro estado excitado € cerca de 0,25 eV. Pergunta-se:
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a) Qual o comprimento de onda da luz necessaria para induzir uma transi¢ao
entre esses niveis vibracionais da molécula de CO? Em que regido do espectro
eletromagnético esta radiagao se situa?

b) Qual a razdo entre o numero de moléculas no primeiro estado excitado vibra-
cional e no estado fundamental, para o gds monodxido de carbono em equilibrio
térmico a temperatura ambiente?

37.Como estados vibracionais, uma molécula também apresenta niveis discretos de
energia associados a sua rotagao em torno de seu centro de massa (niveis rotacionais).
Na molécula de CO, a diferencga de energia entre o estado fundamental e o primeiro
estado excitado rotacional é cerca de 0,5 meV. Pergunta-se:

a) Qual o comprimento de onda da radia¢ao necessaria para induzir uma transi-
¢do entre esses dois niveis rotacionais da molécula de CO? Em que regido do
espectro eletromagnético essa radiagdo se situa?

b) Qualarazdo entre o nimero de moléculas no primeiro estado excitado rotacio-
nal e o no estado fundamental, para o gas mondxido de carbono a temperatura
ambiente?

38.0Obtenha a constante de normaliza¢ao para a estatistica cldssica de Maxwell-Boltz-
mann (Equagédo 1.37).

39.Mostre que, para energias muito altas, as estatisticas quinticas de Bose-Einstein e
de Fermi-Dirac se reduzem a estatistica classica de Maxwell-Boltzmann. Explique.

40. Mostre que, para temperaturas muito altas, a estatistica de Fermi-Dirac se comporta
de forma analoga a estatistica classica de Maxwell-Boltzmann. Explique.

41. a) Faca graficos quantitativos da estatistica de Fermi-Dirac para as temperaturas T
=0KeT=300Kcom IT,=5,0eV.
b) Considerando um conjunto com 10* particulas, estime qual o numero de
particulas que ¢ excitada para estados de maior energia quando a temperatura
aumenta de T'=0 K para T'=300 K.
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