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Capitulo 1

Funcoes exponenciais

Nascido em Basileia (Suiga), Leonhard Euler! (1707-1783), filho de um
pastor calvinista que estudou com Jacob Bernoulli? (1655-1705), conseguiu
uma indica¢ao de Johann Bernoulli® (1667-1748) para estudar com ele. Em
1727, Euler foi indicado pelos irmaos Daniel Bernoulli* (1700-1782) e Nico-
laus Bernoulli® (1657-1759) para a Academia de Sao Petersburgo, criada por
Pedro, o Grande. Apds quatorze anos, Euler aceitou o convite de Frederico,
o Grande, para chefiar a secao de matematica da Academia de Berlim, onde

permaneceu por 25 anos.

Leonard Euler

2

Jacob Bernoulli Daniel Bernoulli

Durante toda sua estadia na Prussia, Euler recebia uma pensao da

Russia por causa do alto prestigio que ele adquiriu nesse pais. Por isso,
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Funcoes exponenciais

em 1766, ele aceitou o convite de Catarina, a Grande, para retornar a Aca-
demia de Sao Petersburgo, onde ficou até sua morte sibita em 1783, com 76
anos de idade. Curiosamente, Euler nunca ocupou um cargo de professor.

Euler é, sem duvida, um ser insuperavel na historia da matematica. Sua
produtividade é tao surpreendente que, mesmo tendo ficado cego pouco de-
pois de seu retorno a Sao Petersburgo (Euler ja era cego do olho direito
desde 1735), ele continuou seu trabalho com a ajuda de um secretario que
anotava suas ideias. Ao longo de sua vida, foram publicados 530 de seus tra-
balhos. Devido ao niimero substancial de trabalhos nao publicados, mesmo
apds a sua morte, outros manuscritos foram publicados, contribuindo por
mais 47 anos as publicagoes da Academia de Sao Petersburgo.

A Sociedade Suica de Ciéncias Naturais iniciou em 1909 uma edicao
completa da obra de Euler, que resultou em 886 trabalhos, entre livros e
artigos. A notacdo f(x) usada para func¢do de x foi apresentada pela pri-
meira vez por Euler no artigo Comentdrios de Petersburgo (1734-1735). A
partir dai, a ideia de funcao surgiu em varios artigos de analise matematica.
Euler também foi o primeiro a usar a forma exponencial e para base dos
logaritmos naturais, e muitas das notagoes modernas de matematica sao
creditadas a ele, por exemplo: sen, cos, tan, cot, sec, csc, > e i = /—1.

1.1 Definicao e propriedades

Para entender o conceito de exponencial, considere a situagao de uma
populacao de b bactérias que dobra seu niimero a cada 30 minutos. E claro
que, em meia hora, a populacao sera de 2 - b bactérias, em uma hora, a po-
pulagao serd de 2-(2-b) = 22-b bactérias e, apds 5 horas, ou seja, 10 perfodos
de 30 minutos, a populacao serd de 21°-b bactérias. Seguindo o raciocinio, o
nimero de n bactérias durante x periodos de 30 minutos, é dado pela fungao
n(z) = 27-b. Essa fungao que modela tal situagao é conhecida como fungao
exponencial. As funcoes exponenciais que definiremos a seguir descrevem
uma grande variedade de problemas, por exemplo, projecao populacional,
desintegracao radioativa, velocidades de reagoes quimicas, avaliacao de in-
vestimentos, andlise da propagacao de epidemias, circuitos elétricos, estudo
dos fenomenos de aprendizagem e avaliacao da confiabilidade de produtos.

12
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Definigao 1. Dado um nimero real a, tal que a # 1 e a > 0, a fungdo

R — RL
r =  f(z)=ad"

¢ chamada de fungcao exponencial de base a.

Observacao 1. As restricoes impostas a base a referem-se aos sequintes
fatos:

e Sea=1, entio f(x) =1" =1, para todo x € R.

e Sea =0, entio f(x) = 0% nao estd bem definida. Para x = —1,
temos que f(x) =071 é um valor indeterminado.

e Se a <0, entdo existem valores da funcao f(x) = a® que ndo estdo
definidos em R. Por exemplo, dados a = —2 e x = %, flx)y=v-2¢
R.

Observacao 2. Note que as funcoes exponenciais sao injetoras. De fato,
se x1 # xg9 com a®' = a*?, entao

a®t

e b
a1 = 1,
Ty — Ty = O,
T = X9.

O que ¢ absurdo, pois x1 # xy. Assim, se x1 # xy, entdo a™ # a*?.
Ressaltamos que R é o congunto imagem das fungoes exponenciais. Do
modo como foram definidas, as fungoes exponenciais sao fungoes bijetoras
e chamamos suas funcoes inversas de funcgoes logaritmicas, assunto que
estudaremos na prorima se¢ao.

Por conveniéncia do leitor, reiteramos as seguintes propriedades:
Dados a,b € R} e z,y € R,

13



Funcoes exponenciais

(a) a’ =1; (d) (a")" = a™; (g) a* = a_lz
(b) a®a¥ = a®t¥; (e) (ab)” = a™b";
al a T az
TR bl R
(¢) = =a" ® (3) =5
O esbogo do grafico de uma funcao exponencial f(x) = a* depende

estritamente do valor da base a. No entanto, em todos os casos, f(0) =
0

a’ = 1, ou seja, o ponto (0,1) pertence ao grafico de todas as fungoes
exponenciais. De acordo com o Teorema ??7, podemos afirmar que, para
a > 1, a funcao exponencial é crescente, e, quando 0 < a < 1, a funcao
exponencial é decrescente. As Figuras 1.1 e 1.2 representam os esbocos dos

graficos das fungoes exponenciais nos casos crescente e decrescente.

Figura 1.1: Figura 1.2:

Yy y

0,1)

on———

X X
O<ax<l

a>1

Esbogo da fungao exponencial Esbogo da fungao exponencial
quando a > 1. quando 0 < a < 1.

Observacao 3. Quando a base da funcao exponencial é o numero
e =2,7182818...,

ela recebe o nome de fungao exponencial natural. As funcoes definidas
na forma f(x) = be*, onde x > 0 e b,k € R sdo chamadas de fungdes
de crescimento exponencial. Se k € R* , as funcoes sao chamadas de
funcoes de decaimento exponencial.

Exemplo 1. (Curvas de crescimento biolégico)
A maioria das leis de crescimento bioldgico sao representadas pela equagdo

N = NoR',

14
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onde N € o numero de uma populagao no instante t, No € o numero inicial
de uma populagdo (no instante t = 0) e R > 0 € a taza de crescimento.
Essa equacao € baseada no modelo de uma populacao em que cada membro
produz R — 1 membros adicionais em cada unidade de tempo e nenhum
morre. (Esta situagdo descreve algumas culturas durante periodos limitados
de tempo).

Exemplo 2. (Curvas de Gompertz)
As curvas de Gompertz sao representadas pela equa¢ao

N = ca'®,

onde N € o nimero da populag¢io no instante t, R € (0,1) € a taza de
crescimento, a € a proporcao do crescimento inicial e ¢ € o crescimento na
maturidade. Quandot =0, N = ca, o que corresponde ao Ny da funcao do
crescimento bioldgico.

Geralmente utilizamos modelos de funcoes com crescimento exponen-
cial em estudos que envolvem representacoes de crescimentos nao restri-
tos. Quando o crescimento é restrito, ou seja, nunca ultrapassara uma
determinada quantidade a > 0, os melhores modelos sao as fungoes de
crescimento logistico definidas por

a
o) = e

Usualmente, o esboco do grafico dessas func¢oes é chamado de curva

onde a,b,k € R7.

logistica, e esta possui a forma de S, ou seja, é uma curva sigmoidal.

a

Esboco do grafico de crescimento logistico.

As curvas logisticas ilustram modelos de crescimento populacional com
limite superior imposto por fatores ambientais, expansao de epidemias e
propagacao de rumores na sociedade.

15



Funcoes exponenciais

Exemplo 3. (Curvas logisticas)

Consideramos a situacao em uma cidade onde, apos t semanas, a cons-
tatagao da existéncia de contaminacao pelo virus SARS-CoV-2 resultard
em aprorimadamente

10
S(t) = 1 4 9e—1.2t7

milhares de pessoas contaminadas. Para sabermos quantas pessoas adqui-
riram inicialmente o virus, devemos calcular a funcao S para t = 0, ou

seja,

B 10 _ 10 .
1 49e120 149

Assim, 1.000 pessoas foram inicialmente contaminadas com a doenga.

5(0)

E apds um més, ou seja, t = 4 semanas, temos que foram contaminadas

10

SA4) = ——
(4) 1+ 9e-1.24

= 9.310 pessoas.

Exemplo 4. (Curvas de aprendizagem)
As fungoes exponenciais da forma:

A(z) =a—be ™ ondex >0 ea,bk € R,

sao conhecidas como curvas de aprendizagem. Como A(zx) < a para
todo x > 0, temos que esses modelos representam um crescimento limzi-
tado.

X

Esboco de uma curva de aprendizagem onde b < a.

O nome “curvas de aprendizagem” surgiu quando psicologos percebe-
ram que essas funcgoes descrevem a relagdo entre a eficiéncia com que um
ndividuo erecuta uma determinada atividade ou trabalho e o grau de trei-
namento ou experiéncia adquirida por ele. Em sua teoria de reforco de

16
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aprendizagem, Clark Hull usou o caso especial a = b de sua fun¢ao como
uma das equacgoes bdsicas para descrever a relagao entre a consolidacao de
aprendizagem A e o numero de reforcos x.

Por exzemplo, se um funciondrio dos Correios com t meses de experiéncia
classifica uma determinada quantidade de correspondéncias A(t) por hora,
definida por

A(t) = 600 — 200e %%,

entdo um novo funciondrio classifica a quantidade de
A(0) = 600 — 200e%>(©) = 600 — 200e” = 600 — 200 = 400

cartas por hora. Apds trés meses de trabalho, estima-se que esse funciondrio
esteja classificando cerca de

A(3) = 600 — 200¢ %@ = 600 — 200¢ > = 555
cartas por hora.

Exemplo 5. (Determinacdo da idade dos materiais orgdnicos)
A proporcao de isotopos de carbono radioativos em relagao ao nimero to-
tal de dtomos de carbono é de cerca de 1 para 10*2. Quando um material
organico morre, seus isotopos de carbono radioativos comecam a se decom-
por, com meia-vida de cerca de 5715 anos. A formula da propor¢io R de
1s0topos de carbono por datomos de carbono é

1\ [1\75
R‘(@) (5) ’

onde t € o tempo em anos. Ao substituirmos na formula anterior a varidvel
t por 10.000, temos

000

1 1\ 575 13
R(10.000) = o2 ) (5 ~2,973-107",

que € a propor¢ao de isotopos de carbono por dtomos de carbono depois de
10.000 anos.

17
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Exemplo 6. (Juros simples e juros compostos)

Juros simples ¢ um tipo de juros calculado apenas sobre o montante inicial
inwvestido, chamado de principal. Se I representa os juros sobre o principal
P (em reais) a uma taza de juros anual de r port anos, entdo temos que

I = Prt.

A formula de juros simples ¢é determinada pelo montante acu-
mulado A, que € a soma do principal e dos juros apds t anos, ou seja,

A=P+1=P+ Prt=P(1+rt).

Frequentemente, os juros obtidos sao periodicamente adicionados ao prin-
cipal e dali em diante esta soma é reinvestida a mesma taxa de juros. Isso
¢ chamado de juros compostos. Para determinarmos a formula de ju-
ros compostos, suponhamos que o montante principal P é depositado em
um banco por um periodo de t anos. Se os juros estao a uma taxa de r
por cento ao ano (chamada de taxa nominal ou declarada) compostos
anualmente, entao o montante acumulado ao final do primeiro ano é

Ay =P +rl)=P(l+r).
A quantia apds 2 anos € de
Ay =[P(L+n)](1+7r)=Pl+r)
A quantia apds 3 anos € de
As =[P(1+7r)?|(1+7r)=P(1+7)>
Sequindo com esse raciocinio, obtemos que a quantia apds n anos € de
A, =P +nr)"

Por exemplo, suponhamos que uma pessoa deposita R$ 1.000,00 a 2%
de juros ao ano. Essa pessoa terd em 5 anos

As = 1.000(1 + 0,02)° = R$ 1.104, 09.

18
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No entanto, na prdtica, os juros sio geralmente compostos mais de uma
vez ao ano. O intervalo de tempo entre sucessivos cdlculos de juros € cha-
mado de periodo de conversao. Se os juros a uma tara nominal de r ao
ano sao compostos m vezes ao ano sobre um principal P, entao a taxa de
Juros simples para o periodo de conversao é

. r  (Taza de juros anual)
1= — = .
m (Periodos ao ano)

Assim, a quantia apos n anos é
A, =P(1+0)"™.

Se o banco paga juros trimestralmente, entdo, se uma pessoa deposita
R$ 1.000,00 a 2% de juros, entdo, em 5 anos, essa pessoa terd

0,02 " 20
As =1.000 ( 1+ ——) =100 (1+0,005)* = R$ 1.104, 90.

Exemplo 7. (Taxa efetiva de juros)

A taxa efetiva € uma taza de juros simples que produziria o mesmo mon-
tante acumulado em 1 ano obtido com uma taxa nominal composta m vezes
ao ano. A taxa efetiva também € conhecida como taxa real. Para en-
contrarmos a relagao entre a taxa de juros mominal, r composta m vezes
ao ano, e sua correspondente tara efetiva r.y, ao ano, vamos assumir um
wmvestimento inicial de P reais. Entao, o montante acumulado apés 1 ano
a uma taza de juros simples de roy ao ano é

A= P<1+T€f).

Igualmente, o montante acumulado apos um ano a uma taxa de juros
anual v, composta m vezes ao ano (i =r/m), €

A:P(1+z’)m:P<1+%)m.

19



Funcoes exponenciais

Igualando as duas expressoes temos:

P(l+4ry) = P<1+L>m;

m
r\m
147, :(1 —);
(+Tf) +m
’r‘m
. - 1—) _ 1
res (14,

A dltima expressao € a formula da taxa de juros efetiva.
Quando temos uma taxa nominal de 8% ao ano, a taxa de juros efetiva
composta anualmente também é de 8% ao ano. De fato,

0,08
rop = <1+’T> —1=0,08.

Se acaso a taxa de juros efetiva for composta trimestralmente, ou seja,

0,08\*
Tef = (1+T> —1,

Tef = (1702)4_17
rey = 0,08243.

Portanto, a taza de juros efetiva ao ano € de 8,243%.

m =4, temos que

Exemplo 8. (Valor presente e valor futuro)

No problema de juros compostos, o valor inicial P € geralmente chamado
de valor presente, enquanto o valor acumulado A € chamado de valor
futuro, pois € realizado em uma data futura. Em algumas situagoes, um
wvestidor deseja determinar o valor que deve ser investido no presente, a
uma tazra de juros fixa, para obter um determinado montante em uma data
futura.

FEsse problema € resolvido expressando P em fungao de A, ou seja,

P=A(1+i)™"

Por exemplo, se quisermos obter um montante acumulado de R$ 10.000
em 4 anos a uma taxa de juros de 6% ao ano, com capitaliza¢ao mensal, o
valor a ser depositado hoje € de

—(4-12)
0,06
P =10.000 (1 + ’1—2) = 7.870, 98.

20
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