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Capitulo 1

Introducao a teoria dos conjuntos

1.1 Conceito e notacao

O conceito primitivo de conjuntos surgiu pela necessidade da contagem
de objetos sobre uma correspondéncia entre cada animal (carneiros/porcos/
bodes) dentro de um curral em uma marca ou pedra, usando um registrador
(tally), ou seja, a base da teoria de conjuntos veio da formagao de colegoes
de animais, pessoas, numeros ou objetos de qualquer natureza. O primeiro
registro de objeto matematico mais antigo conhecido ¢ um osso de lobo
que representa um tally encontrado na Republica Tcheca esculpido com
entalhes ha mais de 30 mil anos. A representagdo de um conjunto é feita
por letras maiusculas do alfabeto latino (A, B,C, D, E,...). Os objetos
que constituem um conjunto sao chamados de elementos do conjunto
e usualmente sao representados por letras mintuscula do alfabeto latino.
Um conjunto consiste em escrever seus elementos entre chaves separados
por virgula; chamamos isso de forma tabular do conjunto.

Considerando as letras vogais, podemos determinar o conjunto das vo-

gais da seguinte forma:
V ={a,e, i, o,u}.

Também definimos um conjunto determinando as propriedades que seus
elementos precisam satisfazer, por exemplo:

P = {z | ¢ um numero par}.
(P é o conjunto dos elementos z, tais que x é um nimero par.)
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Introducao a teoria dos conjuntos

I = {z | x ¢ um nimero impar}.
(I é o conjunto dos elementos z, tais que = é um nimero impar.)

Chamamos esse formato de forma de construgao de um conjunto.
Observe que a linha vertical “|” é lida “tal que”.

Cabe observar que a formalizacao dessa teoria foi iniciada apenas em
1874 por Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor! (1845-1918). Junto com
o trabalho de Richard Dedekind? (1831-1916) e Giuseppe Peano® (1858-
1932), eles mostraram que o sistema dos ntiimeros naturais pode ser definido
em termos de conceitos da teoria dos conjuntos.

Georg Cantor Richard Dedekind Giuseppe Peano

Nao iremos adotar aqui uma axiomatizacao da teoria dos conjuntos para
nao entrarmos em antinomias ou circulos viciosos existentes na teoria geral
dos conjuntos. A teoria dos conjuntos de Cantor, que estudaremos, é regida
pelo seguinte conceito: “Por conjunto, entendemos como sendo uma cole¢ao
de objetos definidos e distintos de nossa intui¢cdo ou de nosso pensamento, e
esses objetos sao chamados de elementos do conjunto”. Com essa imposicao
na nocao de conjunto ou principio do circulo vicioso, evitamos antinomias
conhecidas na teoria geral dos conjuntos.

1.2 Conjuntos universo, unitario e vazio

Para a construgao de alguma teoria matematica, inicialmente temos que
determinar o conjunto onde serao desenvolvidos tais estudos. Chamamos
esse conjunto de conjunto universo, que usualmente denotamos pela letra

"https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cantor
’https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dedekind
3https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Peano
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U. Fixado um conjunto universo, entao definimos os conjuntos com propri-
edades existentes relacionadas com tal conjunto universo. Por exemplo, os
numeros reais formam o conjunto universo na teoria de cédlculo diferencial
e integral em uma variavel.

Além do conjunto universo, existem outros conjuntos que levam nomes
especificos. Por exemplo, um conjunto formado apenas por um elemento
¢ chamado de conjunto unitario. Um conjunto que nao possui nenhum
elemento é chamado de conjunto vazio (ou conjunto nulo).

Notagao: () ou {}.

Exemplo 1.1. Dado o conjunto universo U = {1,2,3,4,5}, A = {3} é
um conjunto unitdrio e B = {x | nidmeros maiores que 5} =0 = {} € u
conjunto vazio.

Observagao 1.1. O conjunto A = {0} ndo representa o conjunto vazio,
pois o conjunto A indica que possui somente como elemento o conjunto
vazio, ou seja, o conjunto A € um conjunto unitdrio.

1.3 Relacao de pertinéncia

Indicamos a relacao de pertinéncia pelos simbolos € (pertence) e ¢ (nao
pertence). Essa relagdo se estabelece entre um elemento e um conjunto.
Quando um elemento a pertence ao conjunto B, indicamos por a € B.
Usualmente, na légica matemadtica (e também no transito), utilizamos a
barra “/” para denotar a negacdo de um simbolo. Denotamos que um
elemento x nao pertence a um conjunto B por z ¢ B. Para determinarmos
se um elemento pertence ou nao a um determinado conjunto, verificamos
se ele estd ou nao representado no conjunto. O simbolo € foi estabelecido
pelo matematico Giuseppe Peano e é a letra grega épsilon.

Exemplo 1.2. Dado o conjunto B = {1,3,a,d}, temos que 3 € B; 2 ¢ B;
c¢ Bede B.

13



Introducao a teoria dos conjuntos

1.4 Relagao de inclusao (subconjuntos)

Em algumas situagoes, formamos um conjunto com elementos de um
outro conjunto. Quando agrupamos alguns elementos de um conjunto para
se formar um novo conjunto, dizemos que formamos um subconjunto do
conjunto em questao.

Definicao 1.1. Dados o0s conjuntos A e B, dizemos que o conjunto A €
um subconjunto do conjunto B, quando todos os elementos do conjunto A
também pertencem ao conjunto B. Essa relagao é chamada de relagao de
inclusao entre conjuntos. Para expressarmos tal relagao, utilizamos o0s
simbolos C (estd contido) e ¢ (ndo estd contido).
Notacao:
A C B (A estd contido em B),

A ¢ B (A nao estd contido em B).

Observacgao 1.2. A relagao de inclusdo € somente entre conjuntos. Também
denotamos B D A (B contém A) para expressarmos A C B.

Exemplo 1.3. Consideramos o conjunto A = {2,4,6,8}. Os conjuntos
{2}, {4}, {6} e {8} sdo subconjuntos unitdrios de A. Os conjuntos {2,6},
{4,8} € {8,2} sao subconjuntos do conjunto A com dois elementos. O con-
gunto {8,4,2} é um subconjunto de A com trés elementos.

Observacao 1.3. Se A nao é um subconjunto de B, ou seja, A ¢ B,
entdo deve haver pelo menos um elemento no conjunto A que nao seja um
elemento do conjunto B.

Exemplo 1.4. Dados A = {a,b,1}, B ={a,b,2,1} e C = {a,b,c}, temos
que A C B, poisa € B,be B el € B. Por outro lado, C ¢ B pois c ¢ B
e, analogamente, podemos verificar que C ¢ A.

A seguinte proposi¢ao garante que o conjunto vazio é o unico conjunto
que é subconjunto de qualquer conjunto dado.

Proposicao 1.1. O conjunto vazio é um subconjunto de qualquer conjunto
dado.

14
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Demonstragao: Suponhamos que o resultado seja falso, ou seja, existe
um conjunto A tal que ) ¢ A. Neste caso, existe um elemento z € ) tal
que x € A, o que é absurdo, pois () nao possui nenhum elemento. O

1.4.1 Relacao de igualdade de conjuntos

Dizemos que os conjuntos A e B sao iguais, ou idénticos, quando A C B
e BC A

Notacao: A = B.

Nos proximos trés exemplos que iremos apresentar, consideraremos o
conjunto universo dos nimeros inteiros. Esse conjunto sera estudado com
mais detalhes no préximo capitulo.

Exemplo 1.5. Se A ={2,4,8} e B=1{4,2,8}, entio A = B, pois 2,4,8 €
A e2,4,8 € B. A ordem dos elementos nao interfere na verificacio da
1qualdade.

Exemplo 1.6. Dados A = {1,2,3} e B = {1,2,8}. Temos A # B, pois
3¢ B.

Exemplo 1.7. Sejam os conjuntos
C={x|2°-1=0},D={x|(x+1)(z—1)=0} e £E={1,-1}.
Observemos que 2> — 1 = (z — 1)(z + 1) = 0 se, e somente se, x = +1,

assim, temos C =D = E.

1.4.2 Subconjunto definido por uma propriedade

Um simbolo pode representar indistintamente qualquer um dos elemen-
tos de um conjunto dado. Esse simbolo recebe o nome de variavel do
conjunto. Por exemplo, seja

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

15
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a notacao x € A significa que x pode assumir qualquer dos valores 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8 ou9. Portanto, x é uma variavel em A.

Os elementos de um conjunto que satisfazem a uma dada propriedade
constituem um subconjunto definido por essa propriedade.

Exemplo 1.8. Seja A ={1,2,5,7,8,9}, temos que
B={xe A|x épar} ={28};

C={zxecA|xéimpar} ={1,57,9};
D={zecA|lxz<T7}={125}

1.4.3 Subconjunto proéprio

Um conjunto é sempre um subconjunto de si mesmo, pois todos os seus
elementos estao contidos nele. Porém, se um conjunto B ¢ um subconjunto
de um conjunto A e, ao mesmo tempo, B nao ¢é igual a A, entao dizemos
que B é um subconjunto préprio de A. Essa distingao é importante, e
é comum utilizar a notacado B & A para indicar que B é um subconjunto
proprio de A.  Alguns autores, entretanto, acabam adotando a notacao
B C A para se referir a qualquer subconjunto de A, sem fazer essa distin¢ao
entre subconjuntos préprios e subconjuntos iguais ao conjunto original.

Notagao: B & A (B é um subconjunto préprio de A).

Exemplo 1.9. Observemos que o conjunto vazio ) € um subconjunto préprio
de qualquer conjunto A nao vazio. De fato, da Proposicio 1.1, ) C A e de
A ser nao vazio, temos A # (). Assim, o conjunto vazio ndo possui um
subconjunto proprio.

Se um conjunto A é um subconjunto de um conjunto B e esse conjunto
B é um subconjunto de outro conjunto C', é natural concluir que A é um
subconjunto de C, ou seja, a propriedade de contingéncia é transitiva. A
proposicao a seguir verifica essa propriedade.

Proposicao 1.2. Sejam A, B e C conjuntos nao vazios. Se A C B e
B c C, entao A C C.

16
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Demonstragao: Seja x um elemento de A, ou seja, x € A. Como A é
um subconjunto de B, x também pertence a B, isto é, x € B. Mas, por
hipétese, B C C. Assim, qualquer elemento de B, incluindo z, também é

um elemento de C'. Mostrando que dado qualquer z € A implica que x € C.
Portanto, A C C. O

1.5 Operacoes com conjuntos

A partir de dois conjuntos, é possivel criar outros conjuntos por meio
de operacoes predeterminadas. Na teoria dos conjuntos, estudamos trés
operagoes principais: a uniao (ou reuniao), a intersecgao (ou intersegao)
e a diferenca. E importante notar que essas operagoes nao sao as mesmas
que as operacoes aritméticas, mas sim operagoes que envolvem a combinagao
e manipulacao dos elementos de conjuntos.

1.5.1 Uniao e interseccao
Consideramos a seguinte situagao com os seguintes conjuntos:
A={1,2,3,4,5} e B=1{3,4,5,6,7}.

Dos conjuntos A e B, podemos construir um novo conjunto C', reunindo
todos os elementos de A com os elementos de B, ou seja,

C =1{1,2,3,4,5,6,7}.

O conjunto C é a chamada uniao dos conjuntos A e B. Convencionamos
que um mesmo elemento, repetido em ambos os conjuntos, na uniao ele
comparecera uma Unica vez. Formalmente a uniao entre dois conjuntos é
dada por:

Defini¢ao 1.2. A unido (ou reuni@o) dos conjuntos A e B € o conjunto
formado pelos elementos de A junto com os elementos de B, ou seja,

AUB={x |z € A ouz € B}.

17



Introducao a teoria dos conjuntos

Observacao 1.4. Da definicao de uniao entre conjuntos, podemos afirmar
que ACAUB e BC AUB.

Exemplo 1.10. Dados os conjuntos A = {2,4,8} e B = {2,5,8}, temos
que AUB = {2,4,5, 8}, pois esse € o conjunto que contém todos os elementos
de A e B, sem repeticoes. De forma similar, podemos calcular a unido dos
conjuntos C = {7,10,13} e D = {1}, resultando em C'U D = {10,13,1,7}.
Jd para o conjunto E = {n,v/2} ¢ F = () (o conjunto vazio), temos que
EUF ={m, \/ﬁ}, pois o conjunto vazio nao adiciona nenhum elemento ao
conjunto E.

Exemplo 1.11. Considerando os conjuntos:
P={x|x=4n comn € N},

I={z|z=2n+1comnéeN}e
D ={z|x=28n comn e N}
O conjunto PU I UM ¢€ formado pelos elementos x tais que € um numero
natural multiplo de 4 ou € wm numero natural impar ou € um niumero natural

maultiplo de 8. Mas observe que todo niumero natural multiplo de 8 é um
numero natural multiplo de 4, assim, podemos escrever

PUIUM={z|x=4n oux =2n+1 comn € N} .

Exemplo 1.12. Se AUB =0, entao A = B = (). De fato, pela Observacdo
1.4, temos que A C AUB =0, ou seja, A C (). Como o conjunto vazio
estd contido em qualquer conjunto (ver Proposi¢ao 1.1), podemos afirmar
que A = 0. Analogamente, concluimos que B = (.

Na légica matematica o conectivo “ou” possui a propriedade associativa
e comutativa. Na proxima proposi¢ao temos que as propriedades sao de-
monstradas aplicando somente a definicao de uniao entre conjuntos e as
propriedades do conectivo “ou”.

Proposicao 1.3. Dados A, B e C' conjuntos nao vazios.
(a) AU B = BU A, (propriedade comutativa)

18
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(b) (AUB)UC = AU (BUC); (propriedade associativa)
(c) AUA=A, AUD =4
(d) AUB = B se, e somente se, A C B.

Demonstracao: Exercicio. 0

Devido a validade da propriedade associativa na uniao entre conjuntos,
podemos realizar a uniao de vérios conjuntos, por exemplo:

AUBUCUD = (AUB)U(CUD).

O calculo anterior pode ser feito de diversas maneiras. Por exemplo, usando
essa igualdade, calculamos os conjuntos (AU B) e (C'U D) e, em seguida,
determinamos a unido (AU B) U (C' U D).

Exemplo 1.13. Podemos calcular o conjunto unido de A ={a,2,b,3,c,4},
B = {1,2,3,4}, C = {a,b,c,d,e} e D = {1,2,5,6,d,e, f,g} da sequinte
forma: Primeiro, calculamos AUB = {1,2,3,4,a,b,c}. Em seguida, toma-
mos a uniao deste conjunto com C', obtendo

(AUB)UC =AUBUC =1{1,2,3,4,a,b,¢,d,e}.
Finalmente, calculamos a uniao deste conjunto com D, chegando a
(AUBUC)UD =AUBUCUD =1{1,2,3,4,5,6,a,b,c,d,e, f,g}.
Retornando aos conjuntos do inicio desta segao:
A={1,2,3,4,5} e B=1{3,4,5,6,7},

podemos formar um outro conjunto com os elementos em comuns aos dois,
ou seja, os elementos que pertencem simultaneamente aos conjuntos A e B.
Nesse caso, esse conjunto é

C ={3,4,5}.
Dizemos que o conjunto C' é a interseccao dos conjuntos A e B.
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Introducao a teoria dos conjuntos

Definigao 1.3. A intersecgcdo (ou intersec¢ao) dos conjuntos A e B ¢
dada por:
ANB={x|z€ Aexec B}.

Quando AN B =0 dizemos que os conjuntos A e B sdao disjuntos.

Exemplo 1.14. Dados os conjuntos A = {2,4,8}, B = {2,5,8}, C =
{3,2,1} e D = {1}. Podemos calcular AN B e C' N D da sequinte forma:

AN B ={2,8},
cnD={1}.

Agora, considere os conjuntos E = {n,\/2} e F = {3,4}. Nesse caso, temos
que ENFEF =0, ou seja, os conjuntos E e F ndo possuem elementos em
comum.

Exemplo 1.15. Recordando que um losango € um paralelogramo com quatro
lados de mesma medida e um retangulo € um paralelogramo que tem quatro
angulos retos. Denotando, respectivamente, por L e R os conjuntos dos
losangos e dos retangulos, temos:

L ={x | x € um paralelogramo com 4 lados de mesma medida} e
R ={x | x € um paralelogramo com 4 angulos retos}.

A intersecao entre esses dois conjuntos € formada pelos elementos que sao
paralelogramos com 4 lados de mesma medida e com 4 angulos retos, ou seja,
¢ o conjunto formado pelos quadrados. Em notacao de conjuntos, podemos
escrever:

Q=LNR={x]|x éum quadrado}.

[1P%R]

O conectivo “e” na légica matematica possui a propriedade de associ-
atividade e comutatividade. As propriedades a seguir sao demonstradas
aplicando somente a definicao de interseccao entre conjuntos e as proprie-

[P

dades do conectivo “e”.
Proposicao 1.4. Dados A, B e C' conjuntos nao vazios.
(a) AN B = BN A, (propriedade comutativa)
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(b) (ANB)NC =AN(BNC); (propriedade associativa)
(c) ANA=A AnD=10;
(d) AnB=Ase ACB.

Demonstracao: Exercicio. ([l

De modo andlogo ao feito para a uniao entre conjuntos, a propriedade
associativa na interseccao entre conjuntos garante que podemos realizar
a interseccao entre mais de dois conjuntos, ou seja, AN BNCND =
(AN B)N(CN D). Para isso, calculamos inicialmente os conjuntos (AN B)
e (C'N D) e, em seguida, calculamos (AN B) N (C'N D).

Exemplo 1.16. Considerando os conjuntos
A={a,b,c,4,56}, B={1,2,3,4,5,6,b,¢,d,e},

C =1{4,5,6,7,8,9,a,b,¢c,d,e} e D={0,1,2,3,4,a,b,c,d},
podemos observar que a intersec¢io entre A e B € o conjunto {b,c,4,5,6}.
Em sequida, ao realizarmos a intersecao com C', obtemos novamente o con-
gunto {b,c,4,5,6}, ou seja, (ANB)NC =ANBNC = {b,c,4,5,6}. Por
fim, ao realizarmos a intersecao com o conjunto D, chegamos ao conjunto
{4,b,¢}, ou seja, (ANBNC)ND=ANBNCND={4,b,c}.

Na teoria dos conjuntos, as operagoes uniao e interseccao admitem certas
similaridades com as operacoes algébricas adicao e multiplicacao. Mais pre-
cisamente, sabendo que a lei de distributividade é valida para os conetivos

W

“ou” e “e”, as propriedades distributivas para conjuntos seguem aplicando
as propriedades dos conectivos na definigao de cada conjunto.

Proposicao 1.5. Sejam A, B e C conjuntos, entao as propriedades distri-
butivas sao vdlidas, ou seja,

(a) AuU(BNC)=(AuB)N(AUC);
(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
Demonstracao: Exercicio. O

As demonstracoes das Proposicoes 1.3, 1.4 e 1.5 ficam a cargo do leitor.
Por conveniéncia, estao disponiveis no link https://youtu.be/I6p08siZNr8.
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1.5.2 Conjunto diferenca
Sejam os conjuntos
A=1{0,1,3,4,5,6,8,9} e B=1{6,7,8,9,10}.

Observe que o conjunto {0, 1,3,4,5}, é formado pelos elementos de A “me-

2

nos” os elementos de B. A formalizagao desse conceito vem da seguinte
defini¢ao:

Definicao 1.4. Dados os conjuntos A e B, dizemos que o conjunto di-
ferenca entre A e B € o conjunto formado pelos elementos de A que nao
pertencem ao conjunto B, ou seja,

A—-B=A\B={z|zx€Aex ¢ B}

Ambas as notagoes, “A — B” e “A\ B”, sao bastantes empregadas em
matematica. Neste texto, optamos pela notacdo A — B para expressarmos
a diferenca entre A e B.

Exemplo 1.17. Dados os conjuntos A = {3,2,1} e B = {0, 1,5}, note que
A—B =1{3,2} e B—A = {0,5}. Observe que, em geral, A—B # B—A. Ou
seja, a propriedade comutativa nao € vdlida para a diferenca entre conjuntos.

Exemplo 1.18. Sejam os conjuntos A = {3,2,1} e C = {4,5,6}. Entao,
A-C=1{321}=Ae

C—A={4,56}=C.

Observe que, com esses dados, nao podemos assegqurar a sequinte afirmag¢ao:
A—C = A entao C = ().
Observacgao 1.5. Seja A um conjunto qualquer. Entao A — () = A, pois
A-D={z|zeAex g}
ex & € uma sentenca verdadeira para qualquer elemento do conjunto A.
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Observacgao 1.6. Dados A e B conjuntos ndo vazios. Se A— B = (), entao
A = B. De fato, se A # B, entdao existe x € A tal que v ¢ B, ou seja,
A — B # 0. Aplicando a lei contrapositiva, obtemos o desejado. A hipdtese
para que os conjuntos sejam nao vazios seque do fato de que ) — B = () para
qualquer conjunto B # ).

Exemplo 1.19. No caso com os conjuntos A = {3,2,1}, B ={1,2,3} e
C ={1,2,3,4,5}, temos
A-—B={z|zcAex¢gB}=0e
A-C={x|zeAexgC}=0.
A partir desse exemplo, A— B = A—C e B # C, ou seja, a sentenga
A—B=A—-C= B=CC ¢ falsa.
Exemplo 1.20. Dados os sequintes conjuntos:
A ={a,b,c,d},B={b,c,d,e, f},
C={1,b},D=1{2cd.e f}.E=1{37509}

Podemos aplicar a operacao de diferenca entre conjuntos para obter os se-
guintes resultados:

e A— B = {a}: FEsse resultado significa que o conjunto resultante da
diferenca de B em relagao a A contém somente o elemento a, pois ele
pertence a A, mas nao pertence a B.

e O — D = {1,b}: Nesse caso, a diferenca entre D e C' resulta no con-

gunto {1,b}, pois esses elementos pertencem a C, mas nao pertencem
aD.

o E—{} =1{3,7,5,9}: A diferenca do conjunto vazio com qualquer con-
Junto resulta mo préprio conjunto, pois nao hd elementos para serem
removidos.

Observagao 1.7. Da Definicao 1.4, temos que o conjunto A contém A— B
para qualquer conjunto B, ou seja, A — B C A.

Observagao 1.8. Os conjuntos A — B, AN B e¢ B — A sado dois a dois
disjuntos, ou seja, (A — B)N(ANB) =0, A—B)Nn(B—-A) =0 e
(B—A)N(AnB)=0.
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1.5.3 Conjunto complementar

Quando a diferenca entre dois conjuntos é por meio de um conjunto e
um subconjunto deste, essa operagao ¢ conhecida como conjunto comple-
mentar. Mais precisamente,

Definicao 1.5. Dados os conjuntos A e B tais que A C B, o conjunto
complementar de A em relagao a B € definido por:

2=B-A={z|zc€BexdA}

Fixado um conjunto universo U, o complementar do conjunto A em
relacao a U é o conjunto

f=A%={z|reUexg Ay ={z|x¢gA}.
Usaremos sempre a notacdo A para representar Gi}.

Observagao 1.9. O conjunto diferenca entre os conjuntos A e B € igual
a intersecgcao de A com o complementar de B. De fato, v € A — B, se, e

somente se, t € A e x € B, se, e somente se, t € A e x € B¢. Portanto,
A—-B=AnNB".

Exemplo 1.21. Sejam A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e B = {2,4,6,8},
entao

B_la|zeAergB}y=1{01,3,5709}.

Exemplo 1.22. Dados A = {2,4,6} ¢ B = {1,2,5}. Note que B — A =
{1,5}. Mas nao podemos chamar B — A de conjunto complementar de B

em relacdo a A pois A ¢ B, ou seja, a condicdo essencial para determinar
B ¢ de que A C B.

Observagao 1.10. A uniao de qualquer conjunto A com seu complementar
AC € igual ao conjunto universo, ou seja, AU AC = U. Além do mais, o
conjunto A e seu complementar sao disjuntos, isto é, AN A® = 0.

Observacgao 1.11. O complementar do conjunto universo é o conjunto va-

210 e o complementar do conjunto vazio € o conjunto universo, ou Seja,
UC=0ed°=0U.

Observacao 1.12. O complementar do conjunto complementar de A € o
proprio conjunto A, isto €, (AC)C = A.
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