GERMAN LOZADA CRUZ

NUMEROS REAIS

D

Blucher




NUMEROS REAIS

German Lozada Cruz



Ntmeros reais
© 2023 German Lozada Cruz
Editora Edgard Bliicher Ltda.

Publisher Edgard Bliicher

Editor Eduardo Bliicher

Coordenacdo editorial Jonatas Eliakim
Producdo editorial Ariana Corréa
Revisdo de texto Mauricio Katayama
Capa Laércio Flenic

Imagem da capa iStockphoto

Editora Blucher

Rua Pedroso Alvarenga, 1245, 4° andar
CEP 04531-934 Sdo Paulo SP Brasil
Tel.: 55 11 3078-5366
contato@blucher.com.br

www.blucher.com.br

Segundo o Novo Acordo Ortografico, conforme 6. ed. do Vocabuldrio Ortogrdfico da Lingua
Portuguesa, Academia Brasileira de Letras, julho de 2021. E proibida a reproducio total ou parcial
por quaisquer meios sem autorizagdo escrita da editora. Todos os direitos reservados pela Editora

Edgard Bliicher Ltda.

Dados Internacionais de Catalogacao na Publicagdo (CIP)

Angélica Ilacqua CRB-8/7057

Cruz, German Lozada
Numeros reais / German Lozada Cruz. - Sdo Paulo : Blucher, 2023.
112 p.:il.
Bibliografia
ISBN 978-65-5506-755-2
1. Matemdtica Estudo e ensino 2. Nimeros reais I. Titulo

23-1717 CDD 510.07

Indice para catalogo sistematico: 1. Matemética Estudo e ensino



Conteudo

1 Os nimeros reais: propriedades algébricas

1.1
1.2
1.3
1.4

Inducdo matemdtica . . . . . . .. ... Lo
Exercicios . . . . . . . . .
NUMEroSreais . . . . v v v v v v e e e e e e e e

Exercicios . . . . . . . . .o

2 Os numeros reais: propriedades de ordem

2.1 Relagdodeordem . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
2.2 EXxercicios . . . . . ...
2.3  Meétodo grafico da regra dos sinais para resolver inequagdes . . . . .
24 Exercicios . . . . . . ...
2.5 Inequagdes envolvendoradicais . . . . . . . .. .. .. ... ..
2.6 Exercicios . . . . . . ...
277 Valorabsoluto . . . . . . . ...
2.8 Exercicios . . . . . . ...
2.9 O maior inteiro de um ndmeroreal . . . . . .. .. ... ... ...
2.10 Exercicios . . . . . . . ..o

3 Os nimeros reais: completude

3.1
32
33
34

Cotas superiores e inferiores . . . . . .. ... ... ... .....
Exercicios . . . . . . . ...
Axiomadosupremo. . . . . .. ...

Exercicios . . . . . . . . .

13
14
23



8 Conteudo

Solucio de alguns exercicios 99
Referéncias 109

Indice remissivo 111



Capitulo 1

Os numeros reais: propriedades

algébricas

Neste capitulo vamos ver brevemente alguns resultados importantes sobre os
nimeros reais. Assumiremos conhecido o conjunto dos ndmeros naturais, o qual é
denotado por IN = {1,2,3,---},! o conjunto dos niimeros inteiros, o qual é denotado
por Z = {---,—-2,—1,0, 1,2,---}2 e o conjunto dos numeros racionais, o qual é

denotado por Q = {g :p.q€Z,q+#0}3

1.1 Inducao matematica

A teoria dos niimeros naturais pode ser obtida a partir de trés axiomas, chamados
axiomas de Peano. O estudo detalhado dessa teoria estd além dos propdsitos deste
texto. Por isso, vamos partir de outro ponto: vamos admitir conhecidas as operacdes

de adi¢do, suas propriedades algébricas e a ordem dos nimeros naturais.

Definicdo 1.1.1 Seja & # N < N. Dizemos que ny € N é o menor elemento (ou

elemento minimo) de N se ny < n para todo n € N.

'A notagio IN vem da palavra natural. Alguns autores também chamam os niimeros naturais de
nimeros inteiros positivos.

2 A notaciio Z vem da palavra alema Zahl, que significa nimero.

3 A notagio Q vem da palavra quociente.
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A partir dessa definicdo, podemos concluir que, se mg e ng sao elementos
menores de N, entdo tem-se mg < ng € ng < mg, donde my = ng. Portanto, o

elemento menor de um subconjunto dos nimeros naturais € Unico.

Um resultado de grande importancia em IN é o chamado principio da boa

ordenagdo.

Principio da boa ordenac¢ao (PBO).
Todo subconjunto A — N ndo vazio possui um menor elemento de A, isto é, existe
no € A tal que ny < n, Vne A.
Demonstracdo. Para cada nimero n € IN denotemos por I, = {1,2,--- ,n}.
e Se 1 €A, entdo 1 sera o elemento menor de A.
e Se 1 ¢ A, entdo consideremos o conjunto X = {ne IN: [, c N\A}.
Como I} = {1} < IN\A segue que 1 € X. Por outro lado, como A # f segue que
X # IN. Logo, existe n€ X tal que n+ 1 ¢ X. Entdo I, c IN\A, mas np =n+ 1 € A.
Afirmamos que ng € o menor elemento de A. De fato, suponhamos que existe
leAtalquel <n+1. Logol <n,dail € X, ouseja, [ ¢ A, o que € um absurdo.

Portanto, ng € o menor elemento de A. o
Exemplo 1.1.2 Ndo existe niimero natural n tal que 0 < n < 1.

Solucgdo. Definamos A = {n € IN : 0 < n < 1}. Vamos mostrar que A = (.
Suponhamos que A # ¢, logo, pelo principio da boa ordenagdo, A possui elemento
menor que denotaremos por a. Assim, 0 < a < 1. Multiplicando essa desigualdade
por a temos 0 < a®> < a < 1. Logo a” é elemento menor de A e é menor que a, mas

isso € um absurdo, pois a € elemento menor de A. Portanto, A = . o

Um resultado que € importante em toda a matemadtica € o principio da indugdo
finita. Ele € a base de um eficiente método de demonstracdo de proposi¢cdes

referentes aos numeros naturais.

Principio da inducio finita. Seja P(n) uma propriedade referente ao niimero
natural n. Suponhamos que:

(i) P(1) é vdlida.

(ii) Para todo n € N, a validade de P(n) implica a validade de P(n+ 1).
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Entdo P(n) € valida qualquer que seja o niimero natural n.

Demonstracao. Denotemos por S = {n € IN : P(n) é falsa} e vamos mostrar que S =
&¥. Suponhamos que S # (J. Pelo principio da boa ordenagdo, S possui elemento
menor que denotaremos por ng. Por (i), ng # 1, logo ng > 1. Como ng é elemento
menor, segue que ng— 1 ¢ S, ou seja, P(np— 1) é verdadeira. Por (ii) segue que P(ng)
também ¢é verdadeira, ja que ng = (ngp — 1) + 1. Isso é uma contradi¢do. Portanto

S=. o

n(n+1).

Exemplo 1.1.3 Prove que 1 +2+---+n= =5

Solucio. Seja P(n) a afirmacdo dada, i.e.,

) _ n(ntl)
P(n):1+2+4--+n="252

Provaremos que P(n) é valida para todo natural 7.

1(1+1
i p(y: 1= X ; ),
(ii) Suponhamos que P(n) vale (hipétese de indugdo). Vamos provar que P(n + 1)

também vale. De fato,

1424 4n+(n+1)="00 4 i

=(n+1)(5+1)
(n+D)[(n+1)+1]
2

Portanto,P(n + 1) é verdade. Logo, P(n) é vélida para todo n € IN. o

Exemplo 1.1.4 (Desigualdade de Bernoulli) Para todo niimero real x > —1 e todo
ne N tem-se

(I+x)">1+nx (1.1.1)

Demonstracdo. Seja P(n) a afirmagdo dada, i.e., P(n) : (1 +x)" > 1 +nx, x> —1,
Vne IN.

(i) Se n = 1, claramente vemos que P(1) vale, ja que 1 +x > 1 +x, para todo x > —1.
(ii) Suponhamos que P(n) é verdadeira, i.e., (1+x)" > 1 4 nx (hipdtese de inducao).

(iii) Vamos mostrar que P(n + 1) é verdadeira sempre que P(n) seja verdadeira.
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De fato,

(1+x)"" = (1+x)(1+2)" = (1 +x)(1 + nx)

2

>1+nx+x+nx" =214+ (n+1)x

Portanto, P(n+ 1) é verdadeira. Logo, pelo principio da indugdo finita, temos que
P(n) vale para todo n € IN, ou seja, a desigualdade de Bernoulli (1.1.1) vale para

todo n € IN. o

Exemplo 1.1.5 Seja f:INx N — N tal que f(x+y) = f(x)f(y), paratodo x,y € N.
Seja a = f(1). Mostre que

f(n)=4d", YneN. (1.1.2)

Solucdo. Seja a afirmacdo P(n) dada por P(n) : f(n) = a".

(i) Se n = 1, claramente vemos que P(1) é verdade, pois f(1) = a, por defini¢go.
(ii) Suponhamos que, para n = k, P(k) é verdadeira (hipétese de indugdo), isto é,
f(k) = d*.

(iii) Vamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira sempre que P(k) seja verdadeira.

De fato, observe que

flet1) = f(k)£(1) = a“a = a**".

Portanto, P(k + 1) é verdade. Logo, pelo principio da indugao, temos que P(n) vale

para todo n € IN, i.e., a equacdo (1.1.2) vale para todo n € IN. =

Exemplo 1.1.6 Demonstre que o niimero n(n+ 1)(n+5) é um muiltiplo de 3 para
todo n e IN.

Solucgio. Denotemos por P(n) : n(n+1)(n+5) é maltiplo de 3.
(i) Se n = 1, claramente vemos P(1) é verdade, pois 1-2-6 =12 =3-4.
(ii) Suponhamos que, para n = k, P(k) é verdade (hipétese de indugio).

(iii) Vamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira sempre que P(k) seja verdadeira.
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De fato, denotemos por k(k+ 1)(k+5) =3[, onde € N. Agora

(k+1)(k+1+1)(k+14+5)=(k+1)[(k+1)+1][(k+5)+ 1]
[k(k+1)+k+k+1+1][(k+5)+1]

[k(k+1)+2(k+1)][(k+5)+1]

k(k+1)(k+5)+k(k+1)

+2(k+1)(k+5+1)

=31+ (k+1)(k+2(k+6))

=31+3(k+1)(k+4)

= 3m,

onde m =1+ (k+1)(k+4) € N. Portanto, P(k+ 1) é verdade. Logo, P(n) vale para

todo n € IN, ou seja, n(n+ 1)(n+5) é um miltiplo de 3 para todo n € IN. o

1.2 Exercicios

1. Usando o PBO, mostre que o conjunto A = {me IN : 7 < m < 8} é vazio.

2. Usando o PBO, mostre que o conjunto A = {me IN: n <m < n+ 1} é vazio,

onde n € IN.
3. Mostre que 12+22+32+---+n2=wparatodone]l\ﬁ
4. Mostre que 13+23+33+---+n3=’12(’14—+1)2paratodone]N.
5. Mostrequeﬁvt%—i—---—km:n"ﬁparatodone]N.

6. Seja x € R. Mostre que x+x + ---x = nx, para todo n € IN.
—

n—vezes

_ 10"—1
9

7. Mostre que 111---1 para todo n € IN.
-~

nl's

4

oo

n
. Mostre que, para cada n € IN, o nimero S, = >, k! é impar.
k=1

4k! é o fatorial de n e é dado por k! = k(k—1)(k—2)---2-1.
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9. Mostre que n < 3" para todo n € IN.
10. Mostre que n! < n'"* para todo n € IN.
11. Mostre que 12 +2% + .- +n? > ”3—3, Vne N.
12. Mostre que, se 0 < a < b, entdo 0 < a”"* < b" paratodo n e IN.
13. Mostre que, para cada n € IN, o ndmero 8" — 3" ¢ divisivel por 5.
14. Mostre que 8" +2-7" — 1 € divisivel por 7 para todo n € IN.

15. Mostre que, para cada n € IN, o niimero n® + (n+ 1) 4 (n+2)* é miltiplo de
3.

1.3 Numeros reais

5

O conjunto dos ndmeros reais® serd denotado por R. Neste conjunto estdo

definidas duas operagdes binarias,® chamadas de adicdo (+) e multiplicagio (-).

A adicao denotada por a € definida por

a: RxR —R
(x,y) —a(x,y) =x+y(soma)

e satisfaz as seguintes propriedades:
(a1) x+y=y+x, Vx,y,z€ R (comutatividade).
(a2) (x+y)+z=x+(y+2), Vx,y,z€ R (associatividade).

(a3) Existéncia de elemento neutro da adicdo. Existe um elemento em R

denotado por 0 tal que para todo x € R tem-se x + 0 = x.

(aq) Existéncia de elemento inverso (oposto) da adi¢do. Para cada x € R existe

um elemento em R denotado por —x tal que x + (—x) = 0.

> A notagio R vem da palavra real.
®Uma operagio binaria R é uma fung¢io f: R x R — RR.
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A multiplicacido denotada por m é definida por

m: RxR — 1R
(x,y) —m(x,y) =x-y=xy(produto)

e satisfaz as seguintes propriedades:
(my) xy = yx, Vx,y,z € R (comutatividade).
(mp) (xy)z =x(yz), Vx,y,z € R (associatividade).

(m3) Existéncia de elemento neutro da multiplicacdo. Existe um elemento em

R que denotamos por 1, 1 # 0 tal que x- 1 = x,Vx e R.

(m4) Existéncia de elemento inverso da multiplicacio Para todo x # 0 existe

rleRtalquex-x~!=1.
(ms) x(y+2z) = xy+xz, Vx,y,z€ R (distributividade).

O conjunto dos ntimeros reais acrescido das operacOes bindrias de adicdo e
multiplicagdo (R, +,-) satisfazendo as propriedades acima é dito de corpo dos

numeros reais.

Dos axiomas acima, resultam todas as regras familiares de manipulacdo com os
numeros reais. Por exemplo, da comutatividade segue que 0 +x =xe —x+x =0,
Vx € R. Analogamente 1 -x =xe x~!-x = 1 quando x # 0.

A soma x + (—y) serd indicada por x —y e chamada a diferenca entre x e y. Se

y # 0, o produto x -y~ !

serd indicado por ¥ & chamado o quociente de x por y.
As operagoes R x R 3 (x,y) — x—y g R(diferenga) e R x (R\{0}) > (x,y) —
Te R(quociente) chamam-se, respectivamente subtragdo e divisdo.
Evidentemente, a divisdo de x por y s6 faz sentido quando y # 0, pois o nimero

0 ndo possui inverso multiplicativo.
Teorema 1.3.1 Os elementos neutros aditivo e multiplicativo sdo tinicos.
Demonstracao. Suponhamos que existem 0 e 0’ em R tal que

x+0=x,Vxe R
x+0 =x,VxeR.
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Agora, 0’ = 0’ + 0, pois 0 é elemento neutro. Por outro lado, 0’ também € elemento
neutro aditivo, assim 0/ = 0" +0 = 0, logo 0/ = 0.

Suponhamos que existem 1 e 1’ em R tal que

x-1=x,YxeR
x-1"=x,VxeR.

Agora, 1’ = 1'-1, pois 1 é elemento neutro multiplicativo. Por outro lado, 1’

também € inverso multiplicativo, assim, 1’ =1"-1 =1, logo 1’ = 1. O
Teorema 1.3.2 Os elementos oposto e inverso sdo unicos.

Demonstracao. Suponhamos que:

eR:x+y=0
VreR,3{° Y

yeR:x+y =0.
Se x+y' =0, entdo

x+y +y=0+y
0+)y =y

/
y =Y
Suponhamos que:

eR:xy=1
VxeRox 034" Y
yeR:xy =1.

Se xy’ = 1, entdo

W )y=1yesly=ys)y=y

Teorema 1.3.3 x-0=0, Vxe R.
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Demonstracao. Seja x € R. Observe que
x04+x=x-0+x-1=x(0+1)=x-1=ux.

Disto, segue que x-0 +x = x. Somando o oposto de x em ambos os lados desta
tltima igualdade, temos (x-0+x) + (—x) = x+ (—x) = 0. Assim, temos x-0+0 =0

e, portanto, x-0 = 0. o
Teorema 1.3.4 Para todo x € R, tem-se —x = (—1)x.
Demonstracao. Seja x € R. Observe que

x+(=Dx=[1+(=1)Jx=0x=0.

Disto, segue que x + (—1)x = 0. Logo, pela unicidade do elemento oposto de x,

segue que (—1)x = —x. o
Corolario 1.3.5 Se x,y € R, entdo x(—y) = (—x)y = —(xy).

Demonstracao. Sejam x,y € R. Observe que

x((=1)y) = x(=1Dy = ((=1)x)y = (—x)y
= ((=Dx)y = (=1)(xy) = —(xy).

x(—y)

Teorema 1.3.6 Para todo niimero real x tem-se —(—x) = x.

Demonstracao. Sabemos que o oposto de x é —x e satisfaz x + (—x) = 0. Agora,

de (—x) +x = 0, segue que x € o oposto de —x, ou seja x = —(—x). o
Teorema 1.3.7 Se x,y € R, entdo (—x)(—y) = xy.
Demonstracao. De fato, observe que do Coroldrio 1.3.5 segue que

(=0)(=y) = =(x(=y)) = = (= () = 2w,

onde na ultima igualdade usamos o Teorema 1.3.6. a
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Teorema 1.3.8 Se 0 # xe R, entdo (x ')~ = x.

Demonstracao. Sabemos que o inverso multiplicativo de x satisfaz

De x~!-x = 1 e do fato de o inverso multiplicativo ser tinico, segue que x = (x~ )~

[m]

Teorema 1.3.9 Sejam x,y € R. Entdo xy = 0 se, e somente se, x =0 ouy = 0.

Demonstracido. =] De fato, suponhamos que y # 0. Logo existe y~!

1

€ IR tal que

y-y I =y~1.y=1. Agora, de xy = 0 temos
(o)y™ =0y~
x(y™h) =

x-1=0
x=0.

Analogamente, assumindo que x # 0, obtém-se y = 0. Portanto, se xy = 0, temos
x=0ouy=0.

«<|Sex=0,entdoxy=0-y=0o0u,sey=0,entdo xy =x-0=0. D
Exemplo 1.3.10 Resolver a equacio x*> —6x—7 = 0.
Solucdo. Fatorando a expressdo quadritica x> — 6x — 7 obtemos
X —bx—T=(x+1)(x—7)
Assim,

P—bx—T=0< (x+1)(x—=7)=0
<x+1=00ux-7=0

sx=—-—1oux=7.
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Exemplo 1.3.11 Se x> = y?, entdo x = +y.

Solucao. De fato, somando e subtraindo xy na hipétese, temos

2—xy+xy—y2

0=x2—y2=x
0=x(x—y)+y(x—y)

0=(x+y)(x—y)

Logo, do Teorema 1.3.9 segue que x +y =0 oux—y =0, ou seja, x =y oux = —y.

Exemplo 1.3.12 Resolver a equagcio x> +8x—9 = 0.

Solucdo. Para resolver a equacdo vamos completar quadrados. De fato,

¥ +8x—9=0<x?+8x+4% =9 +4?
o (x+4)r =25
o (x+4)2-52=0
< (x+4-5)(x+4+5)=0
< (x—1)x+9) =0

< x=1 ou x=-9.

Teorema 1.3.13 (Cancelamento para a adicao) Se x+y=z+y, paratodo x,y,z€

R, entdo x =z

Demonstracao. Observe que se

X+y=2z+y
x+y+(—=y)=z+y+(-y)
x+0=2z+0
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Teorema 1.3.14 (Cancelamento para a multiplicacdo) Sejam x,y,z€ R. Se xz =

yzez#0, entdo x = y.

Demonstracao. Se x = 0, entdo xz = 0. Logo, yz = 0. Dai, y =0, ja que z # 0.
Portanto, x =0 = y.
Se x # 0, entdo xz # 0, ja que z # 0. Logo, yz # 0. Por outro lado, como z # 0,

existe 77! # 0. Daf,

—1 —1

xz=yz= (x2)77 = (v2)z = x(zz ) = y(zz )

=x-1l=y-l=x=y.

Exemplo 1.3.15 Sejam x,y € R. Mostre que —x—y = —(x+y).

Solucao. Denotemos por z = x +y. Assim,

2+ (=x—y)=x+y+(—x—y)
=x+y+(—=x)+(-y)
=x+(—x)+y+(-y)
=0+0=0
e, como o inverso aditivo de z é tnico, segue que —x—y = —(x+y). o

Exemplo 1.3.16 Sejam x,y € R. Se xy # 0, entdo mostre que

(y) =y =y

Solucio. Denotemos por z = xy. Assim,

2oy = oy ly T =yl )y !

Oy N ) =1-1=1

1 1

e, como o inverso aditivo de z € tnico, segue que 7 = x! y_l, isto é, (xy)™' =

x_ly_l. o
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Método de completar quadrados’
E um procedimento prdtico de transformar uma expressio quadritica geral
ax? + bx+c, onde a,b,c € R com a # 0, na forma

ax®* + bx+c = a(x+h)? £k,

onde h,k € R.

Vejamos os seguintes casos:
Casol.a=1.

Neste caso, temos a expressio quadratica particular x> + bx + ¢ e fazemos:

~ (e

) -
5 e

W 4bx+c=x2 +bx+(

=(xi)

(

Caso2.a# 1.

Neste caso, temos a expressio quadratica geral ax” + bx + ¢ e fazemos:

ax®> +bx+c = a[x2
o (5) - (4)°] e

=a[<xi2%>2—<zé> |+e.

Exemplo 1.3.17 Complete quadrados na expressio quadrdtica x> + 4x + 8.

Soluc¢iio. Como o coeficiente a de x> na expressio quadrdtica é 1, entdo estamos no

Caso 1. Observe que b =4 e ¢ = 8, assim b/2 = 2. Logo

Prax+8=(x+2)— (8 +c
= (x+2)%-22+8

2 . p —b++/b2—4ac ~
7Usando esse método obtemos a conhecida férmula de Bhaskara, x = W, que sdo as

raizes da equacio ax® + bx +c = 0.
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Exemplo 1.3.18 Complete quadrados na expressio quadrdtica x> — 6x — 7.

Solucdo. Como o coeficiente a de x* na expressio quadritica é 1, entdio estamos no

Caso 1. Neste caso, temos b = —6 e ¢ = —7, assim b/2 = 3. Logo

¥ —bx—7= (x—%)z— (%)z—i-c
=(x—3)2-3*-7

Exemplo 1.3.19 Complete quadrados na expressio quadrdtica 3x* + 4x — 1.

Soluciio. Como o coeficiente a de x? na expressio quadratica é a = 3, entiio estamos
no Caso 2. Observe que b =4 e ¢ = —1. Assim b/2a = 4/6 = 2/3. Logo,

s[x+37- (3] -1

—%—1=3(x+%)2—%.

O8]
=
_l’_
N
=
|
—
|
[Y)
—
=
~— Wi
=
~—
|
—
|
Wl

Exemplo 1.3.20 Completar quadrados na expressio quadrdtica 3x* — 17x + 20.

Solucdoe. Como o coeficiente a de x” na expressio quadritica é a = 3, entdo estamos
no Caso 2. Observe que b = —17 e ¢ = 20, assim b/2a = 17/6. Logo,

32— 17x+20 = (x2
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3x—%)" -3
=3(x—17)2 - 28 4 20
=309 - %



Esta obra apresenta o estudo das propriedades basicas
dos nimeros reais, desde o ponto de vista algébrico,
da ordem que apresentam os elementos dos conjuntos dos
nuimeros reais, até o ponto de vista da completude. Ela esta
direcionada aos alunos ingressantes nos cursos de matematica e
também aos de engenharia.

i %‘3
N i

0675

Blucher



GERMAN LOZADA cRryz

Clique aqui e:

NUMEROS REAIS
VEJA NA LOJA

Blucher

Nimeros reais

German Jesus Lozada Cruz

ISBN: 9786555067552
Paginas: 112

Formato: 24 x 17 cm
Ano de Publicacao: 2023



https://www.blucher.com.br/numeros-reais-9786555067552



