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Capítulo 1

Os números reais: propriedades
algébricas

Neste capítulo vamos ver brevemente alguns resultados importantes sobre os

números reais. Assumiremos conhecido o conjunto dos números naturais, o qual é

denotado porN“ t1,2,3, ¨ ¨ ¨ u,1 o conjunto dos números inteiros, o qual é denotado

por Z “ t¨ ¨ ¨ ,´2,´1,0,1,2, ¨ ¨ ¨ u2 e o conjunto dos números racionais, o qual é

denotado por Q“
 p

q : p,q P Z, q ‰ 0
(

.3

1.1 Indução matemática

A teoria dos números naturais pode ser obtida a partir de três axiomas, chamados

axiomas de Peano. O estudo detalhado dessa teoria está além dos propósitos deste

texto. Por isso, vamos partir de outro ponto: vamos admitir conhecidas as operações

de adição, suas propriedades algébricas e a ordem dos números naturais.

Definição 1.1.1 Seja H ‰ N Ă N. Dizemos que n0 P N é o menor elemento pou

elemento mínimoq de N se n0 ď n para todo n P N.

1A notação N vem da palavra natural. Alguns autores também chamam os números naturais de

números inteiros positivos.
2A notação Z vem da palavra alemã Zahl, que significa número.
3A notação Q vem da palavra quociente.
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10 Os números reais: propriedades algébricas

A partir dessa definição, podemos concluir que, se m0 e n0 são elementos

menores de N, então tem-se m0 ď n0 e n0 ď m0, donde m0 “ n0. Portanto, o

elemento menor de um subconjunto dos números naturais é único.

Um resultado de grande importância em N é o chamado princípio da boa

ordenação.

Princípio da boa ordenação (PBO).

Todo subconjunto A Ă N não vazio possui um menor elemento de A, isto é, existe

n0 P A tal que n0 ď n, @n P A.

Demonstração. Para cada número n PN denotemos por In “ t1,2, ¨ ¨ ¨ ,nu.

‚ Se 1 P A, então 1 será o elemento menor de A.

‚ Se 1 R A, então consideremos o conjunto X “ tn PN : In ĂNzAu.

Como I1 “ t1u ĂNzA segue que 1 P X . Por outro lado, como A ‰ H segue que

X ‰N. Logo, existe n P X tal que n ` 1 R X . Então In ĂNzA, mas n0 “ n ` 1 P A.

Afirmamos que n0 é o menor elemento de A. De fato, suponhamos que existe

l P A tal que l ă n ` 1. Logo l ď n, daí l P X , ou seja, l R A, o que é um absurdo.

Portanto, n0 é o menor elemento de A. ˝

Exemplo 1.1.2 Não existe número natural n tal que 0 ă n ă 1.

Solução. Definamos A “ tn P N : 0 ă n ă 1u. Vamos mostrar que A “ H.

Suponhamos que A ‰ H, logo, pelo princípio da boa ordenação, A possui elemento

menor que denotaremos por a. Assim, 0 ă a ă 1. Multiplicando essa desigualdade

por a temos 0 ă a2 ă a ă 1. Logo a2 é elemento menor de A e é menor que a, mas

isso é um absurdo, pois a é elemento menor de A. Portanto, A “ H. ˝

Um resultado que é importante em toda a matemática é o princípio da indução

finita. Ele é a base de um eficiente método de demonstração de proposições

referentes aos números naturais.

Princípio da indução finita. Seja Ppnq uma propriedade referente ao número

natural n. Suponhamos que:

piq Pp1q é válida.

piiq Para todo n PN, a validade de Ppnq implica a validade de Ppn ` 1q.
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Então Ppnq é valida qualquer que seja o número natural n.

Demonstração. Denotemos por S “ tn PN : Ppnq é falsau e vamos mostrar que S “

H. Suponhamos que S ‰ H. Pelo princípio da boa ordenação, S possui elemento

menor que denotaremos por n0. Por piq, n0 ‰ 1, logo n0 ą 1. Como n0 é elemento

menor, segue que n0 ´1 R S, ou seja, Ppn0 ´1q é verdadeira. Por piiq segue que Ppn0q

também é verdadeira, já que n0 “ pn0 ´ 1q ` 1. Isso é uma contradição. Portanto

S “ H. ˝

Exemplo 1.1.3 Prove que 1 ` 2 ` ¨¨ ¨ ` n “
npn`1q

2 .

Solução. Seja Ppnq a afirmação dada, i.e.,

Ppnq : 1 ` 2 ` ¨¨ ¨ ` n “
npn`1q

2 .

Provaremos que Ppnq é válida para todo natural n.

piq Pp1q : 1 “
1p1 ` 1q

2
.

piiq Suponhamos que Ppnq vale (hipótese de indução). Vamos provar que Ppn ` 1q

também vale. De fato,

1 ` 2 ` ¨¨ ¨ ` n ` pn ` 1q “
npn`1q

2 ` n ` 1

“ pn ` 1qpn
2 ` 1q

“
pn`1qrpn`1q`1s

2 .

Portanto,Ppn ` 1q é verdade. Logo, Ppnq é válida para todo n PN. ˝

Exemplo 1.1.4 (Desigualdade de Bernoulli) Para todo número real x ě ´1 e todo

n PN tem-se

p1 ` xq
n

ě 1 ` nx (1.1.1)

Demonstração. Seja Ppnq a afirmação dada, i.e., Ppnq : p1 ` xqn ě 1 ` nx, x ě ´1,

@n PN.

piq Se n “ 1, claramente vemos que Pp1q vale, já que 1`x ě 1`x, para todo x ě ´1.

piiq Suponhamos que Ppnq é verdadeira, i.e., p1`xqn ě 1`nx (hipótese de indução).

piiiq Vamos mostrar que Ppn ` 1q é verdadeira sempre que Ppnq seja verdadeira.
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De fato,

p1 ` xq
n`1

“ p1 ` xqp1 ` xq
n

ě p1 ` xqp1 ` nxq

ě 1 ` nx ` x ` nx2
ě 1 ` pn ` 1qx.

Portanto, Ppn ` 1q é verdadeira. Logo, pelo princípio da indução finita, temos que

Ppnq vale para todo n P N, ou seja, a desigualdade de Bernoulli (1.1.1) vale para

todo n PN. ˝

Exemplo 1.1.5 Seja f :NˆNÑN tal que f px`yq “ f pxq f pyq, para todo x,y PN.

Seja a “ f p1q. Mostre que

f pnq “ an, @n PN. (1.1.2)

Solução. Seja a afirmação Ppnq dada por Ppnq : f pnq “ an.

piq Se n “ 1, claramente vemos que Pp1q é verdade, pois f p1q “ a, por definição.

piiq Suponhamos que, para n “ k, Ppkq é verdadeira (hipótese de indução), isto é,

f pkq “ ak.

piiiq Vamos mostrar que Ppk ` 1q é verdadeira sempre que Ppkq seja verdadeira.

De fato, observe que

f pk ` 1q “ f pkq f p1q “ aka “ ak`1.

Portanto, Ppk ` 1q é verdade. Logo, pelo princípio da indução, temos que Ppnq vale

para todo n PN, i.e., a equação (1.1.2) vale para todo n PN. ˝

Exemplo 1.1.6 Demonstre que o número npn ` 1qpn ` 5q é um múltiplo de 3 para

todo n PN.

Solução. Denotemos por Ppnq : npn ` 1qpn ` 5q é múltiplo de 3.

piq Se n “ 1, claramente vemos Pp1q é verdade, pois 1 ¨ 2 ¨ 6 “ 12 “ 3 ¨ 4.

piiq Suponhamos que, para n “ k, Ppkq é verdade (hipótese de indução).

piiiq Vamos mostrar que Ppk ` 1q é verdadeira sempre que Ppkq seja verdadeira.
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De fato, denotemos por kpk ` 1qpk ` 5q “ 3l, onde l PN. Agora

pk ` 1qpk ` 1 ` 1qpk ` 1 ` 5q “ pk ` 1qrpk ` 1q ` 1srpk ` 5q ` 1s

“ rkpk ` 1q ` k ` k ` 1 ` 1srpk ` 5q ` 1s

“ rkpk ` 1q ` 2pk ` 1qsrpk ` 5q ` 1s

“ kpk ` 1qpk ` 5q ` kpk ` 1q

` 2pk ` 1qpk ` 5 ` 1q

“ 3l ` pk ` 1qpk ` 2pk ` 6qq

“ 3l ` 3pk ` 1qpk ` 4q

“ 3m,

onde m “ l `pk `1qpk `4q PN. Portanto, Ppk `1q é verdade. Logo, Ppnq vale para

todo n PN, ou seja, npn ` 1qpn ` 5q é um múltiplo de 3 para todo n PN. ˝

1.2 Exercícios

1. Usando o PBO, mostre que o conjunto A “ tm PN : 7 ă m ă 8u é vazio.

2. Usando o PBO, mostre que o conjunto A “ tm PN : n ă m ă n ` 1u é vazio,

onde n PN.

3. Mostre que 12 ` 22 ` 32 ` ¨¨ ¨ ` n2 “
npn`1qpn`2q

6 para todo n PN.

4. Mostre que 13 ` 23 ` 33 ` ¨¨ ¨ ` n3 “
n2pn ` 1q2

4
para todo n PN.

5. Mostre que 1
1¨2 ` 1

2¨3 ` ¨¨ ¨ ` 1
npn`1q

“ n
n`1 para todo n PN.

6. Seja x PR. Mostre que x ` x ` ¨¨ ¨x
looooomooooon

n´vezes

“ nx, para todo n PN.

7. Mostre que 111 ¨ ¨ ¨1
loomoon

n11s

“ 10n´1
9 para todo n PN.

8. Mostre que, para cada n PN, o número Sn “
n
ř

k“1
k! é ímpar.4

4k! é o fatorial de n e é dado por k! “ kpk ´ 1qpk ´ 2q ¨ ¨ ¨2 ¨ 1.
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9. Mostre que n ă 3n para todo n PN.

10. Mostre que n! ď nn para todo n PN.

11. Mostre que 12 ` 22 ` ¨¨ ¨ ` n2 ą n3

3 , @n PN.

12. Mostre que, se 0 ă a ă b, então 0 ă an ă bn para todo n PN.

13. Mostre que, para cada n PN, o número 8n ´ 3n é divisível por 5.

14. Mostre que 8n ` 2 ¨ 7n ´ 1 é divisível por 7 para todo n PN.

15. Mostre que, para cada n PN, o número n3 ` pn ` 1q3 ` pn ` 2q3 é múltiplo de

3.

1.3 Números reais

O conjunto dos números reais5 será denotado por R. Neste conjunto estão

definidas duas operações binárias,6 chamadas de adição (`) e multiplicação (¨).

A adição denotada por a é definida por

a : RˆR ÑR

px,yq Ñ apx,yq “ x ` ypsomaq

e satisfaz as seguintes propriedades:

pa1q x ` y “ y ` x, @x,y,z PR (comutatividade).

pa2q px ` yq ` z “ x ` py ` zq, @x,y,z PR (associatividade).

pa3q Existência de elemento neutro da adição. Existe um elemento em R

denotado por 0 tal que para todo x PR tem-se x ` 0 “ x.

pa4q Existência de elemento inverso (oposto) da adição. Para cada x PR existe

um elemento em R denotado por ´x tal que x ` p´xq “ 0.

5A notação R vem da palavra real.
6Uma operação binária R é uma função f :RˆRÑR.
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A multiplicação denotada por m é definida por

m : RˆR ÑR

px,yq Ñ mpx,yq “ x ¨ y “ xypprodutoq

e satisfaz as seguintes propriedades:

pm1q xy “ yx, @x,y,z PR (comutatividade).

pm2q pxyqz “ xpyzq, @x,y,z PR (associatividade).

pm3q Existência de elemento neutro da multiplicação. Existe um elemento em

R que denotamos por 1, 1 ‰ 0 tal que x ¨ 1 “ x,@x PR.

pm4q Existência de elemento inverso da multiplicação Para todo x ‰ 0 existe

x´1 PR tal que x ¨ x´1 “ 1.

pm5q xpy ` zq “ xy ` xz, @x,y,z PR (distributividade).

O conjunto dos números reais acrescido das operações binárias de adição e

multiplicação pR,`, ¨q satisfazendo as propriedades acima é dito de corpo dos

números reais.

Dos axiomas acima, resultam todas as regras familiares de manipulação com os

números reais. Por exemplo, da comutatividade segue que 0 ` x “ x e ´x ` x “ 0,

@x PR. Analogamente 1 ¨ x “ x e x´1 ¨ x “ 1 quando x ‰ 0.

A soma x ` p´yq será indicada por x ´ y e chamada a diferença entre x e y. Se

y ‰ 0, o produto x ¨ y´1 será indicado por
x
y

e chamado o quociente de x por y.

As operações RˆR Q px,yq ÞÑ x ´ y P Rpdiferençaq e Rˆ pRzt0uq Q px,yq ÞÑ
x
y

PRpquocienteq chamam-se, respectivamente subtração e divisão.

Evidentemente, a divisão de x por y só faz sentido quando y ‰ 0, pois o número

0 não possui inverso multiplicativo.

Teorema 1.3.1 Os elementos neutros aditivo e multiplicativo são únicos.

Demonstração. Suponhamos que existem 0 e 01 em R tal que

x ` 0 “ x,@x PR

x ` 01
“ x,@x PR.
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Agora, 01 “ 01 ` 0, pois 0 é elemento neutro. Por outro lado, 01 também é elemento

neutro aditivo, assim 01 “ 01 ` 0 “ 0, logo 01 “ 0.

Suponhamos que existem 1 e 11 em R tal que

x ¨ 1 “ x,@x PR

x ¨ 11
“ x,@x PR.

Agora, 11 “ 11 ¨ 1, pois 1 é elemento neutro multiplicativo. Por outro lado, 11

também é inverso multiplicativo, assim, 11 “ 11 ¨ 1 “ 1, logo 11 “ 1. ˝

Teorema 1.3.2 Os elementos oposto e inverso são únicos.

Demonstração. Suponhamos que:

@x PR,D

$

&

%

y PR : x ` y “ 0

y1 PR : x ` y1 “ 0.

Se x ` y1 “ 0, então

x ` y1
` y “ 0 ` y

0 ` y1
“ y

y1
“ y.

Suponhamos que:

@x PR,x ‰ 0,D

$

&

%

y PR : xy “ 1

y1 PR : xy1 “ 1.

Se xy1 “ 1, então

pxy1
qy “ 1 ¨ y ô 1 ¨ y1

“ y ô y1
“ y.

˝

Teorema 1.3.3 x ¨ 0 “ 0, @x PR.
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Demonstração. Seja x PR. Observe que

x ¨ 0 ` x “ x ¨ 0 ` x ¨ 1 “ xp0 ` 1q “ x ¨ 1 “ x.

Disto, segue que x ¨ 0 ` x “ x. Somando o oposto de x em ambos os lados desta

última igualdade, temos px ¨0`xq`p´xq “ x`p´xq “ 0. Assim, temos x ¨0`0 “ 0

e, portanto, x ¨ 0 “ 0. ˝

Teorema 1.3.4 Para todo x PR, tem-se ´x “ p´1qx.

Demonstração. Seja x PR. Observe que

x ` p´1qx “ r1 ` p´1qsx “ 0x “ 0.

Disto, segue que x ` p´1qx “ 0. Logo, pela unicidade do elemento oposto de x,

segue que p´1qx “ ´x. ˝

Corolário 1.3.5 Se x,y PR, então xp´yq “ p´xqy “ ´pxyq.

Demonstração. Sejam x,y PR. Observe que

xp´yq “ xpp´1qyq “ xp´1qy “ pp´1qxqy “ p´xqy

“ pp´1qxqy “ p´1qpxyq “ ´pxyq.

˝

Teorema 1.3.6 Para todo número real x tem-se ´p´xq “ x.

Demonstração. Sabemos que o oposto de x é ´x e satisfaz x ` p´xq “ 0. Agora,

de p´xq ` x “ 0, segue que x é o oposto de ´x, ou seja x “ ´p´xq. ˝

Teorema 1.3.7 Se x,y PR, então p´xqp´yq “ xy.

Demonstração. De fato, observe que do Corolário 1.3.5 segue que

p´xqp´yq “ ´pxp´yqq “ ´p´pxyqq “ xy,

onde na última igualdade usamos o Teorema 1.3.6. ˝
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Teorema 1.3.8 Se 0 ‰ x PR, então px´1q´1 “ x.

Demonstração. Sabemos que o inverso multiplicativo de x satisfaz

x ¨ x´1
“ x´1

¨ x “ 1.

De x´1 ¨x “ 1 e do fato de o inverso multiplicativo ser único, segue que x “ px´1q´1.

˝

Teorema 1.3.9 Sejam x,y PR. Então xy “ 0 se, e somente se, x “ 0 ou y “ 0.

Demonstração. ñs De fato, suponhamos que y ‰ 0. Logo existe y´1 P R tal que

y ¨ y´1 “ y´1 ¨ y “ 1. Agora, de xy “ 0 temos

pxyqy´1
“ 0y´1

xpyy´1
q “ 0

x ¨ 1 “ 0

x “ 0.

Analogamente, assumindo que x ‰ 0, obtém-se y “ 0. Portanto, se xy “ 0, temos

x “ 0 ou y “ 0.

ðs Se x “ 0, então xy “ 0 ¨ y “ 0 ou, se y “ 0, então xy “ x ¨ 0 “ 0. ˝

Exemplo 1.3.10 Resolver a equação x2 ´ 6x ´ 7 “ 0.

Solução. Fatorando a expressão quadrática x2 ´ 6x ´ 7 obtemos

x2
´ 6x ´ 7 “ px ` 1qpx ´ 7q

Assim,

x2
´ 6x ´ 7 “ 0 ô px ` 1qpx ´ 7q “ 0

ô x ` 1 “ 0 ou x ´ 7 “ 0

ô x “ ´1 ou x “ 7.

˝
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Exemplo 1.3.11 Se x2 “ y2, então x “ ˘y.

Solução. De fato, somando e subtraindo xy na hipótese, temos

0 “ x2
´ y2

“ x2
´ xy ` xy ´ y2

0 “ xpx ´ yq ` ypx ´ yq

0 “ px ` yqpx ´ yq

Logo, do Teorema 1.3.9 segue que x ` y “ 0 ou x ´ y “ 0, ou seja, x “ y ou x “ ´y.

˝

Exemplo 1.3.12 Resolver a equação x2 ` 8x ´ 9 “ 0.

Solução. Para resolver a equação vamos completar quadrados. De fato,

x2
` 8x ´ 9 “ 0 ô x2

` 8x ` 42
“ 9 ` 42

ô px ` 4q
2

“ 25

ô px ` 4q
2

´ 52
“ 0

ô px ` 4 ´ 5qpx ` 4 ` 5q “ 0

ô px ´ 1qpx ` 9q “ 0

ô x “ 1 ou x “ ´9.

˝

Teorema 1.3.13 (Cancelamento para a adição) Se x`y “ z`y, para todo x,y,z P

R, então x “ z.

Demonstração. Observe que se

x ` y “ z ` y

x ` y ` p´yq “ z ` y ` p´yq

x ` 0 “ z ` 0

x “ z.

˝
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Teorema 1.3.14 (Cancelamento para a multiplicação) Sejam x,y,z P R. Se xz “

yz e z ‰ 0, então x “ y.

Demonstração. Se x “ 0, então xz “ 0. Logo, yz “ 0. Daí, y “ 0, já que z ‰ 0.

Portanto, x “ 0 “ y.

Se x ‰ 0, então xz ‰ 0, já que z ‰ 0. Logo, yz ‰ 0. Por outro lado, como z ‰ 0,

existe z´1 ‰ 0. Daí,

xz “ yz ñ pxzqz´1
“ pyzqz´1

ñ xpzz´1
q “ ypzz´1

q

ñ x ¨ 1 “ y ¨ 1 ñ x “ y.

˝

Exemplo 1.3.15 Sejam x,y PR. Mostre que ´x ´ y “ ´px ` yq.

Solução. Denotemos por z “ x ` y. Assim,

z ` p´x ´ yq “ x ` y ` p´x ´ yq

“ x ` y ` p´xq ` p´yq

“ x ` p´xq ` y ` p´yq

“ 0 ` 0 “ 0

e, como o inverso aditivo de z é único, segue que ´x ´ y “ ´px ` yq. ˝

Exemplo 1.3.16 Sejam x,y PR. Se xy ‰ 0, então mostre que

pxyq
´1

“ x´1y´1
“ y´1x´1.

Solução. Denotemos por z “ xy. Assim,

zpx´1y´1
q “ pxyqx´1y´1

“ ypxx´1
qy´1

“ pyy´1
qpxx´1

q “ 1 ¨ 1 “ 1

e, como o inverso aditivo de z é único, segue que z´1 “ x´1y´1, isto é, pxyq´1 “

x´1y´1. ˝
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Método de completar quadrados7

É um procedimento prático de transformar uma expressão quadrática geral

ax2 ` bx ` c, onde a,b,c PR com a ‰ 0, na forma

ax2
` bx ` c “ apx ˘ hq

2
˘ k,

onde h,k PR.

Vejamos os seguintes casos:

Caso 1. a “ 1.

Neste caso, temos a expressão quadrática particular x2 ˘ bx ` c e fazemos:

x2
˘ bx ` c “ x2

˘ bx `
`b

2

˘2
´
`b

2

˘2
` c

“
`

x ˘ b
2

˘2
´
`b

2

˘2
` c.

Caso 2. a ‰ 1.

Neste caso, temos a expressão quadrática geral ax2 ˘ bx ` c e fazemos:

ax2
˘ bx ` c “ a

“

x2
˘ b

axs ` c

“ a
”

x2
˘ b

ax `
` b

2a

˘2
´
` b

2a

˘2
ı

` c

“ a
”

`

x ˘ b
2a

˘2
´
` b

2a

˘2
ı

` c.

Exemplo 1.3.17 Complete quadrados na expressão quadrática x2 ` 4x ` 8.

Solução. Como o coeficiente a de x2 na expressão quadrática é 1, então estamos no

Caso 1. Observe que b “ 4 e c “ 8, assim b{2 “ 2. Logo

x2
` 4x ` 8 “

`

x ` b
2

˘2
´
`b

2

˘2
` c

“ px ` 2q
2

´ 22
` 8

“ px ` 2q
2

` 4.

˝

7Usando esse método obtemos a conhecida fórmula de Bhaskara, x “
´b˘

a

b2´4ac
2a , que são as

raízes da equação ax2 ` bx ` c “ 0.
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Exemplo 1.3.18 Complete quadrados na expressão quadrática x2 ´ 6x ´ 7.

Solução. Como o coeficiente a de x2 na expressão quadrática é 1, então estamos no

Caso 1. Neste caso, temos b “ ´6 e c “ ´7, assim b{2 “ 3. Logo

x2
´ 6x ´ 7 “

`

x ´ b
2

˘2
´
`b

2

˘2
` c

“ px ´ 3q
2

´ 32
´ 7

“ px ´ 3q
2

´ 16.

˝

Exemplo 1.3.19 Complete quadrados na expressão quadrática 3x2 ` 4x ´ 1.

Solução. Como o coeficiente a de x2 na expressão quadrática é a “ 3, então estamos

no Caso 2. Observe que b “ 4 e c “ ´1. Assim b{2a “ 4{6 “ 2{3. Logo,

3x2
` 4x ´ 1 “ 3

`

x2
` 4

3x
˘

´ 1 “ 3
”

`

x ` 2
3

˘2
´
`2

3

˘2
ı

´ 1

“ 3
`

x ` 2
3

˘2
´ 4

3 ´ 1 “ 3
`

x ` 2
3

˘2
´ 7

3 .

˝

Exemplo 1.3.20 Completar quadrados na expressão quadrática 3x2 ´ 17x ` 20.

Solução. Como o coeficiente a de x2 na expressão quadrática é a “ 3, então estamos

no Caso 2. Observe que b “ ´17 e c “ 20, assim b{2a “ 17{6. Logo,

3x2
´ 17x ` 20 “ 3

`

x2
´ 17

3 x
˘

` 20

“ 3
”

`

x ´ 17
6

˘2
´
`17

6

˘2
ı

` 20

“ 3
`

x ´ 17
6

˘2
´ 3

`17
6

˘2
` 20

“ 3
`

x ´ 17
6

˘2
´ 289

12 ` 20

“ 3
`

x ´ 17
6

˘2
´ 49

12 .

˝
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