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CAPITULO 1

Familia exponencial de distribuicoes

1.1 INTRODUCAO

Muitas distribuicdes conhecidas podem ser colocadas em uma familia paramétrica
denominada familia exponencial de distribuicdes. Assim, por exemplo, pertencem a
essa familia as distribui¢cdes normal, binomial, binomial negativa, gama, Poisson, normal
inversa, multinomial, beta, logaritmica, entre outras. Essa classe de distribui¢oes foi
proposta, independentemente, por Koopman, Pitman e Darmois, nos anos de 1935 e
1936, ao estudarem as propriedades de suficiéncia estatistica. Posteriormente, muitos
outros aspectos dessa familia foram estudados e tornaram-se importantes na teoria
moderna da Estatistica. O conceito de familia exponencial foi introduzido na Estatistica
por Fisher, mas os modelos da familia exponencial surgiram na Mecénica Estatistica
no final do século XIX e foram desenvolvidos por Maxwell, Boltzmann e Gibbs. A
importancia dessa familia teve maior destaque, na area dos modelos de regresséo, a partir
do trabalho pioneiro de Nelder e Wedderburn (1972), que definiram os modelos lineares
generalizados (MLGs). Na década de 1980, esses modelos popularizaram-se, inicialmente,
no Reino Unido, e, posteriormente, nos Estados Unidos e por toda Europa ocidental.

1.2 FAMILIA EXPONENCIAL UNIPARAMETRICA

A familia exponencial uniparameétrica é caracterizada por uma funcéo (de pro-
babilidade ou densidade) especificada na forma

f(x;0) = h(x) exp [ n(6) t(x) = b(6) ], (1.1)

em que as fung¢des 17(6), b(0), t(x) e h(x) tém valores em subconjuntos dos reais. As
fungdes 7(0), b(0) e t(x) ndo sdo tnicas. Por exemplo, 17(6) pode ser multiplicada por
uma constante k, e 7(x) pode ser dividida pela mesma constante. Adicionalmente, pelo
teorema da fatorag¢io de Neyman-Fisher, a estatistica (X) é suficiente para 6.

Varias distribui¢des importantes podem ser expressas na forma (1.1), tais como:
Poisson, binomial, Rayleigh, normal, gama e normal inversa (as trés tltimas com a
suposicdo de que um dos parametros é conhecido). Cordeiro et al. (1995) apresentaram 24
distribui¢des na forma (1.1). O suporte da familia exponencial (1.1), isto é, {x; f(x;6) >
0}, ndo pode depender de 6. Assim, a distribui¢io uniforme em (0, ) ndo é um modelo
da familia exponencial.
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E facil comprovar se uma distribui¢io pertence ou nio a familia exponencial (1.1),

como é demonstrado nos trés exemplos que se seguem.

A distribuicéo de Poisson P(6) de pardmetro 6 > 0, usada para analise de dados
na forma de contagens, tem fun¢io de probabilidade

—ng 1
F(x:6) = == = = explxlog(6) - 6]
X. X

e, portanto, é um membro da familia exponencial (1.1) com 17(8) = log(8), b(6) = 6,
t(x) =xeh(x) =1/xl.

A distribuicdo binomial B(m, ), com 0 < § < 1 e m, o nimero conhecido de
ensaios independentes, é usada para analise de dados na forma de proporcdes e
tem funcéo de probabilidade

f(x;0) = (T)G’x(l —-0)" 7 = (’:) exp [x log (&) +mlog(1l — 9)] ,

com n(0) = log[8/(1 —0)], b(0) = —mlog(l—0),t(x) =xe h(x) = (:1:), sendo,

portanto, um membro da familia exponencial (1.1).

A distribuicao de Rayleigh, usada para analise de dados continuos positivos,
tem funcio densidade (x > 0,60 > 0)

X x? _ 1,
f(x,@)—ﬁexp ~2g2 = xexp —2—02x —2log(#)

e, portanto, pertence a familia exponencial (1.1) com 7(0) = —1/(26%), b(6) =
21log(0), t(x) = x% e h(x) = x.
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A familia exponencial na forma candnica é definida por (1.1), considerando que as
funcdes 17(0) e t(x) sdo iguais a funcéo identidade, de forma que

f(x;0) = h(x) exp[6x — b(0)]. (1.2)

Na parametrizagio (1.2), 6 é denominado de parametro candnico. O logaritmo da
funcéo de verossimilhanca correspondente a uma tnica observacio no modelo (1.2) é
expresso como

£(0) = 0x — b(0) +log[h(x)]
e, portanto, a fun¢io escore U = U(6) = d€(0)/d0 resulta em U = x — b’(6), sendo que
b’ (0) é a derivada de primeira ordem de b(6) em relacéo a 6.

E facil verificar das propriedades da fungio escore, E(U) = 0 e Var(U) = —E [d*¢(6)/d6?|
= —-E(U’) (a Gltima igualdade é a informac&o de Fisher), que

E(X) = b'(0) e Var(X) = b" (), (1.3)

sendo que b’ () é a derivada de segunda ordem de b(6) em relacédo a 6.

O simples fato de se calcularem momentos da familia exponencial (1.2) em termos
de derivadas da funcdo b () (denominada fungio geradora de cumulantes, ver Se¢éo
1.4) em relagdo ao pardmetro candnico 6 é muito importante na teoria dos modelos li-
neares generalizados, principalmente no contexto assintotico.

1.3 COMPONENTE ALEATORIO

O componente aleatério de um MLG ¢é definido a partir da familia exponencial
uniparamétrica na forma canénica (1.2) com um parametro extra de perturbacéo, ¢ > 0,
que é uma medida de disperséo da distribuicdo, como sera descrito na Se¢éo 2.3. Nelder e
Wedderburn (1972), ao proporem essa modelagem, conseguiram incorporar distribui¢des
biparaméticas no componente aleatério do modelo. Tem-se

f(;0,0) =exp {7 [y0 - b(O)] +c(y.8)}, (1.4)

em que b(-) e c(-) sdo fun¢des conhecidas. Quando ¢ é conhecido, a familia de distri-
buicdes (1.4) é idéntica a familia exponencial na forma canoénica (1.2). Essa familia, tam-
bém, é conhecida como familia exponencial linear. Na Secdo 1.4, sera demonstrado que
o valor esperado e a variancia de Y com distribui¢do na familia (1.4) sdo

E(Y)=u=>5b"(0) e Var(Y) = ¢ b”(0).

Observa-se, a partir da expressdo da variancia, que ¢ ¢ um parametro de dispersao
do modelo e seu inverso ¢!, uma medida de precisao. A funcdo que relaciona o



14 Modelos lineares generalizados e aplicagoes

pardmetro candnico 6 com a média u é denotada por 8 = g(u) (inversa da func¢io
b’(+)). A fun¢io da média u na varidncia é representada por b”(6) = V(u), sendo
V(u) denominada fun¢ao de variancia. Observa-se que o pardmetro candnico pode
ser obtido de 8 = /V‘l(y)d,u, pois V(u) = du/df. A Tabela 1.1 apresenta varias
distribui¢des importantes na familia (1.4), caracterizando as fun¢des b(0), c(y, ¢), a
média 1 (60) em termos do pardmetro canonico 6 e a funcdo de variancia V(u). A familia
de distribuicoes (1.4) inclui distribui¢des que exibem assimetria e de natureza discreta
ou continua, com suportes que sdo restritos a intervalos do conjunto dos reais, conforme
bem exemplificam as distribuicdes da Tabela 1.1 e com detalhes no Capitulo 2.

Convém enfatizar que se ¢ nio for conhecido, a familia (1.4) pode, ou néo, pertencer a
familia exponencial biparamétrica (Sec¢do 1.6). Para (1.4) pertencer a familia exponencial
biparamétrica quando ¢ é desconhecido, a fungéo c¢(y, ¢) deve ser decomposta como
c(y,¢) = ¢~d(y) + do(¢) + d1(y), segundo Cordeiro e McCullagh (1991). Esse é o caso
das distribui¢des normal, gama e normal inversa.

Morris (1982) demonstrou que existem apenas seis distribui¢des na familia (1.4), cuja
funcéo de variancia é uma funcéo, no maximo, quadratica da média. Essas distribuicdes
sdo normal (V = 1), gama (V = p?), binomial (V = u(1 — u)), Poisson (V = u) e
binomial negativa (V = u + u?/k). A sexta, chamada secante hiperbélica generalizada
(V =1+ u?), tem funcgdo densidade igual a

1
f(3:6) = 5 exp[8y +log(cos 6)] cosh (’;—y) .y eR, 0>0. (1.5)

A distribuicio secante hiperbolica generalizada (1.5) compete com a distribuicdo
normal na analise de observagdes continuas nos reais. A seguir, apresentam-se duas
distribui¢des que pertencem a familia (1.4).
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A distribuicio normal N(u, 02), de média u € R e variancia o2 > 0, tem funcéo
densidade de probabilidade (f.d.p.) expressa como

2
. 2y _ B (y — )
f(yaﬂao- )_ 27.[0-2 eXp[ 20_2 ]
Tem-se, entdo,
-2 1
fimo?) = exp [—(y2 5) ~3 log(2ﬂ02)]
o

1 u? 1 y?
exp [p (yu - 7) - 5 log(2re?) - 53|

obtendo-se os elementos da primeira linha da Tabela 1.1, isto é,
2 2

_ _ 2 __ __1
G_I’t’ ¢_0-’ b(g)_ 2 - 2 € C(y’¢)_ 2

y2

o2

+ 10g(27r0'2)] ,

o que demonstra que a distribuicio N(u, o2) pertence a familia (1.4).

\ J

A distribuicdo binomial tem funcéo de probabilidade

fly;m) = (?)ﬂy(l—n)m_y, re(0,1), y=0,1,...,m.

Tem-se, entao,

fin) = exp [1og (’;1) +ylog(r) + (m — y) log(1 — n)]

exp [y log (ﬁ) +m log(1 —n) +log (1;1)] ,

obtendo-se os elementos da terceira linha da Tabela 1.1, isto é,

p=1, 0=log (%) = log (mL—u) , 0 que implica em

meg

“E Trety

b(0) = -m log(1—7n)=m log (1+e%) e c(y,¢)=log (’;1)
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Portanto, a distribui¢do binomial pertence a familia exponencial (1.4). Note que a
formulagio usada, Bin(m, 7r), é equivalente a usada por Davison (2008, p. 169, exemplo
5.6). Ao se tratar ¢ = 1, tem-se que u depende de m. Um artificio seria usar ¢ = 1/m,
como faz Davison (2008, p. 481, exemplo 10.2). McCullagh e Nelder (1989, p. 30) usam,
como notagéo, Bin(m, 7) /m como distribui¢io pertencente a familia exponencial. Porém,
o algoritmo de estimacéo independe de qual dessas formulagdes é usada.

Outras distribui¢des importantes podem ser expressas na forma (1.4) como os mode-
los exponenciais de dispersdo (JeRGENSEN, 1987).

1.4 FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS

A fungéo geradora de momentos (f.g.m.) da familia (1.4) é igual a
M(t:0,4) =E (e”) = exp {¢~! [b(gt+8) — b(O)]} . (1.6)

Prova: a prova sera feita apenas para o caso de variaveis aleatorias continuas. No caso
discreto, basta substituir a integral pelo somatdrio. Sabe-se que

/ FOy;6,9)dy = 1,
A

e, portanto,
[ e lo7 0y b1+ clr.0)} dy = 1.
obtendo-se
'/Aexp [¢_19y +c(y, ¢)] dy = exp [¢_1b(9)] . (1.7)
Logo,
M(6.0) = E(7) = [ expln o)y

/A exp {671 [(#1 + 6)y — b(O)] + c(r. )} dy
_
exp [¢‘1b(9)]

e, usando a equacéo (1.7), tem-se

fA exp [671 (91 +0)y + c(r. )] dy

M(t;0,¢) = exp {¢™" [b(¢1 +6) — b(0)]}.
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A funcdo geradora de cumulantes (f.g.c.) correspondente é, entéo,
¢(1;6,¢) =1og[M(1;6,¢)] = ¢~ [b(¢t +6) — b(6)]. (1.8)

A f.g.c. desempenha um papel muito importante na Estatistica, pois uma grande
parte da teoria assintdtica depende de suas propriedades. Diferenciando-se (1.8), suces-
sivamente, em relacdo a ¢, tem-se

e (t;0,0) = ¢ b\ (g1 +0),

em que ") (-) indica a derivada de r-ésima ordem de b(-) em relacio a r. Para t = 0,
obtém-se o r-ésimo cumulante da familia (1.4) como

K = ¢ (). (1.9)

A partir da equacéo (1.9), podem ser deduzidos o valor esperado «; e a variincia
ko da familia (1.4) para r = 1 e 2, respectivamente. Tem-se que x; = u = b’(0) e

k2 =¢ b"(0) = ¢ du/db.

A expressido (1.9) mostra que existe uma relacio interessante de recorréncia entre
os cumulantes da familia (1.4), isto é, k41 = ¢ dk,/dO parar = 1,2, ... Esse fato é
fundamental para a obtencéo de propriedades assintéticas dos estimadores de maxima
verossimilhanca (EMVs) nos MLGs.

Essas expressoes podem ser deduzidas, de forma alternativa, usando-se as proprie-
dades da fungdo escore, sendo £ = £(60, ¢) = log[f(y; 6, #)] o logaritmo da funcédo de
verossimilhanca correspondente a uma tinica observacdo em (1.4). Tem-se

_%_ -1 3 /_ﬂ__—l 17
U=2=0"y=bO)] e U'=25==975"(0).
Logo,
E(U)=¢ L [E(Y) - b'(6)] =0, que implica em E(Y) = b’(6)
e, assim,
Var(U) = —E(U’) = ¢ 10" () e Var(U) = E(U?) = ¢ 2Var(Y).
Entao,

Var(Y) = ¢ b”(0).
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Exemplo 1.6

Considerando-se o Exemplo 1.4 (distribuicio normal), tem-se que ¢ = 02,6 = u
e b(0) = 62/2. Da equacio (1.8), obtém-se a f.g.c.

o) = %[(02t+0)2_9_2}_ 0'2t2‘

2 2

Note que, diferenciando-se ¢(t) e fazendo-se ¢ = 0, tem-se que k1 = i, ko = 0> e
kr =0, r > 3. Assim, todos os cumulantes da distribuicdo normal de ordem maior
do que dois sdo nulos.

Logo, a f.g.m. é igual a

2,2
t
M(t) = exp (Z‘/J+O-T).

Exemplo 1.7

Considerando-se o Exemplo 1.5 (distribui¢do binomial), tem-se que
p=1,0=log[u/(m-pu)] e b(0) =—-mlog(l—n)=mlog(l+e?).
Logo, usando-se a f.g.c. (1.8), tem-se

() = m [log(l +e9%) —log(1 + ee)]

1+e+0\™ m-—pg  p o \M
= log(———p| =log (T E 4 L)
Og(1+e9) B\ m

Assim, af.gm. é

A Tabela 1.2 apresenta as fun¢des geradoras de momentos para as distribui¢oes
especificadas na Tabela 1.1.

Especificando-se a forma da funcio u = ¢~'(6), pode-se demonstrar que a distribui-
cdo em (1.4) é univocamente determinada. Assim, uma rela¢io funcional varidncia-média
caracteriza a distribuicfo na familia (1.4). Entretanto, essa rela¢do néo caracteriza a distri-
buicio na familia exponencial ndo-linear 7 (y; 6, ¢) = exp {(;5_1 [t(y)0 — b(0)] + c(y, ¢)}.
Esse fato é comprovado com os trés exemplos que se seguem.
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Tabela 1.2 Fungdes geradoras de momentos para algumas distribuigoes.

Distribuicdo Funcéo geradora de momentos M (¢; 6, ¢)
Normal: N(u, 02) exp (t,u + ?)
Poisson: P(u) exp [u(e’ - 1)]
Binomial: B(m, r) (u + ﬁe’)m
m m

-k
Binomial negativa: BN(y, k) [1 + %(1 - e’)]

t -V
Gama: G(u, v) (1 - ﬁ) , 1< Y

Normal inversa: IG(u, 02) exp {— -

Exemplo 1.8

Se Y tem distribuiciio beta com parametros ¢ 'y e ¢~ (1 — ) e f.d.p. expressa
por
y¢ el = )@ d-p) -l
Bl o~ (1 -] ~
em que B(a,b) = fooo x471(1 = x)P~1dx é a funcio beta completa, tem-se que
t(y) =log[y/(1-y)],0 = ueVar(Y) = pu(1l—pu)/(1+¢), obtendo-se uma fungio
de variancia do mesmo tipo que a do modelo binomial.

fipé) =

Exemplo 1.9
Se Y tem distribuicao de Euler com média u e f.d.p.

f(y;p) = exp{ulog(y) — u —log[I' ()]},

tem-se que 7(y) = log(y), 8 = u e Var(Y) = u, que é do mesmo tipo que a funcdo
de variancia do modelo de Poisson.
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Exemplo 1.10

Se Y tem distribuicio log-normal de parametros a e o2 e f.d.p.

L oo {_ [log(y) - 012}
ya—@ 20_2 ’

entio, podem-se obter E(Y) = u = exp(a + 02/2), t(y) = log(y), 8 = a/o? e
Var(Y) = u?[exp(c?) — 1], que é do mesmo tipo que a funcio de variancia do
modelo gama.

fia,0?) =

1.5 ESTATISTICA SUFICIENTE

Uma estatistica T = T(Y) é suficiente para um pardmetro 6 (que pode ser um vetor)
quando resume toda informacdo sobre esse pardmetro contida na amostra aleatoria
Y=(M,Yo,..., Yn)T. Se T é suficiente para 6, entdo, a distribuicdo condicional de Y
dada a estatistica 7(Y) é independente de 6, isto é,

P(Y =y|T=1,60)=P(Y =y|T =1).

Segundo o critério da fatoragdo, uma condicdo necessaria e suficiente para T ser
suficiente para um pardmetro 6 é que a funcéo (densidade ou de probabilidade) fy (y;0)
possa ser decomposta como

fr(y;0) = h(y)g(t,6),

em que t = T(y) e h(y) ndo dependem de 6.

Sendo Y1, ...,Y, uma amostra aleatdria (a.a.) de uma distribuicdo que pertence a
familia (1.4). A distribuicdo conjunta de Y1, . ..,Y, é expressa por

n

[ [£0is0.0) =] |exp {7 [y:i6 - b(O] + (i, 0)}
i=1

i=1
exp{¢—1 6 vi—nb(6) }exp Zc(yi,qs)].
i=1

i=1
Pelo teorema da fatoracio de Neyman-Fisher e supondo ¢ conhecido, tem-se que

f(y;0,¢)

n
T = Z Y; é uma estatistica suficiente para 6, pois
i=1

f(y;0,0) =g(t,0) h(y1,...,Yn)s
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em que g(t, 0) depende de 6 e de y apenas por meio de t e h(y1, ..., y,) independe de 6.

Esse fato revela que, se uma distribuicio pertence a familia exponencial unipara-
métrica, entdo, existe uma estatistica suficiente. Na realidade, usando-se o Teorema de

n
Lehmann-Scheffé Mendenhall, Scheaffer e Wackerly (1981) demonstra-se que 7 = Z Y;
i=1
é uma estatistica suficiente minimal.
Geralmente, a estatistica suficiente de um modelo da familia exponencial tem dis-
tribuigio, também, pertencente a familia exponencial. Por exemplo, se Y1,...,Y, sdo

variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicio de Poisson P(60), entio, a estatistica suficiente
n

T = Z Y; tem, ainda, distribuigio de Poisson P(n6) e, assim, é um modelo exponencial
i=1
uniparamétrico.

1.6 FAMILIA EXPONENCIAL MULTIPARAMETRICA

A familia exponencial multiparamétrica de dimensdo k é caracterizada por uma
fungio (de probabilidade ou densidade) da forma

f(x;0) = h(x) exp

k
D mi(O)i(x) - b<0>] : (1.10)
i=1

em que @ é um vetor de parAmetros, usualmente, de dimenséo k, e as fungdes 7;(0),
b(0), t;(x) e h(x) tém valores em subconjuntos dos reais. Obviamente, a forma (1.1) é
um caso especial de (1.10). Pelo teorema da fatoracio, o vetor T = [T} (X), ..., Tx(X)]”

é suficiente para o vetor de pardmetros 6. Quando 1;(0) = 6;,i = 1,..., k, obtém-se
de (1.10) a familia exponencial multiparamétrica na forma candnica com pardmetros
canonicos 01, - - - , Oy e estatisticas canonicas T1(X), ..., Tx(X). Tem-se
k
£(x;0) = h(x) exp [Z 0;1;(x) — b(a)] : (1.11)
i=1

Pode-se verificar (Exercicio 12) que as distribui¢ées normal, gama, normal inversa e
beta pertencem a familia exponencial biparamétrica canonica (1.11) com k = 2.

Gelfand e Dalal (1990) estudaram a familia exponencial biparamétrica f(x;60,7) =
h(x) exp[6x + 1t(x) — b(0,7)], que é um caso especial de (1.10), com k = 2. Essa
familia tem despertado interesse, recentemente, como o componente aleatério dos MLGs
superdispersos (DEY; GELFAND; PENG, 1997). Dois casos especiais importantes dessa
familia sdo diretamente obtidos:
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(a) a familia exponencial candnica uniparamétrica (1.2) surge, naturalmente, quando
T=0;

(b) o componente aleatdrio (1.4) dos MLGs é obtido incorporando o pardmetro de dis-
persao ¢@.

Exemplo 1.11
Considere a distribuicdo multinomial com fun¢io de probabilidade

n!

fxm) = ﬁ
X1+ X!

X1 X
itk
k k
em que Z Xi=ne Z m; = 1. Essa distribuicdo pertence a familia exponencial
i=1 i=1
candnica (1.11) com vetor de pardmetros canénicos 0 = [log(ny), ..., log(my)

e estatistica candnica T = (Xi,...,Xx)!. Entretanto, devido a restricio
k

Z m; = 1, a representacio minima da familia exponencial é obtida considerando
i=1

0 = [log(my/my), ..., log(mi_1/m)]T e T = (Xq,...,Xx_1)T, ambos vetores de
dimensdo k — 1, resultando na familia exponencial multiparamétrica de dimensao
k-1

]T

| k-1
F(x:0) = ——— exp | Y b ~ b(B)| (1.12)
Xl! .. .Xk! P
k-1
com 0; = log(nm;i/m), i = 1,....,k — 1, e b(0) = nlog (1 + Z eei), pois
. i=1
ni=meli=1,....k—-lenm = (1+Zf:_1169i) )
Pode-se demonstrar que os dois primeiros momentos da estatistica suficiente
T = [T1(X), -+, Tx(X)]” na familia exponencial canénica (1.11) sio iguais a
0b(0) 3°b(0)
E(T) = ——=, Cov(T) = . 1.13
(1) = =55~ Cov(D) = =20 (1.13)

As expressdes (1.13) generalizam (1.3). Nas equacdes (1.13), o vetor b(6)/90
de dimensdo k tem um componente tipico E[7;(X)] = db(0)/06; e a matriz
8%b(0)/00007 de ordem k tem como elemento tipico Cov(T;(X),T;j(X)) =
0b(0)/06;00 j. Assim, os valores esperados e as covariancias das estatisticas
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suficientes do modelo (1.11) sdo facilmente obtidos por simples diferenciacdo. A
demonstragio das equacdes (1.13) é proposta no Exercicio 19.

Para o modelo multinominal (1.12), usando as equagdes (1.13), tém-se

(Xi) 4 ( kz_‘j 9) ne’ n%
E(X;)) = n—log|1+ e’ | = — = nm;,
90, P 1+ Yk et T+ Py =
parai=j
82 k-1
Var(X;) = n—log (1 + Z eg‘) =nm; (1 - n;),
i i=1
eparai # j
52 k-1 6.0
Cov(X;, X)) log {1+ > e% | = ne e = —nmim;
00;00 L k-1 g
i=1 (1+Zi:1 e z)

Finalmente, apresenta-se mais uma distribui¢do na familia exponencial canénica
(1.11) com k = 2, no exemplo que se segue.

Exemplo 1.12

Considere a distribuicio Gaussiana inversa reparametrizada por (a, 8 > 0)

fx;a,B8) = \/7F exp[ Z(ax 1+ Bx)|, x>0

T
Pode-se escrever essa f.d.p. na forma (1.11) com t = (—ix_l, —§x) ,0=(a, )T

eb(0) = —% log(a@) — Vap. Usando-se as equacdes (1.13), obtém-se, por simples

diferenciacéo,
E(X) = \/§ EX H=al4+ \/E
B a

all2g-3/2 —(aB)" 2 )

_1 _
Cov(X, X ) = ( —(a/,B)_l/2 202 +a/_3/2ﬂ1/2
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