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CAPÍTULO 1

NOTAÇÕES, RESULTADOS
BÁSICOS E CONVENÇÕES

1.1 Introdução

Apresentamos neste capítulo a notação adotada e alguns resultados básicos de
teoria das probabilidades.1 O Exemplo 1.1 será utilizado na descrição de alguns
resultados.

Exemplo 1.1 A Secretaria de Segurança Pública do Estado de São Paulo, para
fins administrativos, divide o território em regiões. A Figura 1.1 apresenta como
era essa segmentação territorial em 2002. A Tabela 1.1 mostra as taxas de delitos
por 100.000 habitantes por região.

1.2 Notações e resultados básicos

Admitimos a existência de p variáveis observadas para n indivíduos. Vetores e
matrizes são representados em negrito; utilizamos letras minúsculas para vetores
e maiúsculas para matrizes.

1Mais detalhes sobre os resultados podem ser encontrados em Johnson e Wichern (2007),
Mardia, Kent e Bibby (1979) e Dillon e Goldstein (1984), por exemplo.
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Tabela 1.1: Taxa de delitos por 100.000 habitantes por divisão territorial das
polícias do estado de São Paulo em 2002

Região Homicídio Furto Roubo Roubo e furto
doloso de veículos

SJRP 10,85 1.500,80 149,35 108,38
RP 14,13 1.496,07 187,99 116,66
Bauru 8,62 1.448,79 130,97 69,98
Campinas 23,04 1.277,33 424,87 435,75
Sorocaba 16,04 1.204,02 214,36 207,06
SP 43,74 1.190,94 1.139,52 909,21
SJC 25,39 1.292,91 358,39 268,24
Santos 42,86 1.590,66 721,90 275,89
GSP 42,55 797,16 520,73 602,63
Média 25,25 1.310,96 427,56 332,64
Desvio padrão 14,36 239,48 330,76 275,01
Fonte: Secretaria de Segurança Pública do Estado de São Paulo.
http://www.ssp.sp.gov.br/estatisticas/criminais/.,

Acesso em 11 fev. 2003.
SJRP: São José do Rio Preto; Ribeirão Preto; São Paulo (capital);
SJC: São José dos Campos e GSP: Grande São Paulo, exceto SP.

Uma observação multivariada é representada por x = (X1, . . . , Xp)
⊤, no qual

Xj , j = 1, . . . , p, indicam as variáveis aleatórias consideradas no problema. Esse
vetor é denominado vetor aleatório. Assumimos a existência de independência
entre as observações de indivíduos diferentes.

Representamos uma matriz de dados por

X =


x11 x12 . . . x1p
x21 x22 . . . x2p
...

... . . . ...
xn1 xn2 . . . xnp

 =


x⊤
1

x⊤
2
...
x⊤
n

 = (x1,x2, . . . ,xn)
⊤ ,

sendo xij o valor assumido pela variável Xj , j = 1, . . . , p, para o indivíduo i,
i = 1, . . . , n e xi = (xi1, . . . , xip)

⊤ o vetor de observações para o indivíduo i.
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Figura 1.1: Divisão territorial das polícias do Estado de São Paulo em 2002
Fonte: http://www.ssp.sp.gov.br/estatisticas/criminais/. Acesso em: 11 fev. 2003.

Para o Exemplo 1.1, temos X1: Taxa de homicídios dolosos, X2: Taxa de
furtos, X3: Taxa de roubos e X4: Taxa de roubos e furtos de veículos. Os dados
relativos a SJRP são denotados por

x1 = ( 10,85 1.500,80 149,35 108,38 )⊤ .

Por fim, a matriz de dados é

X =



10,85 1.500,80 149,35 108,38

14,13 1.496,07 187,99 116,66

8,62 1.448,79 130,97 69,98

23,04 1.277,33 424,87 435,75

16,04 1.204,02 214,36 207,06

43,74 1.190,94 1.139,52 909,21

25,39 1.292,91 358,39 268,24

42,86 1.590,66 721,90 275,89

42,55 797,16 520,73 602,63


. (1.1)
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Definição 1.1 Seja A = [aij ] uma matriz de dimensão (p×p) e b = (b1, . . . , bp)
⊤,

então

a. Diag(b) =


b1 0 . . . 0

0 b2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . bp

.

b. diag(A) = (a11, a22, · · · , app)⊤.

c. Considere bi ≥ 0 e defina B = Diag(b), então

B1/2 = Diag
(√

b1, . . . ,
√
bp
)
,

se bi > 0, então B−1/2 =
(
B1/2

)−1
. O Resultado B.19, do Apêndice B,

generaliza essa operação.

Definição 1.2 Seja x = (X1, . . . , Xp)
⊤ um vetor aleatório com E(Xi) = µi,

Var(Xi) = σ2i , Cov (Xi, Xj) = σij e Corr (Xi, Xj) = ρij, , i, j = 1, . . . , p. Defina

a. Vetor média de x: µ = (µ1, · · · , µp)⊤.

b. Matriz de covariâncias de x:

Σ = E
[
(x− µ) (x− µ)⊤

]
=


σ21 σ12 · · · σ1p
σ21 σ22 · · · σ2p
...

... . . . ...
σp1 σp2 · · · σ2p

 ,
em que σij = σji, para i,j = 1, . . . , p, ou seja, Σ é simétrica.

c. Seja V =


σ21 0 · · · 0

0 σ22 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · σ2p

, então a matriz de correlações de x é dada

por

ρ = V−1/2ΣV−1/2 =


1 ρ12 · · · ρ1p
ρ21 1 · · · ρ2p
...

... . . . ...
ρp1 ρp2 · · · 1

 ,
em que ρij = ρji, para i,j = 1, . . . , p, ou seja, ρ é simétrica. Consequente-
mente,

Σ = V1/2ρV1/2.
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A seguir, apresentamos alguns resultados sobre esperança e covariância de
vetores aleatórios.

Resultado 1.1 Sejam x e y vetores aleatórios de dimensão p com vetores médias
µx e µy, respectivamente, e com Cov(x) = Σx e Cov(y) = Σy. Sejam a e b

vetores de constantes de dimensão p e A uma matriz de constantes de dimensão
(m× p). Então

a. E
(
a⊤x+ b⊤y

)
= a⊤µx + b⊤µy.

b. Cov (Ax) = AΣxA
⊤.

Resultado 1.2 : Seja x = (X1, . . . , Xp)
⊤ um vetor aleatório com E(Xi) = µi,

Var(Xi) = σ2i , i = 1, . . . , p. Defina Zi = (Xi − µi)/σi, uma variável padronizada
construída a partir de Xi, e z = (Z1, . . . , Zp)

⊤. Então

a. z = V−1/2 (x− µ), sendo V dada na Definição 1.2.

b. E(Zi) = 0 e, consequentemente, E(z) = (0, . . . , 0)T = 0p, vetor nulo.

c. Var(Zi) = 1 e Cov(z) = ρ.

Prova do item c: Do item a, temos Cov(z) = Cov
(
V−1/2 (x− µ)

)
. Aplicando

o item b do Resultado 1.1, vem que Cov(z) = V−1/2Cov (x)V−1/2 = ρ.◦

1.3 Resultados básicos da distribuição normal multi-
variada

Definição 1.3 Dizemos que um vetor aleatório p-dimensional x segue uma dis-
tribuição normal multivariada com vetor média µ e matriz de covariâncias Σ,
positiva definida, se sua função densidade de probabilidade for dada por

p(x;µ,Σ) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

}
.

Denota-se x ∼ Np (µ;Σ).
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Resultado 1.3 Seja x ∼ Np (µ;Σ), a um vetor p-dimensional de constantes e
A uma matriz de dimensão (m× p) de constantes, então

a. a⊤x ∼ N
(
a⊤µ;a⊤Σa

)
.

b. x+ a ∼ Np (µ+ a;Σ).

c. Ax ∼ Nm

(
Aµ;AΣA⊤

)
.

Resultado 1.4 Seja x =
(
x⊤
1 ,x

⊤
2

)⊤
, com x1, x2 de dimensão (m×1) e (q×1),

respectivamente e p = m+ q. Assuma que x ∼ Np (µ;Σ), com

µ =

(
µ1

µ2

)
Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

sendo que µ1, µ2, Cov(x1) = Σ11, Cov(x2) = Σ22 e Σ12 = Σ⊤
21 são, respectiva-

mente, de dimensão (m× 1), (q × 1), (m×m), (q × q) e (m× q), então

a. x1 ∼ Nm (µ1;Σ11) e x2 ∼ Nq (µ2;Σ22).

b. x1 e x2 são independentes se e somente se Σ12 = 0.

c. A distribuição condicional de x1 dado x2 = a é normal m-variada com

E (x1|x2 = a) = µ1 +Σ12Σ
−1
22 (a− µ2)

Cov (x1|x2 = a) = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21.

Resultado 1.5 Se x ∼ Np(µ,Σ), com |Σ| > 0, então

a. (x− µ)⊤Σ−1(x− µ) ∼ χ2
p.

b. Sejam ai e λi, i = 1, . . . , p, respectivamente, os autovetores normalizados e os
autovalores de Σ, com λ1 ≥ . . . ≥ λp, então as curvas de nível da função
densidade de probabilidade de x são hiperelipsoides satisfazendo

(x− µ)⊤Σ−1(x− µ) = k2,

com centro em µ e eixos dados por ±k
√
λiai.
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1.3.1 Distribuição normal bivariada

Ao tomarmos p = 2 temos a distribuição normal bivariada, cuja função densidade
de probabilidade pode ser escrita como

p(x;µ,Σ) =
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp

{
− 1

2 (1− ρ2)

[(
x1 − µ1
σ1

)2

− 2ρ
(x1 − µ1) (x2 − µ2)

σ1σ2
+

(
x2 − µ2
σ2

)2
]}

,

na qual, ρ = Corr(X1, X2). Em particular,

E (X1|X2 = x2) = µ1 + β1 (x2 − µ2) , Var (X1|X2 = x2) = σ21

(
1− ρ2

)
,

E (X2|X1 = x1) = µ2 + β2 (x1 − µ1) , Var (X2|X1 = x1) = σ22

(
1− ρ2

)
,

(1.2)

com
β1 = ρ

σ1
σ2

e β2 = ρ
σ2
σ1
.

Na Figura 1.2 são apresentados os gráficos da função densidade de probabili-
dade e respectivas curvas de nível, de distribuições normais bivariadas com vetor
média nulo. As curvas de nível são figuras concêntricas com centro em µ = 0.
Além disso,

a. Os dois primeiros conjuntos de gráficos trazem situações em que a correlação
entre as variáveis é nula; no primeiro caso, as curvas de nível são círculos
e, no segundo, pelo fato de as variâncias serem diferentes, essas curvas são
elipses, cujos eixos coincidem com os eixos cartesianos. Caso o vetor média
não fosse nulo, esses eixos seriam paralelos aos cartesianos com intersecção
no vetor média.

b. Nos dois últimos conjuntos de gráficos, a correlação entre as variáveis é
diferente de zero. As curvas de nível são elipses cujos eixos coincidem com
as esperanças condicionais definidas no Resultado C.3 do Apêndice C. À
medida que a correlação se afasta de zero, as elipses tendem a ficar mais
estreitas.

Resultados adicionais sobre álgebra matricial e vetores aleatórios são apresen-
tados no Apêndice B.
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Figura 1.2: Funções densidade de probabilidade e curvas de nível de
distribuições normais bivariadas com vetor média nulo
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que condições pode ser utilizada. Ao �nal de cada capítulo são apresentados códigos em lingua-
gem R para a obtenção das análises demonstradas.
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