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Capitulo

Conceitos preliminares

Alguns conceitos como posi¢ao, velocidade e aceleracio sdo fundamentais para o
entendimento e para a descricio do movimento, seja de um ponto material ou
de um corpo rigido. Dessa forma, nas se¢bes que seguem iremos descrever esses
conceitos.

1.1 Referenciais

A descricdo do movimento de uma particula ou de um corpo rigido tem como
principio fundamental a localizacdo seja da particula ou das particulas que com-
pdem o corpo rigido no espago. Entretanto, essa localizacao deve ser feita com
base no que chamamos de referencial.

Um referencial é um sistema de coordenadas que serve para indicar a posigao
das particulas no espago. Um relégio também deve ser conectado a esse sistema
de coordenadas para indicar o tempo, assim podemos descrever o movimento, ou
seja, a mudanga da posicao com tempo e com relacdo a um dado referencial.

2

Um referencial que se movimenta com velocidade constante é chamado de
referencial inercial. Nesse referencial os corpos se movimentam livres de forgas
externas.

A importancia de definirmos referencial se traduz, por exemplo, na defini¢do
do conceito de repouso. Quando a velocidade medida por um observador em um
sistema de referéncia inercial for nula, dizemos que o objeto esta em repouso.

1.2 Vetor posicao e trajetoria

O vetor posi¢do é um vetor que localiza o ponto material no espago em relagao
a um dado referencial. Na Fig.1.1 temos os vetores 7 e 7> localizando o ponto
material em relacio a origem do sistema de coordenadas. O conjunto de pontos
ocupados no espaco pelo ponto material ao longo do tempo definimos como sendo
a trajetoria C desse ponto.
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o) ~Y

X
Figura 1.1: Vetores posicdo 7| e 7, ao longo da trajetéria C.

Utilizando as coordenadas cartesianas, os vetores 7| e 7>, em relacdo a origem do
sistema de coordenadas, sdo dados por,

Pl =xii+y1)+zk (1.1)
Fo = Xol 4+ y2 )+ 20k (1.2)

onde i, ] e k sdo os vetores unitdrios ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente.

Consideremos agora que o ponto material localizado pelo vetor #; mude de
posicao, sendo agora localizado pelo vetor 7. Definimos como sendo o vetor
deslocamento o vetor A7 , que é mostrado na Fig.1.2, e que representa a mudanca
da posi¢ao ao longo da trajetoria.

Figura 1.2: Vetor deslocamento A7.

E facil perceber pela Fig.1.2 que
7= A7+T7 (1.3)
e, dessa forma, o vetor A7 fica dado por

AP =% —FH (1.4)
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Utilizando as Eqs.(1.1) e (1.2), podemos ainda escrever que

AF = (x2 —x1)i+ (y2—y1)j + (2 — 21)k (1.5)
AV = Axi+ Ayj + Azk (1.6)

onde Ax, Ay e Az sdo as componentes do vetor A7 ao longo das diregoes x , y e z,
respectivamente.

1.3 Velocidade

O conceito de velocidade é amplo, podendo ser aplicado a diferentes situagoes
e em diferentes areas do conhecimento. Usamos o conceito de velocidade, por
exemplo, na quimica (velocidade de reagdo), na biologia (taxa de crescimentos
de seres vivos) na economia (taxa de crescimento ou de redugdo do PIB), entre
outras. Dessa forma, intuitivamente podemos perceber que a velocidade esta
associada a rapidez com que algum fendmeno varia com o tempo. Como estaremos
interessados na descricdo do movimento de um objeto, a velocidade nos daréd a
informacdo da rapidez com que varia a posi¢do desse objeto no tempo. Dessa
forma, temos

. . AP
V= lim
A

t—0 E (1'7)

Consideremos que os vetores 7| e 7>, mostrados na Fig.1.1, sejam os vetores
posicdo do nosso objeto ao longo da trajetéria nos instantes de tempos t; =t e
1y =t+ At, ou seja,

7 =7(t) (1.8)
7o =F(t+ At) (1.9)

Dessa forma o vetor deslocamento pode ser escrito como sendo

AF=7F—F (1.10)
AP =TF(t+At) —¥(t) (1.11)

que, substituindo na Eq.(1.7), resulta em

S lim F(t+At) —7(t)

At—0 At (112)

E importante notarmos que o lado direito da Eq.(1.12) é a definicdo da derivada
de uma fungdo. Sendo assim a velocidade fica sendo definida como a taxa de
variagao da posicdo com relagdo ao tempo, ou seja,
_ dr
V=— 1.1
” (1.13)
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e que pode ser escrita, considerando que ¥ = xi +yj + zk, da seguinte maneira:

dXA dy/\ dZ"
V= —i+—j+—k 1.1
mattalta (114)
V=vi+ vyf+ vk (1.15)

onde vy, vy e v; s30 as componentes cartesianas do vetor velocidade.

A Eq.(1.7) nos diz que a direcdo e o sentido do vetor velocidade ficam deter-
minados pelo vetor deslocamento A¥. Para entendermos um pouco mais sobre o
vetor velocidade vamos analisar a Fig.1.3, em que a linha tracejada representa
o vetor deslocamento para diferentes instantes de tempo. Pela Fig.1.3 podemos
perceber que, & medida que o intervalo de tempo, At, diminui o vetor velocidade
vai se aproximando de uma reta tangente ao ponto P. Isso quer dizer que, quando
At — 0, o vetor velocidade passa a ser tangente a trajetéria.

Essas observacgoes podem ser generalizadas para qualquer tipo de trajetoria,
ou seja, podemos afirmar que o vetor velocidade é sempre tangente a trajetéria
percorrida pelo objeto em questao.

z
v P
P 7
e P,
Al R
C
7t + At)
| y

Figura 1.3: Vetor velocidade tangente a trajetéria C.

Exemplo 1.3.1

O movimento de particula no espaco é descrito pelo vetor posicdo ¥ como
funcdo do tempo da seguinte forma:

Fe)=1+22]—tk

a) Encontre o vetor velocidade como fung¢ao do tempo.
b) Descreva a trajetéria descrita pela particula.
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SOLUGCAO:
a) O vetor velocidade é determinado por

L dr
V=—
dt

Utilizando ¥(t) = i+ 2t2f—tlA< e fazendo a respectiva derivada, encontramos que
V=4r]—k
|

b) Para encontrarmos a trajetéria percorrida pela particula devemos escrever o
vetor 7 como funcdo da posicdo, ou seja, 7 =7¥(x,y,2). Para isso vamos escrever
as componentes do vetor 7 =1+21*] —tk da sequinte forma:

x=1 y=2t e 7= —t
com isso o vetor ¥(x,y,z) pode ser escrito como sendo
Flx,y,2) = 1422 ] + 2k

A trajetoria da particula é o conjunto de pontos determinados pelo vetor F(x,y,z)
no espaco. Na Fig.1.4 mostramos a trajetoria da particula no espago.

Figura 1.4: Exemplo 1.3.1 - Trajetdria da particula.
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Exemplo 1.3.2

A posicdo em funcdo do tempo, para ¢ > 0, de um ponto material que se
move ao longo do eixo x é determinada por

x(t) =404 — 61> — 15¢

com x e t medidos em metros e em segundos, respectivamente.

a) Encontre o deslocamento entre os instantes ;=0 e ©,=>5s.

b) Encontre o instante de tempo no qual a velocidade é nula.

c) Faca os graficos x(¢) e v(t) para 0 <t <8 s.
SOLUCAO:
a) Como o movimento ocorre ao longo do eizo x, o deslocamento entre os instantes
t ety € dado por

Ax = x(t) —x(11)

Substituindo ty =0 e h=>5 s na fungao x(t), encontramos x(t;)=40 m e x(t2)=-60
m, respectivamente. Dessa forma o deslocamento entre os instantes t1 e tr fica
sendo Ax = —60—40 = —100 m, ou seja, o ponto percorreu uma distancia de 100
metros ao longo do eixo x, porém no sentido negativo do eixo. [ |

b) Para encontrarmos o instante de tempo em que a velocidade é nula, primeiro
vamos encontrar a velocidade como fungdo do tempo. Da definicao de velocidade
temos

dx d
=2 (4042 —62—1
V " dt(0+t 6t 5t>

Fazendo a respectiva derivada consequimos
v(r) =3 — 12t — 15
Jd o instante de tempo onde v=20 fica entdo determinado por
37 —12t—15=0

Resolvendo a equacdo acima encontramos que a velocidade é nula nos instantes
t=—1set=5s. Como no instante de t =-1 s o movimento ainda nao tinha
iniciado, podemos concluir que no instante t=>5 s a velocidade € nula. [ ]

c¢) Vamos primeiro fazer o grifico da velocidade em fungao do tempo, que é dada
por

v(t) =312 — 12— 15
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Como a funcdo que descreve a velocidade é uma fungio do sequndo grau, o grifico
¢ uma pardbola. Dessa forma as raizes e 0s pontos criticos sdéo pontos importantes
para tragarmos o grdifico. Da fungio v(t) € facil perceber que a pardbola tem
concavidade voltada para cima e por isso possui um ponto de minimo que ocorre
em t=2s. Além disso a fungio v(t) corta o eizot em t=5 s, uma vez que nesse
instante a velocidade é nula. Com essas informagoes podemos construir o grdfico
da velocidade em fungdo do tempo que € mostrado na Fig.1.5.

80

601 :
40| :
Q
£ ool |
=

0
—20F 1

01 2 3 45 6 7 8
Figura 1.5: Exemplo 1.3.2 - Velocidade em funcdo do tempo.

Vamos agora fazer o grifico da posicio em funcdo do tempo, que € dada por
x(t) =40+1> — 61> — 15¢

Para isso vamos analisar a fung¢io x(t) e suas derivadas (pontos criticos)' no
intervalo 0 <t <8 s. Os extremos da fung¢do ocorrem emt =0 et =28 s, que cor-
respondem a x =40 m e x =48 m, respectivamente. Como a derivada da posi¢io
em relagdo ao tempo determina a velocidade, podemos ver pela Fig.1.5 que no

intervalo 0 <t <2 s o grdfico x(t) € decrescente e para o intervalo 2 <t <8 s x(t)
dx

dt
a fungdo x(t) é crescente ou decrescente, agora precisamos encontrar o intervalo
para o qual a fungdo tem concavidade para cima ou para baizo. Para isso precisa-
mos encontrar o ponto de inflexdo do grdfico. O ponto de inflexdo é determinado

¢é crescente e para t =35 s, =0. Uma vez que encontramos o intervalo onde

como sendo o ponto onde a derivada sequnda € nula i 0), ou seja, emt =2
s. Entao podemos afirmar que no intervalo 0 <t <2 s o grdfico x(t) é decrescente
2
. . X . .
e com concavidade voltada para baixo (W < 0> e, para 2 <t <5 s o grifico é
decrescente com a concavidade voltada para cima. Jd para o intervalo 5 <t <8 s
2

. . , . X
o0 grifico é crescente com concavidade voltada para cima (ﬁ > O). Com essas

"Ver Apéndice A.6.
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informacoes construimos o grafico da posicio em fungdo do tempo, e o resultado
¢ mostrado na Fig.1.6.

60
40
20 1

-20p
—40}

-60 ‘

Figura 1.6: Exemplo 1.3.2 - Posicdo em funcgdo do tempo.

1.4 Aceleracao

Na secdo anterior definimos a velocidade como sendo a taxa na qual varia a
posicdo, ou seja, a rapidez com que varia no tempo a posicdo de um objeto.
Podemos pensar agora na seguinte pergunta: quem determina a rapidez com que
varia a velocidade? A resposta estd no conceito da aceleragdo. A aceleragao é
definida como sendo

-

d= lim

im — 116
At—0 At (1.16)

Um vez definido o conceito de aceleracao pela Eq.(1.16), vamos analisar o vetor
velocidade em dois pontos diferentes (P, e P,), como mostrado na Fig.1.7. Nessa
figura C é a trajetoria, V| e v, as velocidades nos instantes de tempo t e t + At.

—

t v
Py

t+ At V)

Py
A7,

Figura 1.7: Variacdo da velocidade, AV =V, — Vi, entre os instante de tempo ¢ e ¢ + At.
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Para determinarmos a aceleracdo consideremos que

1 =V(1) (1.17)
(t+At) (1.18)

<! <!

Vo =
e que, substituindo na Eq.(1.16), conseguimos

F— lim V(t+Ar) — V()

At—0 At (119)

que pode ser escrita como

a= 4 (1.20)
d=— .
dt
ou seja, a aceleracdo é a taxa na qual a velocidade varia. Um ponto importante
aqui é perceber que a direcdo e o sentido da aceleragdo sao determinados por
AV, como podemos ver pela Fig.1.7. Utilizando a Eq.(1.15) a aceleracao pode ser

determinada em coordenadas cartesianas como sendo
d=ax+ayj+ak (1.21)

onde ay, ay, e a, sao as componentes cartesianas do vetor aceleracao ao longo dos
eixos x, y e z, respectivamente .

Exemplo 1.4.1

Considere que a aceleragdo de um ponto material seja dada por,
a=—kv

onde k é uma constante positiva e v a velocidade. Sabendo-se que o ponto
material no instante r = 0 estd na origem com velocidade vy, determine a
velocidade e a posicdo em funcao do tempo.

. J

SOLUCAO: Da definicio de aceleragio temos

dv
a=—
dt
e, como a = —kv temos
dv
— =—kv
dt

que pode ser escrita como

vd/ t
—V,:—/kdt’
vo V 0
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Resolvendo as integrais e rearranjando os termos conseguimos que a velocidade é
dada por

v(t) = voe M

Para determinamos a posicio em funcio do tempo vamos utilizar a expressdo da
velocidade encontrada anteriormente. Da definicao de velocidade temos

dx dx ki
V= — — = Vpé€
dt da°

que pode ainda ser escrita da sequinte maneira:

T ! kt' 3.1
/dx:/voe_tdt
0 0

As integrais envolvidas sao de facil resolucdo e por isso deizaremos como exercicio.
Apds a resolucio das integrais encontraremos que a posi¢io em fungdo do tempo
¢ dada por

x(t) = v—ko (1 —e_k’)

Exemplo 1.4.2

Em um teste de balistica, um projétil penetra em um meio resistente, de
comprimento ¢, com velocidade vy. Considerando que a velocidade do
projetil no meio é dada por
X
v=vyg|1l— —)
N ¢

encontre a aceleracdo inicial do projétil e o tempo necessario para que o
projétil percorra uma distancia igual a 0,9¢.

\. J

SOLUCAO: Para encontrarmos a aceleragdo inicial do projétil devemos primeira-
mente encontrar a expressao para a acelera¢do, porém, como a velocidade € dada
em fungdo da posicdo, devemos escrever que

_dv_dvs
“Tar " dxdi
X
Lembrando que v = o temos
dv
a=v—
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como
X
v=w(1-7)
temos que
dv_ v
dx  /

Substituindo as expressoes para v e sua derivada em relagdo a x na expressio da
aceleragcdo consequimos

Para encontrarmos a acelerac¢ao inicial, basta fazermos x =0 na expressio acima
e encontramos que a aceleracdo inicial é dada por

O tempo que o projétil demora para percorrer uma distancia igual a 0,9¢ pode ser
determinada da sequinte forma:

dx

dt

r=n(1-3)

Combinando as duas expressoes acima consequimos

ax _ (1_§>
di 0 /

com v dada por,

que pode ser escrita como sendo

0,9¢
[ =
o w(l=%) Jo

Resolvendo as integrais, que deixamos como exercicio, encontramos que o tempo
necessario para o projétil percorrer uma distancia igual a 0,9¢ € igual a

14
t=2,3—
Vo
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Exemplo 1.4.3

Uma caixa C estd presa a uma corda de comprimento ¢ como mostrado
na Fig.1.8. A corda pode deslizar sem qualquer resisténcia pelas polias
fixas A e B. Sabendo-se que a corda é puxada paralela ao chdo com uma
velocidade constante e igual a vy determine a velocidade e aceleracao da
caixa C presa a corda.

Figura 1.8: Exemplo 1.4.3.

SOLUCAO: Para determinarmos a velocidade da caiza vamos analisar a Fig.1.9,
onde y. representa a posicdo da caira ao longo do eixo y e x a posi¢cao de um
ponto na corda que possui velocidade vy ao longo do eizo x.

Figura 1.9: Exemplo 1.4.3.

Considerando que o tamanho da polia é desprezivel em rela¢io ao tamanho da
corda, podemos obter a partir da Fig.1.9 a sequinte relacio envolvendo o tamanho
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da corda £ e as posicoes y. e x:

(= (H—-y:)+VH>+x*

Derivando de forma implicita com relagdo ao tempo ambos os lados da expressao
acima e lembrando que a corda mantém o seu tamanho constante ao longo de
todo o movimento, conseguimos

dl d
“e_ L v, 21,2
dt  dt [(H Ye) +VH +x}

0— dyc+ by dx
dt JHZE 2 dt

d
Rearranjando os termos e identificando que o termo % determina a velocidade
X
da caiza e o termo o a velocidade vy, temos finalmente que a velocidade da caiza
¢ dada por
X

VH? 4 x2

A aceleragio da caiza pode ser encontrada utilizando a expressdo para v. da se-
guinte forma:

Ve = Vo

_dve

“=ar

d X
“Tar <¢mv">

Fazendo a derivada implicita da expressdo acima consequimos

VEVH? +x2 — X2V (H? +x2) 712

e = H? +x2

e, apos rearranjarmos os termos, encontramos que a aceleracdo da caira é dada
por
H? )
ar=——-—7V
T (H24a2)32 0
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1.4.1 Aceleracao tangencial e normal

Na Fig.1.10 temos representada uma trajetéria C, considerada aqui um arco de
circunferéncia de raio R, no plano xy, na qual um ponto material se desloca com
velocidade Vv do ponto A ao ponto B. Sabendo-se que a velocidade é sempre
tangente a trajetoria, podemos escrever que

7=vT (1.22)

onde v é o médulo do vetor velocidade e T' o vetor unitério ao longo da tangente
a curva C. Pela Fig.1.10 é facil perceber que o vetor unitério T pode ser escrito
da seguinte forma:

T =cos@i+sin®] (1.23)
e, por consequéncia,

V=vcos@i+vsinh ;) (1.24)

Figura 1.10: Movimento de um ponto material em um arco de circunferéncia C.

Substituindo a Eq.(1.24) na definicao de aceleracao dada pela Eq.(1.20) e consi-
derando que ao longo da trajetéria o angulo 6 varia com o tempo, temos que

dv
dt
a= dv(cos 0+ sin9f> —f—vﬁ <— sin 7 + cos 9f> (1.26)

a= (1.25)

dt dt

Na Eq.(1.26) o primeiro termo entre parénteses é o vetor unitario 7' dado pela
Eq.(1.23); j& o segundo termo entre parénteses é igual a um vetor unitario que é
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perpendicular (normal) ao vetor V. E deixado como exercicio mostrar que o vetor
normal é

A = —sin i + cos Gf (1.27)

Levando-se em conta agora os vetores T e i, a Eq.(1.26) fica sendo

i= Dy ,499; (1.28)
=—T+v— .
4T di

E interessante notarmos que a Eq.(1.28) possui dois termos onde o primeiro
é a componente do vetor aceleragao ao longo da tangente a trajetoria, e essa
componente chamamos de aceleracao tangencial, ja o segundo termo corresponde
a componente normal do vetor aceleragdo. Levando-se em consideragdo que o
angulo 6 e o raio da trajetoria estdo relacionados ao comprimento de arco AB por
¢ = RO, podemos escrever a componente normal da aceleragao (a,) como sendo

_ 40 _rdt (1.29)
=Vt TRt :
2
\%
an=p (1.30)

Com isso temos finalmente que a aceleragdo do ponto material ao longo de uma
trajetoria dada por um arco de circunferéncia é igual a

il (1.31)

e cujo o modulo é dado por

a=\/a*+ad2 (1.32)

com
v (1.33)
ar = — .
T
2
Vv
an = p (1.34)

Uma constatagao imediata da Eq.(1.31) é que a aceleragdo normal (a),) serd sem-
pre perpendicular ao vetor ¥ e apontard para o centro da trajetdria, seja ela um
arco de circunferéncia ou qualquer outra curva, como mostrada na Fig.1.11.
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Figura 1.11: Aceleracdo tangencial d7 e aceleracdo normal d,, a trajetéria C.

Embora a Eq.(1.31) tenha validade para qualquer tipo de curva, vale salientar
que para uma trajetéria que é definida por y = f(x) o raio da trajetéria é dado
por

R=——F1—""— (1.35)

Exemplo 1.4.4

Uma particula move-se no plano xy com uma velocidade v =2+ 12, onde ¢
é medido em segundos. Sabendo-se que a aceleracdo é 5 m/s?, determine
o raio da trajetéria no instante t =2 s.

SOLUCAO: A aceleracio da particula no plano xy é dada por,

a=/a*+ad2

dv V2
a, = —

“a © R

com
ar

onde R ¢ o raio da trajetoria. Como v=2+1>, temos para o instante t =2 s que
ar =2t = ar =4 m/s2

cOm 1850 CONSEJUIMOS

5=\/4*+a’ = a, =3 m/s*
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Sabendo que v==6 m/s quando t =2 s, podemos determinar o raio da trajetdria
por

a, =3 m/s = —=3

logo,

R=12m

Exemplo 1.4.5

Uma particula move-se no plano xy por uma trajetéria dada por y(x) com
velocidade constante vy. Encontre para x = 0 a aceleracdo da particula
2 2
1.

quando a trajetoria for uma elipse ? + % =

SOLUCAO: A aceleragio da particula é dada por

a=/a*+ad2

com

dv

ar = —

T dr
onde R é o raio da trajetoria que € dado por

3/2

[1+ (%)2]

a2y
dx?

R=

Como o movimento ocorre com velocidade constante, a, =0, logo a aceleragdo da
particula fica sendo d = a,i, ou seja,
v

4= R

Para determinarmos entdao a aceleracdo devemos encontrar o raio da trajetoria.
Considerando que a trajetoria da particula é uma elipse, temos que
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com isso o raio da trajetoria pode ser determinado por

@

R 7
dx?
com
dy Bx d?y B
E - ) x2 ¢ E - ) 2 x2
Yy 1-5 (V2 =x%)\/1— b

Fazendo x =0 nas expressoes acima encontramos que o raio da trajetéria é R= F
e com isso a aceleragdo fica sendo dada por
_ B

=7

1.5 Velocidade e aceleracao em coordenadas polares

Na secao 1.3 utilizamos as coordenadas cartesianas para definirmos os conceitos
de velocidade e aceleracdo. Entretanto em véarias situagdes o uso de um outro
sistema de coordenadas se torna necessario, pois facilita a resolucdo dos proble-
mas. Diante disso vamos definir a velocidade e a aceleracio utilizando agora as
coordenadas polares. Para isso vamos considerar a Fig.1.12, onde o ponto P na
trajetéria C pode ser localizado pelo vetor

S~
I
~
~

(1.36)

onde r é a distancia entre a origem do sistema de coordenadas e o ponto P da
trajetéria e 7 o vetor unitario ao longo de r. O angulo 8 indica a posi¢ao angular
do ponto e 6 a direcao e o sentido da variacao do angulo.
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Figura 1.12: Vetor posicdo em coordenadas polares.

Vale salientar que, independentemente do sistema de coordenadas, a velocidade
é dada pela Eq.(1.13) e, sendo assim, temos, utilizando o vetor ¥ = r#, que

g 4 (1.37)
V= — .
dt
T (1.38)
V=—|rp .
dt
Considerando que tanto r quanto 7 podem variar com o tempo, temos
y= ey 4 (1.39)
V= —F4+r— .
dt dt
Com auxilio da Fig.1.12 podemos escrever que
F=cosBi+sinf ;] (1.40)
e com isso temos
dr A .\ do
— = | —sinBi+cosBj | — 1.41
o < i+ ]> o (1.41)
Através da Fig.1.12 podemos ainda encontrar que
6 = —sinBi+cosO] (1.42)

e, dessa maneira, a Eq.(1.39) que define a velocidade em coordenadas polares
pode ser escrita como

L dr,  do ,
V= Er—f—rae (1.43)

O primeiro termo da Eq.(1.43) é a componente radial da velocidade, j& o segundo
termo é a componente angular, ou seja,

V=v,f+vg0 (1.44)
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com
dr
= 1.
V= (1.45)
—de (1.46)
Vo =71 .
O~ "

do
O termo I na Eq.(1.46) é o que chamamos de velocidade angular e representa-

mos por m, ou seja,

0= a0 (1.47)
dr '

A velocidade angular determina a taxa na qual o dngulo 6 varia com o tempo
e sua unidade no Sistema Internacional de unidades (SI) é o rad/s, radiano por
segundo.

Para determinarmos a aceleragdo utilizando as coordenadas polares, vamos
fazer uso da Eq.(1.20) com ¥ dado pela Eq.(1.43), ou seja,

dv
i=— .48
a=— (1.48)
d (dr do .
i=—|— —9 1.
d dt<dt + ) (1.49)

Realizando as derivadas encontramos

L r drdes d26é+ 46 db 50)
s Tt wa a2’ ar >

Utilizando a Eq.(1.42) é ficil mostrar, e por isso deixaremos como exercicio, que

@——QP (1.51)
dt dt >

com 7 =cosBOi+sinfj. Dessa maneira temos finalmente que a aceleragdo em
coordenadas polares é dada por

_ |a& a8\’
“lar\ar

Podemos escrever ainda as componentes radial e angular da aceleracao dada por
Eq.(1.52) da seguinte forma:

d*0  _drde] .
P ——4+2—-""16 .52
r+{rdt2+ dt dt] (1.52)

a4 = — —ro (1.53)
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dr
=roa+20— 1.
ag =ro+20- (1.54)
com
do
w=— 1.
o (1.55)
o= dzie (1 56)
- dr? '
onde «a ¢é a taxa na qual varia a velocidade angular, ou seja,
o=22 (1.57)
= .

que é chamada de aceleracio angular e tem no SI a unidade (rad/s?).

E importante notarmos que as Egs.(1.43) e (1.52) descrevem a velocidade e
a aceleracdo para movimentos gerais que ocorrem no plano. Entretanto varios
casos interessantes ocorrem quando o vetor posi¢ao possui médulo constante, por
exemplo, o movimento de rotacdo ao redor de um ponto fixo. Sendo assim é
interessante escrevermos essas equagoes de outra forma. Considerando o médulo
do vetor 7 constante nas Eqs.(1.43) e (1.52) temos

do
de\* . 40 .

onde # e 6 sdo os vetores unitarios mostrados na Fig.1.13. Por essa figura podemos
notar que o vetor unitario 0 pode ser escrito como sendo 0 =k x # uma vez
que os vetores 7, 0 e k sdo todos perpendiculares entre si. Levando-se isso em
consideracao e ainda que d6/dt é a velocidade angular, podemos escrever que a
velocidade é dada por

V= rok x f (1.60)

que pode ainda ser escrita como sendo

<!
S

X7 (1.61)

com @ = wk e 7 =rf. E interessante notamos que na Eq.(1.61) a velocidade
angular é dada como um vetor, indicando que o sentido do movimento é ao redor
de um eixo, que no presente caso é o eixo z.
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X Y

Figura 1.13: Movimento de rotacdo ao redor de um ponto fixo.

Considerando o fato de que o médulo do vetor ¥ é constante e que dO/dt é
a velocidade angular (@) e d?0/dt* é a aceleracio angular (@), temos que a
aceleracao dada pela Eq.(1.59) pode ser escrita como sendo

i=—ro*t+rab (1.62)

Analisando a Fig.1.13 como fizemos anteriormente em relacao ao vetores unitarios,
encontramos que 7 = 0 X k e lembrando que 6 = k X 7 o primeiro termo a direita
da Eq.(1.62) pode ser escrito como sendo

—r@*F = ro?(k x 6) (1.63)
—ro*F = wk x (wk x r#) (1.64)
_rF = & x (@ x F) (1.65)

J4 o segundo termo a direita da Eq.(1.62) é ficil mostrar, e por isso deixaremos
como exercicio, que ele pode ser escrito da seguinte forma:

rod = o x 7 (1.66)

Com isso podemos escrever finalmente que a aceleracao dada pela Eq.(1.59) é
igual a

(1.67)

QL
I
St
X
e
X

\E
_l_
QU
X
=l

ou ainda

d=0OXV+a X7 (1.68)
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com o primeiro termo sendo a componente radial da aceleragdo e o segundo termo
a componente angular (ou tangencial) da aceleracao.

Exemplo 1.5.1

Uma particula P descreve no plano xy a trajetéria mostrada na Fig.1.14.
Sabendo-se que a posi¢do em funcdo do tempo da particula é dada por

r=all+cos6|

(S
o

=3

com a sendo uma constante, encontre a velocidade e aceleracdo para os
instantest =0et =3 s.

B!

(0] 2a

Figura 1.14: Exemplo 1.5.1 - Trajetéria da particula.

SOLUCAO: A velocidade da particula é dada por
V=vF+ Vgé

com

dr do
Vp=— e Vg =r—

dt dt

como

r=all+cos6|
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temos, apos fazermos as derivadas, que a velocidade é dada por
5 anm (ﬂt>A+a7L' [1+ (ﬂt)]é
V=——sin|—t|F+— cos | —
4 4 4 4
Substituindo na expressiao acima os instantest =0 et =3 s, consequimos, respec-
tivamente, que

S_an,
V= 29
2 24v2) »
v:“’rgfﬂa”( ;f)e

Jd a aceleragdo podemos calcular da sequinte forma:

com
Cdr (do?
= T\ ar
e
a _rcﬂi+2ﬂﬁ
() dr dt

Com as informagoes de r e 0 temos, apds realizarmos as respectivas derivadas,
que a aceleragdo da particula é dada por

an? T
a 16 [ +2cos 4t

an? . (nt)
ag = ——sin | —
78 4
Para os instantes de tempot =0 et =3 s temos, respectivamente, que a aceleracdo
¢ igual a

201 2. /5 .
an=(1 ﬁ),c+aﬂ \@9
16 16
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Na Fig.1.15 mostramos os vetores velocidade e aceleracio para os respectivos
instantes de tempo. E importante perceber pela figura que o vetor velocidade em
ambos os instantes € sempre tangente d trajetoria.

Figura 1.15: Exemplo 1.5.1 - Vetores velocidade e aceleracao.

1.6 Velocidade e aceleracao relativa

Consideremos que os pontos A e B movem-se ao longo da trajetéria mostrada na
Fig.1.16 com 74 e Fp 0s vetores posicao determinados em relagdo a origem O do
sistema de coordenadas.

Figura 1.16: Posicdo dos pontos A e B ao longo da trajetoria z.

Além das posigoes dos pontos A e B ao longo da trajetoria ¢ a Fig.1.16 também
mostra o vetor posi¢cao g4 que determina a posicao relativa entre o pontos A e B
ao longo da trajetéria. Pela Fig.1.16 é facil notar que

Tp=T4A+T7pa (1.69)

Tpa =Tp—Ta (1.70)
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Utilizando a Eq.(1.70) podemos definir a velocidade relativa entre os pontos A e
B da seguinte forma:

o dr

Vpa = de (171)
- dig  dis

— _ 172
VA= (1.72)

onde o primeiro termo a direita é a velocidade do ponto B (V) e o segundo termo
a velocidade do ponto A (V4). Ambas sdo medidas em relagao a origem do sistema
de coordenadas e, sendo assim, a velocidade relativa entre A e B é

Vga = Vg — Va (173)
A aceleragao relativa pode ser determinada utilizando a definicdo de aceleracao
dada pela Eq.(1.20). Utilizando essa definigdo temos que a aceleragao relativa
entre os pontos A e B fica sendo

dps = dp — da (1.74)

As Eqgs.(1.73) e (1.74) descrevem a velocidade e a aceleragao relativas, porém
quando o movimento é de translacdo. Entretanto é interessante analisarmos o
movimento relativo na presenca de uma rotagdo. Para isso vamos considerar os
pontos A e B mostrados na Fig.1.17.

y

A @
N
A

T'AB

- X

O

Figura 1.17: Posicao dos pontos A e B em movimento relativo de rotacao.

Consideremos ainda que o ponto A tenha um movimento de rotacdo ao redor do
ponto fixo O com velocidade angular @. Em rela¢ao ao ponto O a velocidade do
ponto A esta relacionada a velocidade angular da seguinte forma:

Vip=0 X7y (1.75)
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onde 74 é o vetor posicdo em relagdo ao ponto O, como mostrado na Fig.1.17.
Dessa figura podemos ainda escrever que 74 = Fg + F4p, onde 7g é 0 vetor posicao
do ponto B em relacdo & origem e P4p 0 vetor posicao que localiza o ponto A em
rela¢do ao ponto B. Com isso podemos escrever a Eq.(1.75) da seguinte forma:

Vy = o X (7B+7AB) (1.76)
\7A = X?B—i-(Y) X?AB (1-77)

Na equagao anterior ¢é facil identificar que o primeiro termo a direita é a velocidade
do ponto B em relagdo ao ponto O e, sendo assim, a velocidade do ponto A é dada
por

V4 =Vp+ @D % FAB (1.78)

E importante perceber que a velocidade relativa entre os pontos A e B depende
da velocidade angular w e da distancia relativa entre os pontos.

Podemos agora, assim como fizemos no movimento de translacdo, determinar
a aceleracdo do ponto A em relagao a origem da seguinte forma,

L dVs
== 1.
g=— (1.79)
com V4 dada pela Eq.(1.78) temos
d I

ds = E (173 + W X rAB) (1.80)

dvg do _ _driap
_ o & 1.81
A=t X Tt O X — (1.81)

Identificando na equacdo acima que o primeiro termo é a aceleracdo do ponto B

(0] o - .
em relacdo a origem e 7 o, a aceleracao angular a Eq.(1.81) pode ser escrita
como

- S _, drp
A =ap+ O X+ O X ar

1

(1.82)

Movimentos relativos se apresentam em diferentes situagoes, como nas mostra-
das na Fig.1.18. Na figura o movimento de um bloco esta vinculado ao movimento
do outro.
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Figura 1.18: Movimento relativo e dependente.

Para encontrarmos uma relacao entre o movimento dos blocos precisamos deter-
minar a relacdo de vinculo entre eles. Para isso vamos analisar primeiramente
o sistema de polias mostrado a esquerda na Fig.1.18. Nesse sistema temos duas
polias, sendo uma delas fixa e a outra mével. Consideremos que as duas polias
sao envolvidas por uma corda de comprimento L. Para encontrarmos a relacao de
vinculo entre os blocos vamos analisar a Fig.1.19, onde y4 e yp indicam a posicao
dos blocos A e B respectivamente.

Oo_Xx

‘.

Figura 1.19: Movimento relativo e dependente para um sistema de uma polia fixa e outra
mobvel.

Pela Fig.1.19 encontramos que o comprimento da corda pode ser determinado

por

L=Aa+ab+be+cd+de (1.83)
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com

Aa= (ya—11) (1.84)
bc = (yB — 0 — fz) (1.85)
de = (yp—1») (1.86)

Jé os termos ab e cd podem ser diferentes, porém sdo constantes e, dessa maneira,
podemos escrever a relagao entre y4 e yg que determina o vinculo entre os blocos
como sendo

ya+2yp=C (1.87)

onde C é uma constante. Através da Eq.(1.87) podemos encontrar uma relagao
entre as velocidades dos blocos A e B derivando ambos os lados da Eq.(1.87).
Procedendo dessa maneira encontramos que

va+2vg =0 (1.88)

Podemos ainda encontrar uma relacdo entre a aceleragdo as do bloco A e a ace-
leracdo apg do bloco B. Assim como fizemos para encontrar a relacdo entre as
velocidades, podemos derivar ambos os lados da Eq.(1.88) para determinar

as+2ag =0 (1.89)

Consideremos agora o sistema de duas polias fixas e duas moéveis, como indica
o sistema da direita mostrado na Fig.1.18. Com base nas ideias discutidas ante-
riormente e com o auxilio da Fig.1.20 é possivel mostrar, e por isso deixaremos
como exercicio, que a relacdo de vinculo entre os blocos A, B e C é dada por

2ya+2yp+yc=C (1.90)

com C sendo uma constante.
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Ya Yc

2

Figura 1.20: Movimento relativo e dependente para um sistema de duas polias fixas e
duas moéveis.

Podemos ainda encontrar, da mesma maneira que antes, as relagoes entre as
respectivas velocidades e aceleragoes, que sdo dadas por

2va+2vg+ve =0 (1.91)

2ap+2ag+ac =0 (1.92)

Embora as relagées encontradas aqui sejam validas apenas para os sistemas mos-
trados na Fig.1.18, é possivel usar o procedimento discutido aqui para encontrar
diferentes relaces para distintos sistemas.

Exemplo 1.6.1

Uma particula A se movimenta em relacdo a outra B com uma velocidade
relativa V4p. A particula B se movimenta em relagdo a outra particula C
com uma velocidade relativa vgc. Sabendo que

?ABZZI‘;—(I-FI)_;

Fgc = (t+5)i— (2t —8)]

determinam as posigoes relativas entre as particulas AB e BC, encontre a
velocidade da particula A em relacdo a particula C.

J

SOLUCAO: Para encontrarmos a velocidade Vac, ou seja, a velocidade da parti-
cula A em relacao a particula C, vamos primeiro encontrar as velocidade Vap e



Conceitos preliminares

31

Vge da sequinte forma:

d¥ap

g = TAB 97 f
'AB di J
- d?BC 2 2'.\
Vv = =1—

BC dr J

Considerando que Vap e Vga podem ser escrita
VAB = VA — VB

Ve = Vg — Ve

s como sendo

podemos combinar as expressoes acima para Vag € Vpa para encontrarmos

Vap + Ve =Va — Ve

Lembrando-se que V4 — Ve = Vac, temos

Vac = Vag + Ve

Substituindo os valores de Vap e Vga temos finalmente que a velocidade da particula

A em relacdo da particula C €

Vac =3i—3]

Exemplo 1.6.2

Na Fig.1.21 ha um sistema de trés polias, sendo que duas delas sao mébveis.
Sabendo-se que o bloco B sobe com velocidade constante vg, determine a

velocidade do bloco A.

A

C
L/

7y 5

Figura 1.21: Exemplo 1.6.2.
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SOLUCAO: Para encontrarmos a velocidade do bloco A vamos adotar o refe-
rencial mostrado na Fig.1.22, onde as coordenadas ya, yp e yc determinam as
posigoes dos blocos A e B assim como da polia C, respectivamente.

Figura 1.22: Exemplo 1.6.2.

Analisando a Fig.1.22 € possivel encontrar as segquintes relacoes de vinculo:
ya+2yc =Ci e ypts—yo)=C

onde C; e Cy sdo constantes. Derivando ambos os lados das expressdes acima
CONSequimos

va+2ve=0 e 2vg—vec =0

Resolvendo o sistema de equacoes e lembrando que vp=-vg, encontramos que a
velocidade do bloco A €

VpA = 4V()

1. A posicdo de uma particula que se move ao longo do eixo x é dada em
centimetros por x = 10+ 27>, onde 7 estd em segundos. Calcule:
a) A velocidade média durante o intervalo de tempo t=2,0 s e t=3,0 s.
b) A velocidade no instante t=2,0 s.
¢) O instante de tempo para o qual a velocidade da particula é 12 m/s.
d) Faga o grafico de v versus t.
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problemas no final de cada capitulo com diferentes niveis
de aprofundamento. Para os exercicios propostos, assim
como para os problemas do final de cada capitulo, sdo
apresentadas as respostas.

Por fim, utiliza-se o formalismo matematico adequado e
de forma objetiva ao tratar o conteudo da obra. Com o
objetivo de auxiliar o estudante/leitor, um conjunto de
apéndices com a descricdo de conceitos fundamentais de
matematica elementar, vetores e de céalculo diferencial e
integral é apresentado no final do livro.
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