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CAPÍTULO 1
Passeio na aurora boreal

O que está por vir? Tudo o que existe, existe em potência, em estado de latência, feito 
luz escondida no breu? Inimaginável a luminosidade do Big Bang, mas testemunhamos 
a intensidade do raio nas chuvas de primavera; podemos ver, no verão, o brilho do Sol, 
que nos leva a pensar nas estrelas no céu noturno do outono ou no magnetismo da au-
rora boreal. Brilhos que fascinam o ser humano desde tempos imemoriais, em que se 
apreciava o fogo trazido por Prometeu à humanidade e, assim, simbolizava o conheci-
mento. Mesmo você, que se debruça sobre esta leitura artificialmente iluminada, talvez 
por lâmpada fluorescente, talvez se esquecendo que mais de 99% da matéria do universo 
visível esteja no mesmo estado material que flui da descarga elétrica do raio, daquele que 
palpita no coração das estrelas, bem como explode em cores nos girassóis e noites estre-
ladas de Van Gogh, como também crepita da chama do fogo que traduz o conhecimento, 
que enleia a luz sobre a sua cabeça, que pensa e delira (Cremasco; Bertan; Miranda, 
2021). Plasma, que muitos denominam quarto estado da matéria, é, de fato, o primeiro 
estado e de onde todos os demais originaram-se. 
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12 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

A Terra é bombardeada por energia vinda do espaço exterior (Baranoski et al., 
2005), principalmente do Sol, que espalha, por exemplo, partículas atômicas consti-
tuintes do vento solar. Uma fração dessas partículas interage com o campo magnético 
terrestre, sendo guiadas para as regiões magnéticas norte e sul do Planeta. Os elétrons, 
ao percorrerem ao longo das linhas do campo magnético, sofrem deflexões aleatórias, 
causadas por colisões com átomos de gases atmosférico, como oxigênio e nitrogênio. 
Quando os elétrons colidem com os constituintes atmosféricos, os átomos são excita-
dos e emitem fótons (Baranoski et al., 2005), promovendo o espetáculo de luzes co-
nhecido como aurora boreal (no norte magnético da Terra) e aurora austral (no sul 
magnético da Terra). O meio em que ocorre o fenômeno da aurora boreal é um gás 
ionizado naturalmente, ou seja, plasma, e a camada da atmosfera em que acontece tal 
fenômeno é a ionosfera, sendo ela própria plasma (Eliezer; Eliezer, 2001; Chen, 2016). 
Desse modo, pretende-se ter uma ideia de como ocorre a difusão de elétrons e íons em 
determinada região da ionosfera (conhecida como região E) onde ocorre a aurora bo-
real (entre 90 km a 150 km de altitude). Encontram-se, nessa região, majoritariamente 
os íons NO+ e O2

+, cujas concentrações, bem como a de elétrons, podem ser obtidas a 
partir da Figura 1.1, enquanto as temperaturas dos elétrons (Te) e íons (Ti) estão apre-
sentadas na Figura 1.2.
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Figura 1.1 – Concentrações de íons e de elétrons na região E da ionosfera.
Fonte: adaptada de Kelley (2009).
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13Passeio na aurora boreal
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Figura 1.2 – Temperaturas de elétrons (Te) e íons (Ti) na região polar E em presença de elevado campo 
elétrico.

Fonte: adaptada de Kelley (2009).

Uma das estratégias para analisar o espalhamento ou dispersão de íons e elé-
trons livres na região E, em particular naquela em que ocorre o fenômeno da au-
rora boreal, é o emprego da abordagem de difusão estocástica. Para tanto, assuma 
o modelo de difusão ambipolar, considerando-se o modelo de passeio aleatório 
tridimensional (3D) para a descrição estocástica. Tendo em vista que a massa dos elé-
trons é me = 9,109 × 10-31 kg, e dos íons O2

+ e NO+, bem como os respectivos números 
atômicos iguais a mO2+ = 5,315 × 10-26 kg, mNO+ = 4,983 × 10-26 kg, ZO2+ = 16, ZNO+ = 15, 
pede-se:

a)	 Obtenha os valores do coeficiente de difusão livre dos íons O2
+ e NO+, bem 

como os respectivos valores dos coeficientes de difusão ambipolar nas altitu-
des 100 km e 130 km. 

b)	 Construa os cartogramas 3D do deslocamento dos íons O2
+ e NO+ a 100 km, 

nos tempos 0,25 s e 0,75 s.

c)	 Construa os cartogramas 3D do deslocamento dos íons O2
+ e NO+ a 0,5 s, nas 

altitudes 100 km e 130 km.

COMENTÁRIOS
Além de se identificar o plasma no Sol, nas estrelas, nos raios e na aurora boreal, 

destaca-se que a difusão em plasma está presente em algumas aplicações de engenha-
ria, como no processo de deposição e difusão de níquel via plasma em amostras de 
ferro (Cardoso, 2003), em processos de nitretação a plasma (Ramos, 2003) e no pré-
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14 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

-tratamento do bagaço de cana-de-açúcar visando à produção de álcool de segunda 
geração (Miranda, 2013). É crucial entender a natureza desse estado da matéria, con-
textualizando-o em relação aos demais: gás, líquido e sólido (Figura 1.3), bem como 
em relação à energia associada às transições de fases, conforme ilustra a Figura 1.4. A 
transição de gás para plasma denomina-se ionização, enquanto o processo inverso, 
recombinação. 

Sólido Líquido Gás (vapor) Plasma (gás ionizado)

Adensamento da matéria

Aumento de temperatura

Figura 1.3 – Os estados da matéria.
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Figura 1.4 – Transição de fases em distintos estados da matéria.
Fonte: adaptada de Wikipédia (2022).
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15Passeio na aurora boreal

Intui-se, naturalmente, a natureza errática das partículas que compõem o plasma, 
de tal modo que a difusão de matéria ocorre entre as regiões mais densas para as re-
giões menos densas ou entre regiões com maior temperatura para regiões de menor 
temperatura (Motta, 1996). Tendo em vista que os elétrons apresentam massa bem 
menor do que a dos íons, aqueles tendem a se difundir mais rápido, arrastando o ex-
cesso de cargas positivas. O movimento dos elétrons, portanto, provoca desequilíbrio 
de cargas, acelerando a difusão dos íons, mas desacelerando a de elétrons, provocando 
a advecção de ambas as partículas, de modo que o fluxo de matéria associado aos elé-
trons e íons pode ser escrito, respectivamente, como

J Ee e e e e= D� � �n n� 	 (1.1)

J Ei i i i i= D� � �n n� 	 (1.2)

em que ne se refere à concentração de elétrons por volume de plasma; ni, concentração 
de íons por volume; μe e μi, mobilidades dos elétrons e dos íons no campo elétrico, E; 
De e Di referem-se aos coeficientes de difusão livre dos elétrons e dos íons advindos, 
respectivamente, de

D
k T
me

B e

e e

�
�

	 (1.3)

D
k T
mi

B i

i i

�
�

	 (1.4)

sendo a constante de Boltzmann, kB = 1,381 × 10-23 J/K; me e mi, massa do elétron e do 
íon, respectivamente; νe e νi, frequência de colisão, no plasma, de elétrons e de íons, 
respectivamente (Bittencourt, 2018) 

�e en� 8 992 1 2, 	 (1.5)

�i
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��
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��
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1 2

, 	 (1.6)
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16 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

em que as frequências resultam em s-1, utilizando-se concentrações das partículas em 
m-3, sendo Z, o número atômico do íon considerado. Ao se assumir que o desequilíbrio 
entre fluxo e concentração é pequeno, ou seja, a situação de quase-equilíbrio, conside-
ra-se a igualdade entre os fluxos de elétrons e de íons, permitindo a igualdade entre as 
Equações (1.1) e (1.2), cujo resultado para o campo elétrico é posto na forma

E �
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D Di e

e i� �
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n
	 (1.7)

Substituindo-se a Equação (1.7) ou na Equação (1.1) ou na Equação (1.2), obtém-
-se, após manipulações algébricas,

J J J� � �
�
�

�

�
��

�

�
���i n

i e e i

e i

D D� �
� �

n 	 (1.8)

O fluxo de partículas representado pela Equação (1.8) refere-se à difusão ambipo-
lar, implicando no mesmo fluxo de matéria entre elétrons e íons. O termo entre parên-
teses denomina-se coeficiente de difusão ambipolar, ou

D
D D

a
i e e i

e i

�
�
�

�

�
��

�

�
��

� �
� �

	 (1.9)

Ao se identificar as Equações (1.3) e (1.4) na Equação (1.9), e sabendo-se que as 
mobilidades elétrica e iônica são iguais, respectivamente, a μe = e/meνe e μi = e/miνi 
(com e = 1,602 × 10-19 Coulomb), tem-se a equação para o coeficiente de difusão 
ambipolar na forma da equação de Einstein, 

D
k T T
m ma

B e i

e e i i

�
�� �
�� �� �

	 (1.10)

É importante ressaltar que, ainda que se observe a existência do coeficiente de di-
fusão ambipolar, este pode estar sujeito a campo magnético, o qual pode ser expresso 
segundo o coeficiente perpendicular de difusão na forma (Fridman, 2008)

D
Da

� � �
	 (1.11)
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17Passeio na aurora boreal
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onde wB,i = eB/mi; wB,e = eB/me, em que B é a densidade do campo magnético. Uma vez 
que B ≈ 10-5 Tesla (Bittencourt, 2018) na ionosfera, γ é aproximadamente igual a 1, 
podendo-se considerar (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021)

D Da� � 	 (1.13)

Destaque-se que a migração iônica pode ser avaliada pelo seu passeio aleatório de 
acordo com o processo estocástico markoviano. O passeio aleatório é utilizado na des-
crição do deslocamento errático de uma partícula material (íon, átomo ou molécula 
– Figura 1.5), cuja matriz de transição para qualquer dimensão se dá por (Cremasco; 
Bertan; Miranda, 2021)

P U k U i
d se i adjacente k

se n oN N� �� � � ��
�

�,
, ,

1

1 2
0

é à

ã
	 (1.14)

sendo d a dimensão, em que d = 1, unidimensional; d = 2, bidimensional; d = 3, tridi-
mensional. Quanto à abordagem de difusão estocástica, assume-se que os íons no plas-
ma seguem trajetórias aleatórias (Figura 1.5), de modo que são avaliadas quanto à sua 
transitoriedade/recorrência. 

	

Figura 1.5 – Deslocamento errático de uma partícula material.
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18 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

Considere determinada partícula situada em (0,0,0) de maneira que ela escolhe um 
de seus vizinhos (ou lócus) mais próximo i − δj ou i + δj (j = x, y ou z) para seguir (Cre-
masco; Bertan; Miranda, 2021). Em três dimensões, pode-se considerar um de seus 
seis vizinhos (Figura 1.6). 

y
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y
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x

y
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δz

x

y

z δz

x

y
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x

Figura 1.6 – Possibilidades de deslocamento centrada no vértice. 
Fonte: adaptada de Cremasco; Bertan; Miranda (2021).

Assume-se, portanto, passeio aleatório tridimensional, simples, simétrico e inde-
pendente, em que a partícula se move para a posição vizinha independentemente do 
deslocamento anterior, caracterizando um processo estocástico com incrementos in-
dependentes (Bhattacharya; Waymire, 1990), ou seja, estatisticamente independente 
implicando, por exemplo, na nulidade da matriz de covariância. Tendo em vista que o 
passeio é simétrico para cada vizinho e que este seja escolhido com probabilidade 1/6, 
decorrendo, portanto, da hipótese de transitoriedade/recorrência, não importa a defi-
nição da escolha do caminho, pois, em cada situação, existem seis vizinhos igualmente 
prováveis. Assim, tem-se uma relação recursiva para a probabilidade de uma partícula 
percorrer N passos, a partir do ponto x, até atingir o ponto y. Ao identificar tal proba-
bilidade a P(N: x,y), tem-se a relação recursiva (Rudnick; Gaspari, 2004)

P N
d

P N-1 i
nns

: , : ,x y x y w� � � �� ��1
2

	 (1.15)

A Equação (1.15) refere-se às trajetórias independentes de uma partícula em d di-
mensões, enquanto nns se refere à localização dos vizinhos mais próximos dessa mes-
ma partícula. No caso de passeio tridimensional, a Equação (1.15) é retomada na for-
ma (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021)

P N P N-1 P N-1j j j j: , : , : ,x y x y e x y e� � � �� � � �� ��
�

�
�

�
�1

6 1

3

� �
j

	 (1.16)
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19Passeio na aurora boreal

na qual ej são os vetores unitários ao longo dos eixos positivo x, y e z. Subtraindo-se 
P(N-1: x,y) na Equação (1.16), esta é reescrita como (Rudnick; Gaspari, 2004)

P N -P N-1 P N-1 P N-1 P N-j j: , : , : , : ,x y x y x y e x y e� � � � � �� � � �� � �1
6

2� �j j 11: ,x y� ��
�

�
�

�
�
j 1

3

	 (1.17)

Para número de passos muito elevados (N>>1), pode-se considerar a seguinte ex-
pansão em série de Taylor (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021)

P N P N-1
N

N-1: , , , : ,x y x y x y� � � � � � �
�

� �P 	 (1.18)

que, substituída na Equação (1.17), resulta em 

�
�

� � � �� � � �� � � � ��
N

N P N-1 P N-1 P N-1j jP j j: , : , : , : ,x y x y e x y e x y1
6

2� ���
�
�

�
�
j 1

3

	 (1.19)

Adotando procedimento semelhante para o lado direito da Equação (1.18), ou seja, 
considerando-se a expansão da série de Taylor para cada coordenada e lembrando que 
x, y e z são variáveis independentes entre si (ou seja, não existem correlações), tem-se, 
em coordenadas retangulares e assumindo que a origem em (x,y,z) venha a ser igual a 
zero nas três dimensões,

�
�

� � � �
�

� � � �
�

� � �
N

P N,x,y,z
x

P N,x,y,z
y

P N,x,y,z
� � �x y z

2 2

2

2 2

2

2

6 6 6
��
�

� �
2

2z
P N,x,y,z 	 (1.20)

Assumindo que N se refere ao tempo adimensional de certo tempo característico, τ, 

N t
�
�

	 (1.21)

resulta em (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021)

�
�

� � � �
�

� � � �
�

� � �
t

P t,x,y,z
x

P t,x,y,z
y

P t,x,y,z
�
�

�

�
�x y z

2 2

2

2 2

26 6

22 2

26�
�
�

� �
z

P t,x,y,z 	 (1.22)
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20 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

que pode ser identificada à equação de transporte de matéria, em coordenadas carte-
sianas, para meios anisotrópicos na forma

�
�

� � � �
�

� � � �
�

� � � �
�t

n t,x,y,z D
x

n t,x,y,z D
y

n t,x,y,z D
z

nx y z

2

2

2

2

2

2
tt,x,y,z� � 	 (1.23)

com os coeficientes de difusão nas direções x, y e z definidos de acordo com

D D Dx y z� � �
�
�

�

�
�
�

x y z
2 2 2

6 6 6
; ; 	 (1.24)

A Equação (1.23) pode ser resolvida mediante as seguintes condições de contorno 

n x y z x y z0, , ,� � � � � � � � �� � � 	 (1.25)

em que δ(x), δ(y) e δ(z) são deltas de Dirac, e 

n t x y z x y z, , , ; , ,� � � � ��0  	 (1.26)

cuja solução é 

n t,x,y,z x y z

x y z

2 2 2

� � �
� �

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

1
2 2 2 23 2 2 2 2� � � � � � �

exp
x y z

 	 (1.27)

da qual se identificam

� � � � � �x y z
2 2 22 2 2� � �D D Dx y z; ;  	 (1.28)

Observa-se que a Equação (1.27) representa uma distribuição normal multivariada 
(tridimensional), cujo coeficiente de correlação é nulo; característica da hipótese (for-
te) assumida de o passeio aleatório 3D ser um processo estocástico independente 
(Cremasco; Bertan; Miranda, 2021). Em se tratando da difusão ambipolar em plasma 
sujeito a campo magnético fraco (B << E; γ = 1), tem-se nas definições 1.28

� � � � � �x y z
2 2 22 2 2� � �� �D D Da; ;  	 (1.29)
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21Passeio na aurora boreal

A Equação (1.23) é retomada como

�
�

� � � �
�

� � � �
�

� ��

�
�

�

�
� �

�
�t

n t,x,y,z D
x

n t,x,y,z
y

n t,x,y,z Da

2

2

2

2

2

��
� �

z
n t,x,y,z

2
 	 (1.30)

que se assemelha àquela encontrada em Bittencourt (2018) para a descrição da equa-
ção de transporte de elétrons em plasma (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021). 

O desafio de especificar as trajetórias dos íons na região em que ocorre a aurora 
boreal é o de associar tais trajetórias à difusão de matéria, esta contemplada por sua 
natureza intrínseca, presente em seu coeficiente de difusão e influenciada pela concen-
tração iônica, conforme apresenta a Figura 1.1. Para o passeio aleatório 3D, assume-se 
que existem L passos na direção x, associados ao seu respectivo trajeto; M passos na 
direção y; N passos na direção z. A estratégia para a difusão estocástica baseia-se, nes-
te caso, na relação da natureza dispersiva do coeficiente de difusão em tais passos. É 
possível, portanto, associar os coeficientes de difusão com a variância relativa à distri-
buição gaussiana, e o deslocamento dos íons O2

+ e NO+ em diferentes tempos (item b) 
e altitudes (item c). Ressalte-se que o passeio aleatório está no escopo dos processos 
estocásticos markovianos (Billingsley, 1995), empregado para descrever a trajetória 
errática de determinada partícula material (elétron ou íon), cuja matriz de transição é 
dada pela Equação (1.14). Assume-se a independência de escolha para o novo deslo-
camento para qualquer que seja a direção x, y e z, implicando na simetria do passeio 
aleatório na forma p = q = ½, (ou para x ou para y ou para z, independentemente). Este 
também pode ser descrito pela distribuição de Bernoulli, especificamente pela distri-
buição binomial, de modo que se tem (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021).

�x p p L2 1� �� � 	  (1.31)

�y
2 � �� �p 1 p M 	  (1.32)

�z p p N2 1� �� � 	  (1.33)

sendo p = ½, resultando, portanto, para qualquer direção,

L � 4 2�x 	  (1.34)

M � 4 2�y 	  (1.35)

N � 4 2�y 	 (1.36)
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22 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

Ao se considerar as definições 1.29 nas Equações (1.34) a (1.36), estas são reescritas 
como

L � �8D � 	 (1.37)

M � �8D � 	 (1.38)

N � 8Da� 	 (1.39)

Em atenção à hipótese de que o campo magnético é fraco (B << E; γ = 1), ou seja, 
D┴ ≈ Da, tem-se, necessariamente (Cremasco; Bertan; Miranda, 2021),

L M N Da� � � 8 �  	 (1.40)

FORMULÁRIO
A descrição do mecanismo da dispersão molecular dos íons no plasma resulta da 

implementação da matriz de transição, Equação (1.14), para d = 3, considerando-se 
que a única variável a ser fornecida é o valor do passo L, conforme apresentado na 
Figura 1.7.

Input: j (espécie j), L (número de passos)

Output: cartogramas 3D para diferentes tempos e altitudes

1: enquanto i = 0 faça

2: x ← 0;

3: y ← 0;

4: z ← 0;

5: para i = 1 → L faça

6: r ← número pseudoaleatório

7: if r < 1/6

8: x ← x + 1;

9: x ← x + 1;

10: z ← z;

11: else if r < 2/6

12: x ← x – 1;

13: y ← y;

14: z ← z;

15: else if r < 3/6
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23Passeio na aurora boreal

16: x ← x;

17: y ← y + 1;

18: z ← z;

19: else if r < 4/6

20: x ← x;

21: y ← y – 1;

22: z ← z;

23: else if r < 5/6

24: x ← x;

25: y ← y;

26: z ← z + 1;

27: else r > 5/6

28: x ← x;

29: y ← y;

30: z ← z – 1;

31: return (recomece com novo j)

32: end

Figura 1.7 – Algoritmo para a descrição do passeio aleatório 3D. 
Fonte: adaptada de Cremasco; Bertan; Miranda (2021). 

Informação adicional
Constante de Boltzmann: kB = 1,381×10-23 J/K.

SOLUÇÃO
O modelo que descreve o passeio aleatório na camada da ionosfera em que ocorre 

o fenômeno da auroral boreal é descrito pelas Equações (1.10) a (1.13) (item a), utili-
zando-se o algoritmo apresentado na Figura 1.7 (lembrando-se que L = M = N tanto 
para o item b quanto para o item c deste capítulo). Independentemente do item, deve-
-se conhecer as concentrações das partículas sujeitas ao fenômeno difusivo em ques-
tão, bem como as temperaturas a que estão sujeitas. Neste caso, lança-se mão das Figu-
ra 1.1 e 1.2 para obter os valores das temperaturas dos elétrons (Te) e íons (Ti), bem 
como dos valores de concentração íons O2

+ e NO+, cujos resultados (já convertidos 
para m-3) encontram-se na Tabela 1.
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24 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

Tabela 1 – Valores aproximados de temperatura e concentração de elétrons e íons majoritários na re-
gião da aurora boreal

Altitude (km) Te (K) Ti (K) e × 10-11 (m-3) O2
+ × 10-11 (m-3) NO+ × 10-11 (m-3)

100 250 500 0,95 0,40 0,55

130 750 1.800 1,70 0,65 0,90

a)	 Os valores do coeficiente de difusão livre dos íons O2
+ e NO+, nas altitudes 100 km 

e 130 km, são fornecidos, respectivamente, pela Equação (1.4), retomada

D
k T
mi

B i

i i

�
�

	  (1)

com a constante de Boltzmann, kB = 1,381 × 10-23 J/K, e as frequências de colisão 
dos íons a partir da Equação (1.6), ou 

�i
i

i

Z
n
m

� �
�

�
��

�

�
��

�8 569 10 15

1 2

,  	 (2)

Para efeito de ilustração de cálculos, serão tomadas como partículas de teste os íons 
O2

+ e NO+, na altitude de 100 km, sendo que a metodologia empregada pode ser esten-
dida para 130 km. Uma vez que a 100 km, Ti = 500 K (Tabela 1), e resgatando do 
enunciado as informações mO2+ = 5,315 × 10-26 kg, mNO+ = 4,983 × 10-26 kg, ZO2+ = 16, 
ZNO+ = 15, tem-se na Equação (2) para os íons O2

+ e NO+, respectivamente,

�O2
8 569 10 16 0 40 10

5 315 10
1 189 115

11

26

1 2

� � �� �� � �
�

�
�
�

�
�
� � ��

�
, ,

,
, 005 1s�  	 (3)

�NO� � �� �� � �
�

�
�
�

�
�
� � ��

�
8 569 10 15 0 55 10

4 983 10
1 350 115

11

26

1 2

, ,
,

, 005 1s�  	 (4)
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25Passeio na aurora boreal

Uma vez que se conhece o valor da constante de Boltzmann, kB = 1,381 × 10-23 J/K, e 
de posse dos resultados de 3 e 4, calculam-se os valores dos coeficientes livres de difusão 
dos elétrons dos íons O2

+ e NO+ a 100 km, em que Ti = 500 K, segundo a Equação (1)

D
k T 1,381 10 500

5,315 0 1,189 10
B i

O
O Om2

2 2
1 5�

� �

� �
�� �� �

�� � �

���

���� �� �
� �1 093 10 930, .m s cm s2 2 	  (5)

D
k T

m
1,381 10 500

10 10
B i

23

26 5NO
NO NO

�

� �

� �
�� �� �

�� � �

�

�� 4 983 1 350, ,�� �
� �1 026 10 260, .m s cm s2 2  	 (6)

A obtenção dos valores do coeficiente ambipolar resulta da Equação (1.10), ou

D
k T T
m ma

B e i

e e i i

�
�� �
�� �� �

 	 (7)

em que o valor da frequência de colisão dos elétrons é obtido da Equação (1.5),

�e en� 8 992 1 2,  	 (8)

Uma vez que a 100 km de altitude ne = 0,95 × 1011 m-3, tem-se na Equação (8),

�e s� � � �� � � � �8 992 0 95 10 2 772 1011 1 2 6 1, , ,  	 (9)

Tendo em vista que a massa dos elétrons é me = 9.109 × 10-31 kg e a 100 km, a tem-
peratura dessas partículas é igual a 250 K

Da,O2
� �

�� � �� �
�� � �� � �

�

�

1 381 10 250 500
9 109 10 2 772 10 5 31

23

31 6

,
, , , 55 10 1 189 1026 5�� � �� ��� ��

� �
� ,

1,638 m s 16.380 cm s2 2  	(10) 

Da,O2
� �

�� � �� �
�� � �� � �

�

�

1 381 10 250 500
9 109 10 2 772 10 4 98

23

31 6

,
, , , 33 1 350�� � �� ��� ��

� �
�10 10

1,539 m s 15.390 cm s
26 5

2 2

,
 	(11) 

Os resultados teóricos dos valores dos coeficientes de difusão livre, Di, e ambipolar, 
Da, tanto para 100 km quanto para 130 km, encontram-se na Tabela 2.
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26 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

Tabela 2 – Valores dos coeficientes de difusão livre, Di, e ambipolar, Da

Íons O2
+ NO+

Altitude (km) Di × 10-4 (cm2/s) Da × 10-4 (cm2/s) Di × 10-4 (cm2/s) Da × 10-4 (cm2/s)

100 1,093 1,638 1,026 1,539

130 3,085 4,368 2,888 4,090

O valor do coeficiente de difusão livre dos íons é afetado tanto por sua natureza 
quanto pela concentração. Observa-se que há o incremento dos valores dos coeficien-
tes de difusão com o incremento da altitude. Isto decorre do aumento da temperatura 
dos íons, o que eleva a sua energia cinética aumentando, dessa maneira, a sua difusão.

b)	 A construção dos cartogramas 3D para a trajetória dos íons O2
+ e NO+ a 100 km, 

nos tempos 0,1 s e 1 s, decorre do estabelecimento do número de passos N (recor-
dando que N = M = L, ou seja, o mesmo número de passos em todas as direções), 
por meio da Equação (1.40), ou

L a� � �M N 8D � 	 (12)

Para efeito de exemplificação, tomam-se os resultados avaliados a 100 km, conside-
rando-se o tempo igual a 0,25 s. Desse modo, tem-se para os íons O2

+ e NO+, respecti-
vamente,

N 8D 8 16.380 0,25 32.764 cmO
2

2
� � � � �� �� � �a� 	 (13)

N 8D 8 15.390 0,25 30.781 cmNO
2

� � � � �� �� � �a� 	 (14)

Procedimento similar é empregado para a obtenção do número de passos para 
τ = 0,75 s, cujos resultados estão apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 – Número de passos (N) para o passeio aleatório 3D a 100 km de altitude: influência do tempo

τ (s) O2
+ NO+

0,25 32.764 30.781

0,75 98.266 92.322
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27Passeio na aurora boreal

De posse do número de passos e do algoritmo apresentado na Figura 1.7, é possível 
construir o cartograma 3D, conforme apresentado na Figura 1. A partir da análise 
dessa figura, observa-se claramente a trajetória dos íons ao longo do tempo, espalhan-
do-se aleatoriamente, todavia aumentando com o incremento do tempo e corroboran-
do a natureza dispersiva do fenômeno de difusão da matéria.
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Figura 1 – Cartograma ilustrativo do passeio aleatório a 100 km nos tempos τ = 0,25 s e 0,73 s para os 
íons: (a) O2

+; (b) NO+.

c)	 A construção dos cartogramas 3D representativos da trajetória dos íons O2
+ e NO+ 

a 0,5 s, nas altitudes 100 km e 130 km, segue a metodologia apresentada no item 
anterior. Adotando procedimento semelhante ao que possibilitou os resultados de 
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28 Transferência de massa: difusão mássica em meios não convencionais

13 e 14, foram obtidos os números de passos, a 0,5 s, e nas altitudes pretendidas, 
cujos resultados estão apresentados na Tabela 4. De posse de tais informações e do 
algoritmo sugerido na Figura 1.7, são apresentados os cartogramas 3D na Figura 2.

Tabela 4 – Número de passos (N) para o passeio aleatório 3D a 0,5 s: influência da altitude

Altitude (km) O2
+ NO+

100 65.511 61.548

130 174.725 163.586
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Figura 2 – Cartograma ilustrativo do passeio aleatório a 0,5 s nas altitudes de 100 km e 130 km para os 
íons: (a) O2

+; (b) NO+.
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29Passeio na aurora boreal

O valor do coeficiente de difusão livre dos íons é afetado tanto por sua natureza 
quanto pela concentração. A 110 km (Figura 1.1), há praticamente igualdade entre as 
concentrações de íons O2

+ e NO+. Uma vez que o número atômico desses íons é pró-
ximo, pode-se verificar, por inspeção da Equação (2), que a frequência de colisões 
dos íons NO+, devido à sua massa (4,983 × 10-26 kg), é maior do que a do íon O2

+ 
(5,315 × 10-26 kg). O aumento da frequência de colisões resultaria em menor valor 
para o coeficiente de difusão iônica; no entanto, quando se tem concentrações iônicas 
iguais, isso é inversamente proporcional à mi

1/2. Para as outras altitudes, há claramente 
o efeito tanto da natureza do íon quanto de sua concentração. Tal análise pode ser es-
tendida aos resultados do coeficiente de difusão ambipolar. No entanto, observa-se 
que há o incremento dos valores dos coeficientes de difusão com o incremento da al-
titude. Isso decorre do aumento da temperatura dos íons, o que eleva sua energia ciné-
tica, aumentando, dessa maneira, a sua difusão.
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CONTEÚDO

Apresentação
1.	 Passeio na aurora boreal

2.	 Raios

3.	 Vulcão

4.	 Está no DNA

5.	 Entre a flor e o carrapicho

6.	 O que se passa por sua cabeça?

7.	 Hora do leite

8.	 A vida por um microrganismo

9.	 Que soja

10.	 Aromas

11.	 O perfume

12.	 Não é culpa do vento

13.	 O que se respira?

14.	 O que nos aquece?

15.	 Ouro de tolo ou pedra filosofal? 

Nomenclatura

Índice remissivo

Esta obra trata de tópicos sobre difusão mássica 
que não são oferecidos habitualmente no escopo 
de transferência de massa, enfocando o transporte 
de matéria em meios difusivos complexos, como na 
natureza plasmática da aurora boreal e dos raios, 
no magma e gases de vulcões, no citosol foliar do 
crisântemo e do carrapicho, e no transporte de 
neurotransmissores. 
Estuda-se a difusão em leite, em meio de cultivo 
fermentescível, em fluidos supercríticos e líquidos 
iônicos, como também se avalia a difusão de voláteis, 
como os encontrados em perfumes. Se o perfume 
emana o que há de bom da vida, existem os agrotóxicos 
nas lavouras, o mercúrio nas lavras e os gases do 
efeito estufa na atmosfera para traduzir o outro 
lado da humanidade. Este livro, sobretudo, dirige o 
olhar às consciências social e ambiental enquanto 
complementos necessários à formação técnica de quem 
se envereda nas ciências exatas e tecnológicas.
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