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CAPITULO 1

Conjuntos

1.1 NOCOES PRIMITIVAS

Os conceitos de conjunto, elemento e pertinéncia costumam ser aceitos sem definicdo
e, por isso, sdo chamados nogoes primitivas. A nocdo matematica de conjunto que se
usa é praticamente a mesma do idioma comum, ou seja, é o mesmo que agrupamento,
classe, colecao.

Um conjunto é qualquer colecdo de objetos. Os objetos que compdem a colecdo sdo
chamados elementos. Os elementos pertencem a sua respectiva colecdo. Convencionamos
representar conjuntos por letras maidsculas e seus elementos por letras minusculas.

Um conjunto fica determinado quando:

« listamos todos os seus elementos. Neste caso, usaremos virgulas separando cada
elemento e os agruparemos entre chaves. Por exemplo, V = {a, e, i, 0, u} repre-
senta o conjunto das vogais do nosso alfabeto.

+ indicamos alguma propriedade que seja caracteristica dos seus elementos. Por
exemplo, P = {x | x é um inteiro positivo par} (Ié-se: “P ¢é o conjunto dos x tais que
X é um inteiro positivo par”) é o conjunto formado pelos elementos 2,4,6,8, ...
As reticéncias denotam que a listagem dos elementos tem continuidade.

Figura 1.1 Diagrama representando um conjunto.
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Usaremos a notacéo x € A para indicar que o elemento x pertence ao conjunto A e
x ¢ A em caso contrario, ou seja, indicando que x nio pertence a A.

Dois conjuntos sdo iguais quando tiverem os mesmos elementos. Equivalentemente,
dois conjuntos A e B sdo considerados iguais quando todo elemento de A for elemento
de B e todo elemento de B também for elemento de A. Nédo importa se ha repeticao
de elementos e nem a ordem em que os elementos sdo listados. Por exemplo, se A =
{1,2,3,4} e B =1{4,3,4,3,1,1,2}, entdo temos que A = B, ou seja, sdo conjuntos iguais.

1.2 DIAGRAMAS DE VENN

E usual representar os conjuntos por curvas fechadas, sem autointersecio, contendo
no seu interior pontos que sao os seus elementos. Elementos que ndo pertencem ao
conjunto sdo representados por ponto no exterior da curva. Por exemplo, na Figura
1.1 representamos um conjunto A= {x, y,2, U, w}. Representamos também quea ¢ A,
bgAecéA.

Essa forma de representacio de conjuntos é chamada diagrama de Euler-Venn ou,
simplesmente, diagrama de Venn.

1.3 CONJUNTO UNITARIO, CONJUNTO VAZIO, CONJUNTO UNIVERSO

Um conjunto que contenha um tnico elemento é chamado unitario. Por exemplo,
X = {y|y é um ntimero par positivo e primo } é um conjunto unitario.

Fazemos distin¢do entre um conjunto unitario X = {x} e o seu Unico elemento x.
Neste caso, escrevemos x € {x} e consideramos sem sentido igualdades do tipo x = {x}.

Um conjunto sem elementos é chamado conjunto vazio que é representado por @ ou
por { }.
Ao estudarmos determinados conjuntos, admitimos a existéncia de um conjunto U

ao qual pertencem todos os elementos de todos os conjuntos envolvidos. Esse conjunto
U é chamado conjunto universo.

E comum a solugio de um problema depender do conjunto universo utilizado. Por
exemplo, se resolvermos a equacio x2 + 5x + 6 = 0 usando como conjunto universo o
dos inteiros positivos, entdo diremos que ela ndo tem solucdo. No entanto, se o conjunto
universo das possiveis solucdes fosse o conjunto de todos os inteiros, entdo diriamos
que ela admite duas solugdes, —2 e —3.

Outro exemplo: escolhamos um segmento de reta AB em uma reta r. Se escolhermos
como conjunto universo a reta r, entdo os pontos que estdo a uma mesma distancia tanto
de A quanto de B é formado por apenas um unico ponto: o ponto médio do segmento
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AB. Por outro lado, se escolhermos o conjunto universo como sendo um plano que
passe pela reta r, entdo o conjunto de todos os pontos a uma mesma distancia de A e B
é formado por uma reta s que é perpendicular a r e que passa no ponto médio de AB.

1.4 SUBCONJUNTOS

Consideremos dois conjuntos A e B. Se todo elemento de A também for elemento
de B, entdo diremos que A esta contido em B e também que A é subconjunto de B.
Simbolicamente, representaremos por A C B ou por A C B. Neste caso, dizemos
também que B contém A e representamos por B D Aou B 2 A.

Usaremos A ¢ B significando “A nao esta contido em B” e B 3 A significando “B
ndo contém B”.

Qualquer conjunto esta contido em si mesmo, ou seja, A C A para qualquer conjunto
A.

Temos também que o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto, ou seja,
@ C A para todo A. Para entender melhor essa afirmacio, vamos supor que fosse
diferente, que existisse algum conjunto X tal que @ ¢ X. Isso so seria possivel se
existisse algum elemento a pertencente a @ que nio fosse elemento de X. Como tal
elemento a nio existe, ndo podemos ter @ ¢ X, e, consequentemente, o conjunto @ esta
contido em qualquer outro conjunto.

Exemplos:

e {a,c} c{a,c,d, f}
{a} c {a,d, e}

{a,b,c} c {a,b,c}
{a,b,c,d} ¢ {a, b}

Quando A C B, representamos no diagrama A como sendo uma curva fechada
dentro de outra curva fechada B.

1.5 UNIAO DE CONJUNTOS

Se A e B sdo conjuntos quaisquer, o conjunto formado pelos elementos que pertencem
a pelo menos um deles é chamado unido de A com B e é representado por A U B (1é-se:
“A unido B”). Ver Figura 1.2. Simbolicamente,

AUB={x|xe€Aoux e B}
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ANB

A-B B-4

Figura 1.2 Uniao, intersecdo e diferencas de conjuntos.

Exemplos:

. {a,c.d} U{a,c. f} = {a,c.d, f}
. {a.b,c, f}U{a.d,e} ={a,b,c.d, e, f}
< {a.b,c}U{d,e,f} ={a,b,c.d,e, f}
. {a,b,c} U{a,b,c}={a,b,c}

e {a,b,c} VU@ ={a,b,c}

Para quaisquer conjuntos A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U temos
as seguintes propriedades:

«+ AUA=A
« AUU=U
« AU =A
«+ AUB=BUA

e« AUBDAeAUBDB

«(AUB)UC=AU(BUC)
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1.6 INTERSECAO DE CONJUNTOS

Se A e B sido conjuntos quaisquer, o conjunto formado pelos elementos que pertencem
a ambos é chamado intersecdo de A e B e é representado por A N B (1é-se: “A inter B”).
Ver Figura 1.2. Simbolicamente,

ANB={x|xe€Aexe B}
Exemplos:
M {a3bac’d}n{a’c’e’f}:{a’c}

{a,b,c, f}Nn{a,d,e} ={a}
{a,b,c} N{d,e, f} =@

{a,b,c} n{a,b,c} ={a,b,c}
e {a,b,c}Nno=0

Para quaisquer conjuntos A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U temos
as seguintes propriedades:

« ANA=A
« ANU=A
s AND=0

« ANB=BNA
« ANBCAeANBCBHB

c(ANB)NC=AN(BNC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

1.7 DIFERENCA DE CONJUNTOS

Se A e B sido conjuntos quaisquer, o conjunto formado pelos elementos de A que
ndo pertencem a B é chamado diferenca entre A e B e é representado por A — B (1é-se:
“A menos B”). Ver Figura 1.1. Simbolicamente,

A-B={x|xeAex ¢ B}
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Analogamente, definimos:
B-A={x|xeBex¢A}
Exemplos:
« {a,b,c,d} —{a,c,e, f} =1{b,d}
e {a,b}—{a,b,d,e} =2
{a,b,d,e} —{a,b} ={d, e}

{a,b,c} —{a,b,c} =@

{a,b,c} —@={a,b,c}

1.8 COMPLEMENTAR

Dados dois conjuntos A e B, tais que B C A, chama-se complementar de B com relagio
a A o conjunto A — B formado pelos elementos que pertencem a A e nio pertencem
a B, representado por B ou por (4B (1&-se: “complementar de B com relacio a A”).
Simbolicamente,
CaAB=A-B={x|xecAex¢B}

Exemplos: Sejam A = {1,2,3,4,5}, B={1,2}, X ={4,5} e U ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

CaB={3,4,5}
. CaX=1{1,2,3}
- CuA=1{6,7,8}
CuXx=1{1,2,3,6,7,8}

- CgB=0

- Caz=4A

Para quaisquer conjuntos A, B subconjuntos de um conjunto U temos as seguintes
propriedades:

«cAnCyA=0eAU(CyA=U

. CAAIZeCAQIA
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- Cu(CvA)=A
« Cu(AuB)=CuAnCyB

« Cu(AnB)=CyAuCyB

1.9 CONJUNTO DE CONJUNTOS
Os elementos de um conjunto também podem ser conjuntos. Por exemplo,
A ={{1.4}, {0,5,6}, {9}}

¢ um conjunto formado por trés elementos (que também sdo conjuntos):

{1,4}, {0,5,6}, {9}

Aqui, podemos escrever {1,4} € A, {0,5,6} € A, {9} € A, e {{1,4}, {0,5,6}} C A,
mas nio podemos escrever algo como {0,5,6} C A,4 € A,9 € A.

Considerando A um conjunto qualquer, o conjunto das partes de A, denotado por
©(A), é o conjunto cujos elementos sdo todos os subconjuntos de A. Simbolicamente:

p(A)={X|X c A}
Por exemplo, se A = {1, 3,5}, entdo os subconjuntos de A séo
®’ {1}’ {3}’ {5}’ {]" 3}’ {]‘$ 5}’ {3’ 5}’ {1’ 3’ 5}

portanto

9(A) = {2, {1}, {3}, {5}, {1, 3}, {1, 5}, {3, 5}, {1, 3, 5}}

E possivel mostrar que se A for formado por n elementos distintos, entdo p(A) é
formado por 2" elementos distintos.
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1.10 TABELA DE SIMBOLOS

Tabela 1.1 Simbolos utilizados com conjuntos.

’ simbolos ‘ como se 1é
acA a pertence a A
ag¢A a nao pertence a A
A = {x|x tem a propriedade P} | A é o conjunto dos x tal que x tem a propriedade P
A=B A éiguala B
A+B A é diferente de B
ACB A esta contido em B
A¢B A nao esta contido em B
ADB A contém B
ADPB A nao contém B
%) conjunto vazio
A-B A menos B
AUB A uniao B
ANB A inter B
CrA complementar de A com relacio a B
p(A) Conjunto das partes de A
3x existe um x
Vx para todo x

1.11  NUMEROS NATURAIS E INTEIROS

Chamamos conjunto dos niimeros naturais (denotado por IN) o conjunto formado por
0,1,2,3,...
N={0,1,2,3,4,...}

e conjunto dos niimeros inteiros (denotado por Z) o seguinte conjunto:

Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Destacamos os seguintes subconjuntos de Z:
7,={0,1,2,3,...} =N

Z_={...,-3,-2,-1,0}
Z'=1{..,-3,-2,-1,1,2,3,...}

Em Z, além das operacdes de adi¢do e multiplicacdo, uma importante definicdo é a
de divisor: dados a, b € Z, dizemos que a é um divisor de b (em simbolos: a | b) quando
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existir um inteiro ¢ tal que ac = b. Neste caso, dizemos também que b é um multiplo de

a. Por exemplo, 3| 12, ou seja, 3 é um divisor de 12 (porque existe um inteiro, 4, tal que
3-4=12).

1.12 NUMEROS RACIONAIS

Chamamos conjunto dos niimeros racionais (denotado por Q) o conjunto formado
por todas as fragdes (pares de inteiros) 5 ondepeZ,qeZ"

p
Q= {—Ip,q €Z.q iO}
q
Em Q definimos os seguintes conceitos:

« igualdade: § = 7 equivale a ad = bc;

- adigdo: § + § = 4dtbe;
- multiplicacdo: 7 - 5 = 75

1.13 NUMEROS REAIS

Uma raiz de um nimero racional nem sempre é um nimero racional. Por exemplo,
V2 nio é racional.

Um nimero que nio é racional é chamado irracional. Existe uma infinidade de
ntimeros irracionais conhecidos: V2, V3, V5, ..., = 3,1415926..., ¢ = 2, 7182818...,
loglo 2= 0, 301030...

A unido de todos os racionais com todos os irracionais é chamado conjunto dos
numeros reais, denotado por R. O conjunto dos irracionais é o complementar dos
racionais com relagdo aos reais, por isso ele costuma ser denotado por R — Q.

Destacamos aqui os seguintes subconjuntos dos reais: R* dos reais ndo nulos, R,
dos reais nio negativos,R_ dos reais néo positivos.

1.14 INTERVALOS

Dados dois niumeros reais a € b com a < b, definimos:

o intervalo aberto de extremidades a e b como sendo o conjunto

la,b[={x e R|a < x < b}
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« intervalo fechado de extremidades a e b como sendo o conjunto

[a,b] ={x e R|a < x < b}

« intervalo fechado ad esquerda de extremidades a e b como sendo o conjunto

[a,b[={x e R|a < x < b}

« intervalo fechado a direita de extremidades a e b como sendo o conjunto

la,b] ={x e R|a < x < b}
Também definimos intervalos infinitos:

. ] —co,b[={x e R|x < b}
. ]-co,b] ={x e R|x < b}
. la,+oo[= {x € R|x > a}
. [a,+oo[= {x e R|x > a}

e ] —00,400[=R

1.15 NUMEROS COMPLEXOS

Um ntimero complexo é um niimero da forma a + bi onde a e b sio reais e i = V—1¢é
a unidade imaginaria cuja propriedade basica ¢ i = —1. O conjunto de todos os niimeros
complexos é denotado por C. Se b = 0, entdo z é um nimero real e, se a=0, 7 é dito
imaginario puro.

Um namero complexo a + bi pode ser representado como o ponto (a, b) no plano
cartesiano e o conjunto € pode ser pensado como se fosse o plano R

Se z = a+ bi € C, entdo a é denominado parte real de z e b é a parte imaginaria.
Em simbolos: a = Re(z) e b = Im(z).

Se z = a+bi, o conjugado de 7 é o niimero 7 = a—bi, o médulo de 7z é a distancia do
ponto (a, b) a origem (0, 0), ou seja |z| = Va2 + b2. O argumento de z # 0, denotado
por arg(z), é o angulo formado pelo eixo dos x e 0 segmento Oz. Se 0 < arg(z) < 2m,
entdo arg(z) é denominado argumento principal.

Dados dois niimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, a adicdo e a multiplica-
cdo de z e w sdo definidas por: z+w = (a+c)+ (b+d)iezw =z-w = (ac — bd) +
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i(ad + bc). O inverso aditivo e multiplicativo de z # 0 sdo calculados por —z = —a — bi
1z a bi

e—=—-= - .
2 2z a’?+b? a’+b?

A partir dai, definimos subtracéo e divisdo de z por w:
Z 1

z—-w=z+(-w)e—=z-—,sew # 0.
w w

. 3+ 2 . L
Exemplo: Escrever na forma a + bi o nimero z = T Para isso, basta multiplicar

i
numerador e denominador da fracdo pelo conjugado do denominador:

342 (3+20(1-7T) 3-21i+2-14% 3-19i+14 17 19

STl T +m(-7) 12— ()2  1+49 50 50

1.16 POTENCIAS DA UNIDADE IMAGINARIA

As poténcias de i sio i¥ = 1,il =i, i’ =i-i=-1,3=i®-i=—i,i* =i’ =

(=1)(-1) = 1. A partir dai, as poténcias com expoente inteiro se repetem de 4 em 4:
P=iti=i %=t ?=-1i"=i" % =—ietc.

Em geral, se n for inteiro positivo, para calcular uma poténcia ", basta dividir n
por 4, ou seja, escrever n = 4g + r com 0 < r < 4 e considerar o resto da divisao como
expoente: i* = 44+ = (j4)4.i" = 19.i" = i". Por exemplo, para calcular ;2°°, dividimos

2019 por 4 e obtemos um resto igual a 3 e dai i?019 = ;3 = —i.

1.17 FORMA POLAR E FORMULA DE DE MOIVRE

Sez #0,r = |z] e 8 = arg(z), entdo a forma polar de z é definida como sendo
z=r(cosf +isenb).

b 6 b
Se 7 = a + bi, entdo r = Va2 + b2, cosl = g, senf = — edaitgd = senv _ 2
b r r cos 6 a
Logo, # = arg(z) = arctg —. Por exemplo, se z = 2 + 5i, entdo |z] = V22 + 52 = V29,
a
5 5 5
0 = arctg 5> Logo, a forma polar de z é z = V29(cos(arctg 5) +i(sen(arctg 5))
Se z1 = ri(cosfy +isenfq) e 7o = ro(cos 02 + i sen 65), entio
7129 = r1ra(cos(01 + 62) +isen(61 + 67).

Se 71 = 29 = z = r(cos 0 + i sen 6), obtemos z? = r2(cos 20 + i sen 26) e, de modo geral,

7" = r"(cosnf +isen né),
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para todo inteiro n. Essa é a conhecida férmula de De Moivre! para o calculo de poténcias
de numeros complexos.

A partir dai, obtemos a féormula para o célculo de raizes:
(6’+2k7r) ) (9+2k7‘l’)]
cos +isen ,
n n

Se for feito um grafico com todas as raizes enésimas de um nimero complexo z, ob-
temos sempre os vértices de um poligono regular com n lados e de raio igual a +/|z|.

=

comk=0,1,2,...,n—1.

1.18 EXERCICIOS RESOLVIDOS

R1) Sejam A e B subconjuntos de um universo U. Mostre que:

2) (A—B) C (AUB)
b) CuA-CuB=B-A

¢) AcB= (CyBc(CpA

Solucio:

a) x EA-B>xe€eAex¢B=>xecA=>x€AouxeB=xeAUB.

Assim, todo elemento de A — B também ¢é elemento de A U B e isso significa que
(A-B) CAUB.

b) Sejax € U. Entdo x € CvA-CyBexelydA ex¢eCyBeox¢Aexe
B © x € B— A. Logo, todo elemento de CyA — CyB também é elemento de
B — A e vice-versa. Isso significa que CyA — CyB = B - A.

c) Suponhamos A C B. Se x € CuB, entdo x ¢ B. Como A C B, temos também
x ¢ A,ouseja, x € CuA. Portanto, todo elemento de (7B também é elemento de
CUA, ou seja, CUB C CUA.

1Abraham de Moivre (1667-1754), matematico francés.
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R2) Sendo A e B conjuntos quaisquer, é verdade que A — (A - B) =B ?

Solucdo: Essa formula ndo é valida para quaisquer conjuntos. Para mostrar isso,
devemos encontrar exemplos de conjuntos A e B para os quais A — (A — B) # B.
Por exemplo, considerando A = {1,2,3} e B = {4,5,6} temos que A — B = A e dai
A-(A-B)=A-A=0%B.

R3) Sejam A, B e C conjuntos néo vazios contidos em U = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7}. Deter-
mine A, B e C sabendoque AUBUC =U,ANB=@,ANC = {6}, Cu(AUB) = {7},
A-C={1,2eBNC = {5).

Solucgao: Baseando-se no que foi dado, construimos o seguinte diagrama. Desenhamos
o A separado do B porque A N B = @. Preenchemos A N C com o elemento 6 e BN C
com o 5. Completamos o C com o 7 e os demais elementos 0, 3 e 4 devem ser usados
para completar o conjunto B.

Observando o diagrama, chegamos a conclusédo de que A = {1,2,6}, B ={0,3,4,5} e
C=1{5,6,T7}.

R4) Em uma comunidade sdo consumidos trés produtos A, B e C. Feita uma pesquisa
de mercado sobre o consumo desses produtos, foram obtidos os resultados mostrados
na tabela:

Produtos A B C |AeB|BeC|AeC | A, BeC | nenhum

N. consumidores || 100 | 150 | 200 20 40 30 10 130
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Pergunta-se:

a) quantas pessoas foram consultadas?
b) quantas pessoas consomem sé dois produtos?
¢) quantas pessoas nao consomem o produto B?

d) quantas pessoas néo consomem A ou nio consomem C?

Solucgédo: Baseandos-se nos dados dessa tabela, construimos o seguinte diagrama:

A

=

130

Inicialmente, colocamos na intersecido de A, B e C o valor 10. Depois, completamos
com o valor 20 — 10 = 10 a intersecéo de A e B, com 40 — 10 = 30 a interse¢do de Be C
e com 30 — 10 = 20 a interse¢io de B e C. Colocamos 130 fora dos conjuntos A, Be C
e completamos o conjunto A com o valor 100 — 10 — 10 — 20 = 60, completamos B com
150 =10 =10 - 30 = 100 e C com 200 — 10 — 20 — 30 = 140.

a) O total de pessoas consultadas é 60 + 10 + 10 + 20 + 30 + 100 + 140 + 130 = 500.

b) Temos 10 pessoas que consomem s6 A e B, 20 consomem s6 A e C e 30 consomem
s6 B e C. Logo, o total das que consomem s6 dois produtos é 10 + 20 + 30 = 60.
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130

¢) As que nao consomem o produto B é 500 — 150 = 350. Esse total também pode
ser obtido do seguinte modo: 60 + 20 + 140 + 130 = 350.

d) As pessoas que nido consomem A ou ndo consomem B sdo as mesmas que nao
consomem A e B, logo o total dessas pessoas é 500 — 20 = 480. Também pode ser
obtido através da seguinte soma: 130 + 60 + 20 + 140 + 30 + 100 = 480.
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R5) Sendo A = {0, 3, 5,9} escreva todos os elementos do conjunto das partes de A,
denotado por p(A). Se um conjunto B tivesse apenas um elemento a mais do que A,
quantos elementos teria ¢(B)?

Solucio: O conjunto das partes de A é dado por

9(A) = {2,{0}, {3}, {5}, {9}, {0, 3}, {0, 5}, {0, 9}, {3, 5}, {3, 9}, {5, 9},
{0,3,5},{0,3,9},{0,5,9},{3,5,9},{0,3,5,9}}

Se o conjunto B tiver um elemento a mais do que A, entdo B = AU {b}, onde b ¢ A.
Assim, um subconjunto de B seria igual a um subconjunto de A ou a um subconjunto
de A unido a {b}:

p(B) = {X[Xep(A)} U {XU{b}|X cp(A)}

n(p(A)) elementos n(p(A)) elementos

Portanto, o numero de elementos de ¢(B) é o dobro do de p(A). No exemplo atual,
9(A) tem 16 elementos e p(B) tem 32.

R6) Uma cidade tem dois jornais A e B que tém juntos 10000 leitores. O jornal A tem
4000 leitores e os dois jornais tém 800 leitores comuns. Quantos leitores tem o jornal B?
Solucao: A quantidade de leitores que leem s6 o jornal A é de 4000—800 = 3200 leitores.
Seja x a quantidade de leitores de B. Entdo, os que leem s6 o jornal B é x — 800 leitores.
Assim, somando-se os leitores exclusivos de A com os leitores exclusivos de B com
os leitores em comum, obtemos o numero total de leitores da cidade. Simbolicamente:
3200 + (x — 800) + 800 = 10000, de onde obtemos x = 6800.

Portanto, na cidade, 6800 leitores tem o jornal B.

R7) Dados dois conjuntos A e B, a diferenca simétrica AA B de A com B é definida por
AAB=(A-B)U(B-A)

Calcule {1,2,3,4}A{2,4,6,8} e mostre que, em geral, AAA = @, AAD
eAAB=BAA.

Il
=

Soluc¢io: Usando a definicdo dada, temos:

« {1,2,3,4} A{2,4,6,8} = ({1,2,3,4} —{2,4,6,8}) U ({2,4,6,8} —{1,2,3,4}) =
{1,3} U {6,8} ={1,3,6,8};



Conjuntos 29

e ANA=(A-AUA-A)=0Uo=g;
e AANG=(A-0)U(@-A)=AUQ=A.

R8) Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, mostre que

(AUB)-(ANB) = (A-B)U(B-A).

Solucio:

« Inicialmente, mostramos que todo elemento de (A U B) — (A N B) também é ele-
mento de (A — B) U (B — A):
x€e(AUB)-(ANB) >x€ AUB ex¢ ANB = (x€AouxeB)e
(x ¢ Aoux ¢ B) > (x € Aex & B) ou(x € Bex ¢ A
=>x€A-BouxeB-A=xe(A-B)U(B-A). E assim fica mostrado
que (AUB)-(ANB)c (A-B)U(B-A).

« Depois, mostramos que todo elemento de (A — B) U (B — A) também é elemento
de (AUB) — (AN B):
x€(A-B)U(B—A) =>x€ A—B ou x € B— A. Vamos considerar dois casos:

ox€eA-B=>xe€Aex¢B=>xcAUBex¢ANB=xe(AUB) -
(AN B)

oxéEB-A=>xeBex¢A=>x€eAUBex¢ANB=>xe(AUB) -
(AN B)

Em qualquer caso, x € (AUB)—(ANB). Logo, (A—B)U(B—A) c (AUB)—(ANB).

Portanto, (AUB)—(ANB) c (A-B)U(B—A)e(A—-B)U(B-A) c (AUB)-(ANB)
e isso implica (A - B)U (B - A) = (AU B) - (AN B).

R9) Mostre que, para quaisquer conjuntos A, B subconjuntos de um conjunto U, temos

Cu(AnB)=CyAuCyB.

Solucdo: Vamos mostrar que todo elemento de Cyy(A N B) também é elemento de
CuA U CyB e vice-versa:

xeCy(ANB)ex¢ AnBeox¢Aouxé¢BexCyd ou CyB e xCuAuCuyB.
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Observacio: Note quex € ANBéomesmo quex € Aex € Be,noentanto,x ¢ ANB
é o mesmo que x ¢ A oux ¢ B. De modo semelhante, x € A U B é 0o mesmo que x € A
oux € Be,noentanto,x ¢ AUBéomesmoquex ¢ Aex ¢ B.

R10) Calcular todas as raizes cubicas de z = 27 — 27i.

Solucido: Inicialmente, escrevemos z na forma polar. Para isso, determinamos seus
modulo e argumento.

o |zl =272+ (-27)2 = V2272 = 272

cos 0 sen 6

. Z:lZI |Z‘

—_—
2) = 27{(27( ~ 20si) —27{(% - 350) =27V2(V2/2 —V2/2i)

V2
2

Logo, ¥z = |z|(cos %"” +isen %"”), comk =0,1,2.

V2
2

e

e Secosf = esenf = —%=, entdo 0 = 2”_Z:T

. k:0$€/_=\/327\/§(cos—+zsen 3)—3\/_(008 +zsen7172r

s

ck=1=+z= \/327\/5(005 41;2” + i sen T +2") = 3\/_((308 157 4 jsen 152"
7771' T

e k= 2:%/_—\/27 2(cos t—— 7 isen 4g4n)=3§/§(cos23—”+lsen2f—2”

Portanto, as trés raizes cﬁbicas encontradas sio:

= 3V2(cos £ o+ Sen 5),22 = 3V2(cos 2 2 +isen —) ez3 = 3V2(cos 23”+z sen 2132” .

R11) Determine todas as raizes complexas da equagio x% — 11x3 + 10 = 0.

Solucao: Substituindo x* por y, obtemos a equacio do segundo grau y2 — 11y +10 = 0
cujas raizes sdoy = 1 e y = 10.

Se y = 1, entdo x3 = 1, o que implica x = V1. Todo nimero real » > 0 tem forma polar
dada por r(cos0 + isen0). Logo, 1 = 1(cos0 +isen0), e dai V1 = V1(cos % +
isen M) com k = 0,1,2. Isso significa que as trés raizes cibicas de 1 sdo Z1 =

1(cosO+isen0) =1, zo = 1(cos—+zsen ) = —%+i§ e z3=1(cos 4 ?+zsen ) =

_1_ ;N3
2 2
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Se y = 10, entdo x* = 10, o que implica x = V10. Como 10 = 10(cos 0 + i sen 0), temos
V10 = W(cos % +isen %), com k = 0,1, 2. Isso significa que as trés raizes
ctibicas de 10 sio z4 = V10(cos0 + isen0) = V10, z5 = Q/ﬁ(cos%” + isen 2?") =

{/10(—% + l@) e z6 = V10(cos 47” + isen 47”) =+ 10(—% - z\/Tg) Portanto, as seis
raizes da equacéo dada sdo z1, 22, 73, 24, 25 € Z¢ citados acima.

R12) Calcule as raizes quadradas de —15 + 8i.

Solucgido: O célculo de raizes complexas normalmente é feito através da forma polar do
numero. No caso de z = —15+ 8, a forma polar ndo é muito conveniente para realizacdo
de célculos porque ela envolve uma fungéo arco-tangente:

z = 17(cos(m — arctg %) +isen(m — arctg %)).

Logo, é melhor tentar outro caminho.

Se z = a + bi for uma raiz quadrada de —15 + 8i, entdo 72 = =15 + 8i. Como z2 =

(a + bi)? = (a® — b%) + 2abi temos que a e b sio as solucdes do sistema de equacdes
2_12 _ _

{ a Qbe B ;5 . Isolando o valor de b na segunda equagio, obtemos b = 4/a e

dai, substituindo na primeira equacéo obtemos a? — (4/a)? = —15, ou seja, a* + 15a% —
16 = 0, que é uma equacio biquadrada na variavel a. Fazendo a® = y, obtemos a
seguinte equacio do segundo grau: y? + 15y — 16 = 0, cujas raizes sioy = 1 e y = —16.
Substituindo y = a?, obtemos as equagoes a?=1ea® =-16. Como a € R, temos
que a Unica equacio que tem solucio real é a® = 1, o que implicaa = 1 oua = —1.
Substituindo b = 4/a, obtemos b = 4 ou b = —4. Finalmente, substituindo ¢ e b em z,
obtemos que as raizes quadradas de —15 + 8i sdo 1 +4i e —1 — 4i.

R13) Sendo n > 1 um ntimero inteiro, mostre que:

(V3-iyr=2" (cos% —isen%)

Solucdo: Se z = V3 — i, entdo o médulo de z é |z] = /(V3)2+ (-1)2 = V4 = 2.
A partir dai obtemos a sua forma polar:
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Pela férmula de De Moivre, temos que

= (V3-i)t=2" [COS (—%) +isen (—%)] =2" (cos % —isen %) .

R14) A partir do desenvolvimento de (cos x + i sen x)°, mostre que
cos 5x = 16 cos® x — 20 cos® x + 5 cos x

e que
5
SeHoX _ 16 cos®x — 12cos® x + 1,

sen x
sex # kn, k € Z.

Solucio: Usando a formula do bindmio de Newton
(a+Db)® =d®+5a*b +10a>b? + 10a°b> + 5ab* + b°

temos que (cos x +isenx)® é igual a

5 3 5,55

cos® x+5 cos? x sen xi+10 cos® x sen? xi2+10 cos? x sen® xi® +5 cos x sen? xi* +sen® xi

= cos® x + bicos® x sen x—10 cos® x sen? x—10icos? x sen® x+5 cos x sen? x + isen® x.

Por outro lado, usando a formula de De Moivre, (cosx + isenx)® = cos bx + isen bx.
Logo, comparando-se as partes reais e imaginarias dessas expressoes, obtemos:

cos 5x = cos® x — 10 cos® x sen® x + 5 cos x sen? X,

sen 5x = 5 cos® x sen x — 10 cos® x sen® x + sen”® x.

Por fim, substituindo sen? x por 1 — cos? x, obtemos o resultado desejado:
— 5 3 2 2 .\2
cos bx = cos” x — 10 cos” x(1 — cos” x) + 5 cosx(1 — cos” x)

=16 cos® x — 20 cos® x + Hcosx,

sen 5x = 5 cos® x senx — 10 cos® x(1 — cos? x) senx + (1 — cos® x)% sen x

= (16 cos®x — 12 cos? x + 1) sen x.
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R15) Se z; e z3 séo dois niimeros complexos, mostre que

lz1Z2 + 112 + |21 — 2212 = (1 +|z1/H) (1 + |z2]%).

Solucio: Sejamzy =a+biezy=c+dicoma,b,c,d € R
e aze+ 12+ |21 —22)? = |(a+ bi)(c — di) + 1> + |a + bi — ¢ — di|* = |(ac + bd +
1) +i(bc —ad)]?> + |(a = c) +i(b - d)|? = (ac + bd + 1) + (bc — ad)? + (a —
¢)?+ (b —d)? = a%c® + b%d® + 1 + 2a¢ + 2bd + 2abcd + b>c? — 2abcd + a’d?
+a? = 2at+c2+b?-2bd+d? =%+ b2d® + 1+ 22+ a2d? + a® + 2 + b? + d*

e (I+]z1) (1 +]z21?) = A +a?+b>)(1+?+d?) = 1+a®> + b2+ > + a2+ b2 +
d? +a’d* + b*d?

Concluimos assim que |z172 + 1|? + |z1 — 22| = (1 + |z1|®) (1 + |z2/?).
1.19 EXERCIiCIOS PROPOSTOS

P1) Sendo A e B subconjuntos de U, mostre que A — CyB = A N B.
Resposta: mostre quex e A— CyB o xe€ ANB

P2) Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, mostre que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
Resposta: mostre quex e AN (BUC) ©@xe (ANB)U(ANC)

P3) Mostre que, para quaisquer conjuntos A, B subconjuntos de um conjunto U, temos

Cu(AuB)=CyAnCuB.

Resposta: mostre que x € CU(A UB) & x € CUA N CUB

P4) Escreva os seguintes nimeros na forma algébrica a + bi, a,b € R.
i2023 4 34239 1+i)\20* (1+20)% - (1+i)3 (1 —4)202
c — e
i101 1-i (3+2i)3 - (2-02  (1-0)2019

a) (=20 b)

Resposta: a) 2048i; b) —4; ¢)1; d) % - %; e)2
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P5) Se z; e z2 sdo dois nimeros complexos, mostre que
112 =117 = |z1 = z2f” = (| * = D(Jz2f” - 1).

Resposta: proceda como no exercicio R15

P6) Se z € C, mostre que |z| < |Rez| +|Imz| < V2|z|.
Resposta: use que, se z = a + bi, entdo |z| = Va2 + b2, |Rez| = |a| e |Im z| = |b|

(5+0)%(239-1) |

- é um namero real.
1+

P7) Mostre que z =
Resposta: z = 114244

Observacao: Calculando-se os argumentos de todos os nimeros envolvidos, podemos
obter a seguinte formula, que é conhecida como férmula de Machin:

b 4 ¢ 1 ¢ 1
- = arc — — arc —_—.
1 &5 A8 539

Essa férmula foi utilizada em 1706 para calcular pela primeira vez o valor de 7 com 100
casas decimais.

P8) Se 6 € R, mostre que

1+cosf+isenf .
=cosf+isenf

1+cos@ —isen6
e deduza que

(1+ ﬂ+' ﬂ)5+(1+ T _i H)B 0
- n— ——I1sen—| =0U.
COS5 1 S€ 5 COS5 1 S€ 5

Resposta: depois de simplificar a fracdo, eleve a quinta poténcia e faga 6 = £
Observaciao: Em geral, sen € N, n > 1, entdo
n

T . T\ i . n
l+cos—+isen—) +(l+cos——isen—| =0.
n n n n



CAPITULO 2

Relacoes e funcoes

2.1 RELACOES

2.1.1 Produto cartesiano

Definicao: Dados dois conjuntos A e B nio vazios, o produto cartesiano de A por
B, denotado por A X B, é o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y) nos
quaisx € Aey € B.

| AXB = {(x,y)|x€A e yeB} |

Exemplo: Se A = {1,2,3} e B= {4, 5}, entdo AX B e BX A sdo os seguintes conjuntos:

« AxB={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5), (3,4), (3,5)}
« BxA={(41),(4,2),(43),(51),(52),(5,3)}

Observacodes:

« Note que o nimero de elementos de A = n(A) = 3, n(B) = 2en(A X B) =
n(Bx A) =6equeb =3-2, ouseja, n(A X B) = n(A)n(B). Essa formula é
sempre valida quando A e B forem conjuntos finitos.

« Em um par ordenado, a ordem dos elementos é importante e nio deve ser mudada.
Se x # y, entdo (x,y) # (y,x).

2.1.2 Relacao binaria

Definicdao: Todo subconjunto de A X B é denominado relacdo binaria de A em B, ou,
simplesmente, relacio de A em B.

RCAXB < Rérelaciode Aem B
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Se (a, b) € R, entdo dizemos que a esta relacionado com b, segundo R, e denotamos
isso por a R b. Por outro lado, (a, b) ¢ R é denotado por a R b.

Exemplo: Sejam A = {1,2,3,4} e B ={7,8,9}. Nesse caso, o produto cartesiano de A
por B é dado por

AXB = {(1,7),(1,8),(1,9), (2.7) (2.8), (2.9), (3.7). (3.8). (3.9). (4, 7)., (4,8), (4,9)}.
Os seguintes subconjuntos de A x B sio exemplos de relagdes de A em B:

R =0

« Ro={(1,7),(3,9)}

« R3={(2,7),(2,8),(2,9}

« Ry ={(1,8),(2,7),(2,9),(3,8),(4,7),(4,3)}

2.1.3 Dominio e imagem

Definicdao: O dominio de uma relacdo R de A em B é denotado por Dom(R) ou D(R)
e é formado por todos os elementos de A para os quais existe y € B tal que xR y.

’ Dom(R) ={x € A|3y € B,xRy} ‘

ou seja, Dom(R) é formado pelos primeiros elementos dos pares ordenados da relacéo.

Definicio: A imagem de uma relagdo R é denotada por Im(R) e é formada pelos
y € B para os quais existe x € A tal que x R y.

| Im(R) = {y € B|3x € A, xRy} |

ou seja, Dom(R) é formado pelos segundos elementos dos pares ordenados da relagio.

Exemplo: Consideremos A ={0,1,2,3,4,5,6,7,9}e B ={2,4,6,8, 10} e as seguintes
relacoes

Ry ={(0,2),(0,4),(3,4).(3,6).(3,8). (7.8)}
Ry = {(1,4),(3,6).(5,4), (5,6), (9,4),(9,6)}

entdo temos que
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Dom(Ry)={x€ A|dy e B,xR1y} ={0,3,7}

Im(Ry)={yeB|axe A, xRy} =1{2,4,6,8}

« Dom(Ry) ={x € A|3dy e B,xRoy} ={1,3,5,9}

Im(R2) ={y € B|3x € A,x Ry y} = {4,6}

2.1.4 Representacao de uma relacao

O grafico da relagdo R de A em B é formado pelo conjunto de pontos (x, y) do plano
cartesiano que pertencem a relacdo. O dominio de R est4 contido no eixo dos x e a
imagem, no eixo dos y.

Exemplo: Se A ={1,2,3}, B=1{2,3,4} e R={(1,2),(2,2),(3,3)}, o graficode R é

YA
3 °

Im(R)

2 ° °
1

0 I 2 3 4 &

Dom(R)

E muito comum representar A e B por diagramas de Venn e, se x R y, desenhar uma
seta que vai de x para y.



Neste livro, apresentamos um resumo da teoria

e uma significativa quantidade de exercicios
resolvidos a respeito dos assuntos: conjuntos,
relacoes, funcoes, nocoes de aritmética, principio de
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