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Capitulo 1

Conjuntos numéricos e
coordenadas cartesianas

A matéria de Fungoes Elementares é uma disciplina preliminar, preparatoria para
estudo de Célculo que, por sua vez, é a versao simplificada de Anélise Real. Um
dos principais objetivos de Anélise é o estudo de propriedades gerais e especifi-
cas de fungoes partindo da sua definicdo analitica. Seguindo essa relagao natural
entre trés disciplinas, podemos formular o principal problema no estudo de fun-
¢Oes elementares como a investigacao de propriedades de fungoes simples usando
os métodos analiticos elementares. Quando falamos de fungoes simples entao te-
mos em vista fung¢oes de uma variavel real, cuja forma é bastante compreensivel
(até conhecida da escola), e quando referimos a métodos analiticos elementares,
entao entendemos aqueles que nao envolvem os conceitos e resultados mais finos
relacionados a limite (e consequentemente, a continuidade, derivada, etc.) de uma
funcao.

Em Anaélise/Calculo, a fungao usualmente é dada em sua forma analitica (via
formula) e a partir disso temos que descobrir suas propriedades essenciais, in-
cluindo suas caracteristicas geométricas refletidas na forma do seu gréafico. A visu-
alizacao geométrica de uma fungdo é uma ferramenta importante de avaliagdo do
seu comportamento, mas ela normalmente é obtida como resultado de um estudo
detalhado de suas propriedades analiticas.

Tendo determinado o problema principal da disciplina de Fung¢oes Elementa-
res, podemos ver que, antes de comecar o estudo analitico de fungoes e revelar
suas propriedades geométricas, precisamos ter um conhecimento béasico de alguns
conceitos preliminares usados nesse estudo. Realmente, entre propriedades geomé-
tricas de fungdes que buscamos determinar sao: a propriedade do grafico subir ou
descer, de ter a forma de um copo ou de um sino, se o grafico alcanga pontos ma-
ximos e minimos, se ele tem algum tipo de simetria, etc. Para investigar e provar
a maioria dessas propriedades precisamos aplicar os métodos analiticos de estudo,
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16 Introdugao as fungées elementares

trabalhando com ntimeros reais, localiza¢gao de pontos no plano coordenado, crité-
rios de simetria, etc. Dessa forma, o primeiro Capitulo é dedicado a uma revisao
concisa desses topicos, os quais sao estudados, num nivel basico, no ensino médio,
mas requerem uma representacao mais sistematica, formal e precisa para estudo
analitico de fungoes nos capitulos posteriores.

1 Conjuntos

Em Anélise e Calculo, e consequentemente em Fungdes Elementares, o conjunto
¢ considerado geralmente um dos conceitos basicos, intuitivamente claros, que
nao sao definiveis por via de outros conceitos. Portanto, vamos dar apenas uma
descricao desse conceito.

1.1 Descricao de um conjunto

Conjunto. Um conjunto é uma colecao de objetos unidos por alguma ca-
racteristica comum. Em particular, essa caracteristica pode ser s6 a propriedade
de estar incluido no mesmo conjunto. Os objetos usados na construcao de certo
conjunto sao chamados de elementos desse conjunto.

Obviamente, esta nao é uma definicdo formal, mas simplesmente é uma des-
crigdo intuitiva que faz referéncia aos outros conceitos, que podem parecer intui-
tivamente claros, mas cuja definicio pode ser ainda mais complicada do que a
definicao do proprio conjunto. No entanto, essa descri¢ao sera suficiente para es-
tudar a matéria de Func¢oes Elementares (e até muito mais, para estudar Célculo
e Andlise). Nessa defini¢ao intuitiva, as palavras “colegao”, “familia” e “classe”
podem ser usadas como sinénimos de conjunto.

Um conjunto pode ser finito ou infinito, isto é, contendo nimero finito ou
infinito de elementos, respectivamente.

A descricao de conjuntos vai ser feita, por enquanto, usando a representacao
dos seus elementos. Essa representagao pode ser ou exaustiva (citando todos os
elementos), o que é possivel s6 para conjuntos finitos, ou pela caracteristica espe-
cifica dos seus elementos, o que se aplica tanto a conjuntos finitos como a infinitos.
No primeiro caso, os elementos sao colocados em alguma ordem (que pode ser
modificada), separados por virgula, e, no segundo caso, os elementos sao represen-
tados de alguma forma apropriada com especificacao posterior da caracteristica
dos elementos. Em ambos os casos se usam parénteses (usualmente, parénteses-
chave) para compreender os elementos do conjunto. Por exemplo, um conjunto
A, contendo os dois elementos a e b, pode ser denotado na forma A = {a,b}.
O conjunto B de todos os dias de uma semana pode ser descrito na forma:
B = {b:b= dia de uma semana} (o simbolo “:” nessa descrigao significa “tal
que”). Daqui em diante, vamos usar letras maitusculas para denotar conjuntos e
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letras mintsculas para seus elementos.

Relacao entre conjunto e elemento. Um elemento pode pertencer ou nao a
um conjunto. Para denotar a pertinéncia ¢ usado simbolo € e para nao pertinéncia
¢. Usando exemplo do conjunto A, podemos afirmar quea € Aeb € A, masc ¢ A.

Exemplos

1. Conjuntos finitos: conjunto dos niimeros naturais de 1 até 5: A={1,2,3,4,5};
conjunto B das letras num alfabeto. Para estes dois conjuntos, 2 € A, mas a &€ A;
a € B, mas 3 ¢ B.

2. Conjuntos infinitos: conjunto dos nimeros naturais (aqueles que usamos
na contagem de objetos): N = {1,2,3,...} (mais formalmente, este conjunto é
definido como aquele que contém primeiro elemento 1 e cada proximo elemento é
obtido do anterior acrescentando 1); conjunto dos niimeros naturais pares, isto é,
A ={n €N :n =2k k € N}. Para os dois tltimos conjuntos, 2 € N, mas —2 ¢ N;
2 € A, mas 3¢ A. (A notagao N ¢ tradicional para o conjunto dos naturais.)

Conjuntos especiais. Os dois conjuntos especiais sdo o conjunto vazio, que
nao contém nenhum elemento, e o conjunto universal, que contém todos os objetos
da natureza em consideracao. O primeiro é denotado por & e o segundo muitas
vezes é denotado por U. O primeiro sempre é o mesmo, mas o segundo pode
mudar, dependendo dos objetivos do estudo. Por exemplo, se o nosso interesse é
restrito aos nimeros pares, entao esse pode ser o conjunto universal, mas se ampli-
amos nossa consideracao para os nimeros naturais, entao N pode ser o conjunto
universal.

Nesse estudo, vamos usar varias relacoes e operacoes elementares entre con-
juntos que sao estudadas ainda na escola. Mas, para manter o texto completo
e, também, para fixar a terminologia e notacao, reproduzimos essas definigoes e
propriedades a seguir.

1.2 Operacgoes elementares com conjuntos

Relagbes entre conjuntos. Um conjunto A pode ser parte de outro B (se
diz, também, que A esté contido em B), isto é, qualquer elemento de A pertence a
B. Nesse caso, A é chamado de subconjunto de B e se usa a seguinte notacao: A C
B. Em particular, o conjunto B é seu proprio subconjunto, qualquer conjunto é
subconjunto do conjunto universal e, por convénio, o conjunto vazio é subconjunto
de qualquer conjunto.

Se A é subconjunto de B e B é subconjunto de A, entao os dois conjuntos sao
iguais (coincidem) e usamos a notacdo A = B. Em outras palavras, dois conjuntos
sao iguais se, e somente se, eles tém os mesmos elementos. Caso os dois conjuntos
nao sao iguais, escrevemos A # B. Pode acontecer, também, que nenhum dos dois
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conjuntos esta contido no outro, mesmo quando ha elementos em comum entre os
dois.

Exemplos

Se A = {1,2,3,4,5} e B = {2,3,4}, entdo B C A (B estd contido em A)
ou A D B (A contém B). Se A = {a,b,c,d} e B é conjunto de todas as letras
do alfabeto latino, entdo A C B. Se A é conjunto de todas as letras do alfabeto
cirilico e B é conjunto de todas as letras do alfabeto latino, entao nenhum dos dois
conjuntos é subconjunto do outro.

Operacoes entre conjuntos

1. Uniao de conjuntos. A unido de dois conjuntos A e B é o conjunto C'
que contém todos os elementos de A e de B (lembramos que os elementos que
pertencem tanto a A como a B sao tomados uma vez s6 em C'). A notagao padrao
é C = AU B. Essa definicao é facilmente extendida a unido de qualquer niimero
de conjuntos: C' = U A; se para qualquer x € C existe tal conjunto A;, entre os

considerados na uniélo, que z € A;.

2. Intersecao de conjuntos. A intersecio de dois conjuntos A e B é o
conjunto C' que contém todos os elementos que pertencem tanto a A como a B.
A notacao usada é C = AN B. Extendendo a definicdo a qualquer nimero de
conjuntos, temos C' = QAZ- se qualquer elemento z € C' pertence a todos os

conjuntos da intersecao: = € A;, Vi.

3. Diferenca de conjuntos. A diferenca de dois conjuntos A e B (nessa
ordem especifica) é o conjunto C, denotado C' = A\ B, que contém todos aqueles
elementos de A que nao pertencem a B.

4. Produto cartesiano. O produto cartesiano de dois conjuntos A e B (nessa
ordem especifica) é o conjunto C' cujos elementos sao todos os pares ordenados
¢ = (a,b) tais que a € A,b € B. A notacao usual é C'= A x B.

Exemplos

1. Se A =1{2,3,4,5} e B = {1,2,3}, entdo AU B = {1,2,3,4,5}. Se A =
{a,b,c,d} e B = {d,e}, entao AU B = {a,b,c,d,e}. Se A = {a,b,c,d} e B =
{g,h}, entao AUB = {a,b,c,d,g,h}. Se A=1{2,3,4,5} e B=N, entdo AUB = N.

2. Se A={2,3,4,5} e B=1{1,2,3}, entao ANB = {2,3}. Se A ={a,b,c,d} e
B ={d,e}, entaio ANB = {d}. Se A= {a,b,c,d} e B={g,h}, entdo ANB = @.
Se A=1{2,3,4,5} e B=N, entao AN B = A.

3. 5S¢ A=1{2,3,4,5} e B=1{1,2,3}, entdao A\B = {4,5} e B\A={1}. Se A =
{a,b,c,d} e B ={d, e}, entdao A\B = {a,b,c} e B\A = {e}. Se A= {a,b,c,d} e
B ={g,h}, entao A\B = {a,b,c,d} e B\A={g,h}. Se A=1{2,3,4,5} e B=N,
entdo A\B =@ ¢ B\A={1,6,7,...}.
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4. Se A=1{2,3,4}e B = {1,2}, entdo AxB = {(2,1),(2,2), (3,1),(3,2), (4,1), (4,2)}
e BxA=1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)}. Se A= {b} e B = {a,b}, entao
Ax B={(b,a),(b,b)} e Bx A={(a,b),(b,d)}.

1.3 Propriedades elementares de conjuntos

1. Lei comutativa: AUB = BUA, ANB = BNA. Notamos que A\B # B\ A
e Ax B # B x A (os exemplos acima mostram isso claramente).

2. Lei associativa: (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC =AN(BNCOC).

3. Lei distributiva: AU (BNC) = (AUB)N (AUC), ANn(BUC) =
(ANB)U(ANCQC).

4. Relagbes com conjunto vazio: @ C A, AUZ = A, ANG = &, A\@ = A,
A x @ = @. Notamos que essas relagoes sao validas para qualquer conjunto A.

5. Relagoes com conjunto universal U: A C U, AUU =U, AnU = A,
A\U = @. Notamos que essas relacoes sao vélidas para qualquer conjunto A.

6. Numero de elementos de conjuntos finitos: se A e B sao conjuntos
finitos com m e n elementos, respectivamente, e A N B tem k elementos, entao,
AU B tem m + n — k elementos, A\B tem m — k elementos, B\A tem n — k
elementos, e A x B tem mn elementos (assim como B x A).

As demonstragoes dessas propriedades sdo bastante simples, feitas com emprego
das defini¢oes acima e légica elementar. Embora isso fuja do escopo deste texto,
vamos dar alguns exemplos de tais demonstracoes para os leitores interessados.

Demonstracao da comutatividade para uniao: AU B = B U A. Qualquer
elemento x € AU B, pela definicao, tem propriedade de que x € A ou x € B, o
que é o mesmo que dizer que x € Boux € A, isto é, x € BU A. Do mesmo jeito,
qualquer y € BU A também é elemento de AU B. Assim, os elementos de AU B
e BU A coincidem, isto é, os dois conjuntos sao iguais.

Demonstragao da associatividade para interse¢ao: (AN B)NC = AN(BNC).
Qualquer elemento x € (AN B) N C, pela defini¢ao, tem propriedade de que x €
AN B e, ao mesmo tempo, x € C. Especificando ainda a primeira inclusao,
concluimos que x pertence simultaneamente aos trés conjuntos — A, B e C'. Por
outro lado, qualquer y € AN(B N C), pela defini¢ao, tem propriedade de quey € A
e, a0 mesmo tempo, y € BN C. Ou, abrindo a tultima relacdo, concluimos que y
pertence simultaneamente aos trés conjuntos — A, B e C'. Assim, os elementos de
(ANB)NC e AN(BNC) tém as mesmas propriedades e, portanto, esses dois
conjuntos sao compostos pelos mesmos elementos, isto é, sdo iguais.

Demonstragao da primeira lei distributiva: AU (BNC)= (AU B)N(AUC).
Vamos comegar da parte direita. Qualquer elemento x do conjunto (AU B) N
(AU C) pertence ao mesmo tempo a AU B e AU C. Como esses dois conjuntos
tém a parte idéntica que é o conjunto A, entao a sua intersecdo pode ser dividida
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em duas partes — a primeira é A e a segunda é a parte comum entre B e C.
Portanto, tém duas opcoes para z - ele pertence a A ou a B N C, isso significa
que z € AU (BNC). Agora comegamos do lado esquerdo. Tomamos qualquer
elemento y do conjunto AU (BN (). Pela definigdo da unido, y ou pertence a A
ou a parte comum entre B e C. Mas ja vimos na passagem do lado direito para
esquerdo que essa ¢ a propriedade de qualquer elemento z de (AU B) N (AU C).
Consequentemente, y € (AU B) N (AU C). Assim, foi demonstrado que qualquer
elemento de (AU B)N(A U C) é elemento de AU(B N C') e vice-versa. Isso significa
que os dois conjuntos sao iguais.

Exemplos

1. Demonstrar que A\B = B\ A se, e somente se, A = B.

Solucao.

Supomos que os dois conjuntos sao diferentes. Nesse caso, pelo menos um deles
tem pelo menos um elemento nao contido no outro. Sem perda de generalidade,
podemos supor que esse é o elemento a do conjunto A (caso contrario, simplesmente
renomeamos os conjuntos). Entao, a diferenga A\ B contém o elemento a, mas B\ A
nao contém esse elemento, porque a nao pertence a B. Por outro lado, se A = B,
entdo A\B = B\A = @.

2. Seja A conjunto de ntimeros pares entre 11 e 19 e B conjunto de multiplos
de 3 entre os mesmos 11 e 19. Encontrar AU B, AN B, A\B ¢ B\A.

Solugao.

Primeiro, especificamos que A = {12,14, 16,18} e B = {12, 15, 18}. Efetuando
operagoes, obtemos AU B={12,14,15,16,18}, AN B={12,18}, A\B = {14, 16},
B\A = {15}.

2 Numeros racionais e suas propriedades

Nessa se¢ao consideremos conjuntos numéricos infinitos mais simples que o con-
junto de ntimeros reais. Como vamos ver, eles fazem parte do conjunto dos reais
e também sao importantes por si s6 no desenvolvimento posterior dessa matéria.

Conjunto de niimeros naturais

Vamos comecar por um conjunto numérico infinito mais simples entre todos os
conjuntos infinitos considerados em Anélise, mas ao mesmo tempo muito impor-
tante — do conjunto dos niimeros naturais.

Conjunto de numeros naturais N consiste em niimeros utilizados para contagem
N ={1,2,3,...}. Essa descrigao intuitiva, embora esteja longe de ser uma defini¢ao
formal, é suficiente para os objetivos dessa matéria.
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Conjunto de nimeros inteiros

O proximo conjunto simples infinito, mais amplo que N, é o de inteiros, cuja
descricao vem a seguir.

Conjunto dos numeros inteiros Z é composto dos numeros naturais, naturais
negativos e zero: Z ={...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Conjunto de niimeros racionais

Com base nos conjuntos N e Z, podemos agora definir de modo exato o proximo
conjunto infinito, mais amplo que Z, o conjunto de racionais.

Conjunto dos nimeros racionais Q consiste em fragoes na forma §7 ondep € Z
eqeN.

Observagao. Se usar q € Z\{0}, entdo obtemos o mesmo conjunto.

Obviamente, a relacao entre trés conjuntos introduzidos é: N C Z C Q.

A pergunta natural que pode surgir é por que precisamos “aumentar” os con-
juntos de N para Q7 Tem certas operagoes aritméticas em relagao as quais os
dois primeiros conjuntos sao “fechados” Por exemplo, N é “fechado” em relagao
a adicdo e multiplicacdo, e Z é “fechado” em relagao a adigao, subtracdo e multi-
plicacdo (isto é, essas operagoes resultam em elementos do mesmo conjunto). No
entanto, ha operagoes aritméticas que levam para fora dos dois conjuntos. Para N,
isso é subtracao e divisao e para Z ¢é divisao. Vamos verificar que todas as quatro
operacoes aritméticas nao levam para fora de Q. Para ver isso, vamos lembrar
as defini¢oes dessas operagoes e suas propriedades conhecidas da escola. Faremos
isso do modo mais formal, representado a seguir, dentro dos padroes usados em
matematica universitaria.

Propriedades de nimeros racionais

1. Soma dos racionais. Para quaisquer nimeros racionais a = = e b = g a

sua soma é o numero racional ¢ definido pela féormula ¢ =a + b = %*qp".

2. Produto dos racionais. Para quaisquer niimeros racionais a = * e b =
o seu produto é o niimero racional ¢ definido pela férmula ¢ = ab = %’1’.

3. Propriedades de adicao e multiplicagdao. Para quaisquer a,b,c,d € Q
sao validas as seguintes propriedades:

1) comutatividade da adigao e da multiplicagdo: a + b = b+ a,ab = ba.

p
q

5) monotonia da multiplicacdo: se a > b e ¢ > 0, entdo ac > be; se a > b e ¢ < 0,
entao ac < be.
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6) existéncia do elemento identidade (neutro) em relac¢ao a adi¢do e multiplicagao:
a+0=0+a=a,VaceQ;a-1=1-a=a, YaeQ.
7) existéncia dos elementos inversos em relagao a adi¢ao e a multiplicagdo: para
qualquer nimero racional a existe um numero racional —a inverso em relagao a
adigdo, isto é, a + (—a) = 0; para qualquer ntimero racional a # 0 existe um
nimero racional a=! = é inverso em relacao a multiplicacdo, isto é, a-a~! = 1.
Assim, as propriedades 1. e 2. garantem que a soma e o produto de dois
numeros racionais a = * e b = g ¢ de novo um numero racional determinado na

mg+pn P
mn

forma a + b = e ab = %}, respectivamente. A propriedade 3.7) define a

subtracao e divisao de dois niimeros racionais a = ™ e b = § na forma a — b =
a+(—b) = %;’m ea:b=a % = %1, respectivamente (na segunda operagao, deve
ser b # 0).

Podemos acrescentar trés propriedades de comparagdo que aprendemos usar
intuitivamente na escola.

4. Ordenacao do conjunto de racionais. Para quaisquer dois nimeros
racionais a e b sempre ¢é valida uma e somente uma das seguintes relagoes: a = b,
a < boua>b. Assim, o conjunto dos nimeros racionais é ordenado.

5. Propriedades de ordenacgao (transitividade de sinais “maior”, “menor”,
“igual”). Sea >beb>c,entdoa >c;sea<beb<c,entdoa <c;sea=>be
b=c, entao a = c.

6. Axioma de Arquimedes. Para qualquer nimero racional a existe um
numero natural n tal que n > a. Ou uma formulacao equivalente: para qualquer
nuimero racional a > 0 existe um nimero natural n tal que % < a.

Observagdo. Um conjunto que satisfaz as propriedades 1.-6. listadas acima é
chamado em matematica de corpo ordenado.

Exemplos
~ 183_ 7241 7 / .
1. Mostrar que a expressao Q(A)ﬁ ¢ um namero racional.
2

Solugao.
Primeiro, notamos que a expressao é composta das operacoes aritméticas —

soma, diferenca, multiplicacao, divisdo e elevacao numa poténcia — aplicadas aos
nimeros racionais — %, 7,2, 1,4, % Como todas essas operagoes deixam o resul-

tado dentro do conjunto dos racionais, e todas sao realizaveis na expressao dada
(nao tem divisdo por 0 ou poténcia 0°), entdao a expressao representa um nimero

racional. Outra maneira de demonstrar isso é levar a expressao a forma da defini-
1B_7241  13_15 11
a0, ef n racoes: 21— = 34 —
¢ao, efetuando as operagoes (T2 T :
fracdo com numerador e denominador dos niimeros naturais, o que corresponde a
definicado de um numero racional.

= 22 Assim, chegamos a uma

|5

2. Comparar os nimeros racionais 2% e #.
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Solugao.

Uma das formas de resolver é reescrever as duas fracdbes com o denominador
comum e depois disso comparar os numeradores. Temos entao 2% = % e %.
Como 5-10% = 500 < 1024 = 29 entdo a primeira fracdo é menor que a segunda.
Nesse exercicio, o modo de resolucao mais rapido é notar que 2! = 1024 > 10° e,

10 1

5 5 _
portanto, 5w < 753 < 758 = 102

3. Mostrar que um niimero natural é par se o seu quadrado é par.

Solucao.

Denotamos o nimero dado por p e vamos supor, por absurdo, que p seja um
niimero impar, isto é, p = 2m+1, m € N. Entao, p? = (2m+1)? = 4m?+4m+1 =
2(2m%+2m)+1 = 2k+1, onde k = 2m? +2m € N, o que significa que p* também
é fmpar. Isso contradiz a condicio dada de que p? é par e, portanto, a nossa
suposicao de que p pode ser impar é falsa. Assim, p é par.

Observagao. O método usado na demonstracao desse resultado ¢ chamado do
método de contradigao.

4. Pode ser demonstrado que 1 +2+4 ... +n = w para qualquer n € N.

Nessa formula, do lado esquerdo, temos a soma dos naturais que é um nimero
natural, enquanto do lado direito, temos uma fracao. Explicar se este resultado é
contraditério ou nao.

Solugao.

Mostremos que o numerador do lado direito é divisivel por 2. Realmente, se
n for par, entdo n(n + 1) também é par. Se n for impar, entdo n + 1 é par e,
consequentemente, n(n + 1) também é par. Logo, para qualquer n natural, o
produto n(n + 1) sempre é um nimero par, isto é, multiplo de 2, e, portanto,
w é¢ um numero natural. Assim, ndo ha nenhuma contradi¢ao na férmula.

Observagdo. A féormula do ultimo exemplo é conhecida da escola e a sua de-
ducao é simples. Denotamos a soma S = 1+ 2+ ... + n e observamos que
28 =S+S=(14+24+..+(n—-1)+n)+(1+2+...+(n—1)+n) = (1+2+...+
(n—=1)+n)+(n+(n—1)+.. +2+1) = (1+n)+(2+n—1)+.. . +(n—14+2)+(n+1) .
Do lado direito obtemos entao a soma n vezes do mesmo termo n+ 1, o que resulta
em 2S5 = n(n+1). Finalmente, isolando S dessa relacao, obtemos a férmula dada
na formulagao do exercicio.

3 Numeros reais e suas propriedades

3.1 Numeros decimais e reais

O conjunto dos racionais é fechado em relagao as quatro operacoes aritméti-
cas, isso quer dizer que a aplicagdo de qualquer uma dessas quatro operagoes a
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quaisquer nimeros racionais resulta de novo em um numero racional (exceto na
divisdo por 0 que nao estd definida). Naturalmente, surge a pergunta: o conjunto
Q pode ser considerado universal, contendo todos os niimeros que vamos precisar?
A resposta é ndo. Mais uma operacao importante é a radiciacdo, que leva para
fora de Q. A necessidade dessa operacao surge, por exemplo, na consideracao do
problema de célculo da hipotenusa de um tridangulo. Conforme o teorema de Pita-
goras, o comprimento [ da hipotenusa de um triangulo retangulo com dois catetos
de comprimento 1 é igual a 1> = 12 + 12, ou seja [ = v/2. Vamos mostrar que /2
nao ¢ um namero racional.

Proposicao. /2 ndo é um ntmero racional.

Demonstracdo. Vamos supor, por absurdo, que v/2 é um nimero racional e
mostrar que essa suposicao leva a contradicao logica, o que significa que essa supo-
sicao é falsa. Se v/2 é racional, entdo /2 = §7 onde p, ¢ € N (como /2 > 0, entao
ambos os nimeros p e g sdo naturais). Sem perda de generalidade, podemos supor
que a ultima fracao é irredutivel (numerador e denominador nao tém divisores co-
muns). Entao, elevando os dois lados dessa igualdade ao quadrado, temos 2 = %z’
donde p? = 2¢>. Isso significa que o nimero p? é divisivel por 2, isto é, p* é um
nimero par, e entao p é um numero par também, isto é, podemos representar o
numerador na forma p = 2m, m € N (veja exemplo 3 da segao 2). Logo, a relacao
entre p e g pode ser reescrita na forma: 4m? = 2¢? ou, simplificando, 2m? = ¢>.
Daqui segue que ¢? é um nimero par, e entdo ¢ ¢ um nimero par também, isto &,

P 2m

qg = 2n,n € N. Consequentemente, £ = £ isto é, a fracao original é redutivel, o
q 2n

que contradiz a nossa suposicio. Portanto, a suposicdo de que /2 é um nimero
racional nao ¢ valida, isto é, o ntimero /2 néo é racional.

Observagao. O método usado na demonstragao desse resultado é chamado de
método de contradicao. Em geral, ele consiste em assumir, por absurdo, que um
resultado conhecidamente falso, contraditorio aquilo que pretendemos demonstrar,
¢é valido e, a partir disso, desenvolvendo raciocinio logico, chegar a contradicao com
as condig¢oes dadas do problema, ou com um fato verdadeiro conhecido, ou com a
propria suposicao. Nesse caso especifico, a suposicao falsa, contraria a afirmacgao
verdadeira, foi de que v/2 é um ntimero racional. Isso nés levou, apés algumas
transformacoes aritméticas equivalentes, a contradicdo com essa prépria suposicao.
O mesmo método foi usado na resolucao do exemplo 3 da se¢ao 2. L4, a suposi¢cao
falsa foi de que p ¢ um nimero impar, o que nés levou a conclusdo de que p?
também é fmpar, contradizendo a condicao dada do exercicio de que p? deve ser
par.

Para incorporar todas as raizes dos ndmeros nao negativos (e varios outros
que, também, ndo sdo nimeros racionais) e construir um conjunto numérico “sem
furos”, vamos introduzir o conceito de numeros decimais que, assim como os ra-
cionais, sao de uso comum, incluindo seu estudo na escola, embora numa forma
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menos rigorosa e formal que precisaremos neste texto. Vamos comecar partindo
da definicao.

Nuameros decimais. Um nimero decimal a é a cadeia de digitos (algarismos)
decimais representada na forma a = (£) ag, a1as .. . ay, ..., onde ay € NU {0} e os
digitos a; € NU{0},0 < a; <9,i=1,2,...,n,.... A parte ag é chamada de
parte inteira de a e toda a parte depois da virgula é chamada de parte fraciondria
de a.

A referéncia ao sistema decimal se deve ao fato de usar 10 como a base de
representacao de posicdo. Para a parte inteira, isso significa que ag = b, ... baby by,
b e NU{0},0<b <9,i=0,1,2,...,n, onde by é a parte das unidades, b;
é a parte de dezenas, by é a parte de centenas, etc., ou expressando em férmular:
ag = bo+by-10 4+by-102+. .. +b, - 10". Para a parte fraciondria, isso significa que
a; indica a parte de décimos, as — a parte de centésimos, etc., levando a seguinte
representacao 0,aias...0n... = a1 - 107 +ay-1072 4+ ... +a, - 107" +.... A
ultima é mais importante para nossos objetivos, porque para a parte inteira vai
ser suficiente usar a informacao de que ela é um nimero natural ou zero.

Um numero decimal é chamado de finito se a; = 0 para todos ¢ > m, onde
m é algum numero natural. Caso contrario, o numero decimal é chamado de
infinito. Um ntimero decimal é chamado de periddico se ay4; = aj+itp para alguns
ke NU{0}, p € N, e todos 7 € N, ou seja, existe uma cadeia finita de digitos (de
comprimento p), que se repete infinitamente comegando do (k + 1)-ésimo digito.
Um nimero decimal finito pode ser considerado o caso especial de um decimal
periédico (com todos os digitos nulos a partir de uma posi¢ao). Para os decimais
periddicos é usada a seguinte notagdo: a = (£)ag, a1as ... ak(At10k+2 - - . Qkip),
onde os digitos ajasy...a, sao da parte antes do periodo, apiiaii2...ap4p € O
periodo e os parénteses indicam a repeticao de digitos dentro deles. Finalmente,
um numero decimal nao finito e nao peridédico é chamado de infinito aperiodico ou
simplesmente aperiddico.

Exemplos
1. Ntimero decimal finito: 1,34 =1+ % + 1i00 .
2. Numero decimal finito: —64, 84524 = —64 — 1% — ﬁ — % — % — 135 :
3. Ntmero decimal infinito periddico: 0,333...=0,(3) = 0+ = + 55 + 155 +
. R
4. Ntmero decimal infinito periédico: 0,1272727... = 0,1(27) = 0+ 55 + 155 +
T T i P
5. Ntmero decimal infinito nao periddico: 0,1010010001... =0+ % + # + % +
o+

Numeros reais. O conjunto R dos numeros reais é o conjunto de todos os
numeros decimais.
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Observagao. O uso de ntimeros decimais ¢ uma maneira vantajosa de repre-
sentar os nimeros reais por ser intuitivamente clara e diretamente ligada com os
numeros e operagoes entre eles que costumamos efetuar desde a escola. Ha outras
abordagens no estudo dos nimeros reais, sendo uma delas a introducao axioma-
tica, quando as propriedades desse conjunto sao postuladas na forma de axiomas.
O sistema de nimeros decimais pode ser considerado como uma das realizagoes
especificas, mais usada na pratica, do conjunto axiomatico dos niimeros reais. Es-
sas questoes, mais tedricas, do estudo dos niimeros reais estao fora do escopo deste
texto, mas é importante notar que todas essas abordagens sao equivalentes, isto
é, qualquer que seja a definicdo do conjunto dos niimeros reais, ela pode ser trans-
formada em conjunto de niimeros decimais com propriedades respectivas, as quais
vamos considerar nessa segao.

Relacao entre QQ e R.

Vamos demonstrar que o conjunto R representa a ampliagao de Q. Mais especi-
ficamente, vamos mostrar que Q é igual ao conjunto de todos os nimeros decimais
finitos ou infinitos peridédicos, que no momento vamos denotar por Q.

Primeiro, vamos tomar qualquer elemento de Q e mostrar que ele pode ser
representado via nimero decimal finito ou infinito periddico. Sem perda de ge-
neralidade, podemos considerar a fragao § positiva, porque a generalizacdo aos
numeros negativos é elementar. Vamos efetuar uma simples divisao de nimeros
inteiros, seguindo as regras comuns conhecidas da escola. Se p > ¢, entao comega-
mos destacando na divisdo a parte inteira do ntimero dado. O resto é uma fragao
propria % onde m < ¢. Na divisao do nimero m - 10 e niimeros posteriores por
denominador ¢, podem ocorrer os seguintes restos: 0;1;2;...;q — 1. Se for obtido
o resto 0 em algum dos passos da divisao, entao a divisao esta terminada e temos
uma fracao decimal finita. Se o resto nunca for igual a 0, entdao a divisao continua
infinitamente. No entanto, como existem s6 ¢ — 1 restos distintos (diferentes de 0)
na divisao por ¢, entao, no maximo, dentro de ¢ passos dessa divisao encontramos
um resto que ja foi obtido anteriormente e, portanto, os algarismos do nimero
decimal comecam a se repetir a partir desse momento. Assim, se o resto nunca se
anula, obtemos uma fragao decimal infinita com periodo menor ou igual a ¢ — 1

algarismos.

Agora mostremos a implicacao reciproca: qualquer elemento de Q pode ser
representado na forma g, onde p € Z e q € N. De novo, é suficiente considerar os

nimeros positivos. Seja a um elemento positivo de Q. Ha duas op¢oes: a é um ni-
mero finito ou peridodico. Vamos comecar da opgao mais simples, quando a é finito.
Entao, a = ag, a1az...a, = ap+{§+{E+. . +{m = a0+a1'10"71+a21~0179”*2+-~-+a" = ap+
afzetn - A tltima fragao do lado direito tem a forma %, onde p=ajas...a, € Ne

g = 10" € N, ou seja, este € um nimero racional. A soma de um nimero natural
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com outro racional é de novo um numero racional, o que mostra que um nu-
mero decimal finito é, ao mesmo tempo, um nimero racional. Consideremos agora
um decimal periédico: a = ag, a1ay...a,b1bs...bkb1bs...by.... = ag, ajas...ay, (bybs...by)
onde os parénteses sao usados para representar, na forma abreviada, o periodo
desse nimero que contém k digitos. Separamos esse nimero em duas partes — a
sem periodo e o proprio periodo: a = ag,a; ...a, +0,0...0 (byby...bg). A primeira
parte ja foi considerada antes e foi demonstrado que ela é um ntmero racional.
Resta entao demonstrar o mesmo resultado para a parte periddica. Para isso,
denotamos s = 0,0...0(b1be...b;) e t = s- 10" = 0, (byby...bg). Observamos que
t-10% = byby...by, (biby...by), isto é, t - 10¥ — t = byby...b;, é um ntimero natural.
Entao t = bigiifi’“ é um numero racional como a razao de dois niimeros naturais.
Portanto, s = 74
ntimero racional. Dessa maneira, provamos que qualquer elemento de Q pertence
também a Q. Junto com a primeira parte da demonstragao, isso comprova que 0s

conjuntos Q e Q contém os mesmos elementos, isto é, sao iguais.

também é um nimero racional e, consequentemente, a é um

Desse resultado segue que o conjunto @Q dos niimeros racionais pode ser defi-
nido, de modo equivalente, como o conjunto de todos os niimeros reais finitos e
periddicos. A parte restante do conjunto dos reais representa todos os nimeros
decimais aperidodicos chamados de nimeros irracionais. Assim, o conjunto dos
irracionais I é composto de todos os niimeros decimais aperiodicos.

Observagao 1. Embora I nao seja uma notagdo comum para o conjunto dos
nimeros irracionais, vamos usar esse simbolo para abreviar notagoes (outra op¢ao,
mais comum, é R\Q).

Observagio 2. Da mesma igualdade entre Q e Q, seguem as seguintes relacoes
entre os conjuntos: NCZCQCR, ICR, QUI=R, QNI=g.

Exemplos
1. Transformar os nimeros decimais finitos e infinitos periédicos dos Exemplos
anteriores em fragdes simples.

Solucao.
Para os ntimero decimais finitos 1,34 e —64, 84524 temos direto 1,34 = % e
—64,84524 = — 5484524

105

Para o nimero decimal infinito periédico a = 0, (3), aplicamos o procedimento
geral de transformacao. Primeiro, multiplicamos por 10 para trazer o primeiro
periodo para a parte inteira: 10a = 3, (3). Depois, subtraindo a de 10a, obtemos:
10a — a = 9a = 3. Consequentemente, a = %

Para o nimero periddico a = 0, 1(27), aplicamos o mesmo procedimento geral.
Primeiro, separamos o periodo da parte restante: a = 0,14 0,0(27) = 0,1+ b e
denotamos t = 10b = 0, (27). Para transformar ¢, multiplicamos ele por 100 para

trazer o primeiro periodo para a parte inteira: 100t = 27, (27). Subtraindo ¢ de
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100t, obtemos 100t — t = 99t = 27, ou, isolando ¢ e simplificando, ¢t = 27 = 2.

99 . 11
_t _ 3 i - - 14 3
Logo, b = {5 = 135 €, acrescentando a parte finita, obtemos a = 0,1+b = {5 +175 =
1143 _ 7
110 — 55°
2. Transformar a fragdo simples —1—73 em numero decimal.
Solugao.

Na transformagao desse niimero, simplesmente usamos o algoritmo comum da
divisao de dois niimeros inteiros.
A divisao de 13 por 7 leva ao seguinte resultado:

13 7
7 1,857142 ...
60
56
40
35
50
49
10
7
30
28
20
14
6

Notemos que, na divisao da parte fracionaria por 7, podem ocorrer, no maximo,
6 restos diferentes. Essa sequéncia maxima se encontra na fragdo dada, cujos
residuos da divisao em cada passo estao marcados em negrito: r; = 6, ry = 4,
r3=>5,1r,=1,1r5 =3, 16 = 2. O préximo residuo necessariamente deve coincidir
com um dos ja encontrados. Nesse exemplo, ele coincide com o primeiro residuo
ri = r7 = 6 e, por isso, a partir do sétimo passo da divisao, as contas vao se repetir,
apresentando os mesmos resultados que ja foram encontrados nos primeiros seis
passos. Assim, £ =1, (857142) e o resultado final 6 —22 = —1,(857142).

3.2 Propriedades dos nimeros reais

Lista de propriedades: aritméticas, ordenacao, densidade e comple-
tude
Com base na representacao decimal (ou alguma representagao equivalente)
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pode ser mostrado que os nimeros reais satisfazem as mesmas propriedades arit-
méticas e de ordenagao que ja foram listadas antes para os racionais (propriedades
1-6 da secao 2). Isso significa, em particular, que o conjunto R é um corpo or-
denado. Adicionalmente, os nimeros reais satisfazem as seguintes propriedades:

1. Densidade de Q em R. Para quaisquer dois ntimeros reais a e b tais que
a < b existe um nimero racional r que satisfaz a relagdo a < r < b.

O Corolario dessa propriedade trata da densidade de T em R: para quaisquer
dois niimeros reais a e b tais que a < b existe um ntimero irracional ¢ que satisfaz
a relacao a <t < b.

2. Completude do conjunto R. Em termos muito vagos, o conjunto dos re-
ais é aquele que “nao tem furos” (diferentemente do conjunto dos racionais). A
ilustracao intuitiva desse fato é o resultado sobre equivaléncia entre R e a reta
coordenada que demonstraremos a seguir.

Observagao. Para os leitores interessados, podemos mencionar que a formulacao
exata da completude pode ser dada em termos de limites ou de supremos/infimos:
a primeira forma diz que qualquer sequéncia de Cauchy é convergente e a segunda
que qualquer conjunto limitado superiormente (e ndo vazio) possui supremo. Pode
ser visto que a mera formulacao da ultima propriedade numa forma rigorosa exige
um conhecimento maior da 4rea de andlise. E evidente que a demonstracio desses
resultados vai muito além do contexto desta obra e os leitores interessados sao
direcionados para leitura dos livros de Andlise Real.

Operacgoes aritméticas entre elementos do conjunto dos reais

Sabemos que da adi¢ao, da subtracao, da multiplicacao e da divisdo com ntme-
ros racionais resultam nimeros racionais. Vamos ver o que acontece nas mesmas
operacoes com numeros irracionais, e entre racionais e irracionais.

Adicao: T+ 1. A soma de dois nimeros irracionais pode ser tanto irracional
quanto racional, por exemplo, v/2++/2 = 24/2 é um irracional, mas v/2+(—/2) =
0 é racional.

Adicao: Q + 1. Seja a racional e b irracional. Vamos mostrar que ¢ = a + b
¢ irracional. Usamos método de contradi¢ao: vamos supor , por absurdo, que ¢
é racional. Entdo, b = ¢+ (—a) e, como sabemos que a soma de dois racionais é
racional, b é racional. Mas isso contradiz a condigao original de que b é irracional.
Portanto, ¢ é irracional.

Observagdo. Para a subtragao temos os mesmos resultados.

Multiplicacao: T -1. O produto de dois niimeros irracionais pode ser tanto
irracional quanto racional, por exemplo, v/2 - v/3 = /6 é um irracional, mas

V2 -v/2 = 2 é racional.
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Multiplicacao: Q - 1. Seja a racional diferente de zero e b irracional. Vamos
mostrar que ¢ = ab é irracional. Usamos método de contradi¢ao: vamos supor que
c é racional. Entao, b = £ e, como sabemos que o quociente de dois racionais ¢
racional, b é racional. Mas isso contradiz a condigao original de que b ¢ irracional.
Portanto, ¢ é irracional. S6 no caso singular, quando a = 0, o produto vai ser

racional 0.

Divisdo: T: 1. O quociente de dois nimeros irracionais pode ser tanto irracional
quanto racional, por exemplo, % = /3 é um irracional, mas % = 2 é racional.
Divisao: Q : I. Seja a racional diferente de zero e b irracional. Vamos mostrar

que ¢ = ¢ ¢ irracional. Usamos método de contradi¢ao: vamos supor que c¢ ¢

racional. Entdo, b = ¢ (como a # 0, entdo ¢ # 0) e, como sabemos que o
quociente de dois racionais é racional, b é racional. Mas isso contradiz a condicao
original de que b é irracional. Portanto, ¢ é irracional. Sé no caso singular, quando
a = 0, o quociente vai ser racional 0.

Observagdo. Para a divisao I : Q as consideragoes sao analogas.

Exemplos

1. Transformar o nimero decimal 5,42(376) em uma fracao.

Solucao.
Primeiro, separamos a parte periddica, representando o niimero na forma 5,42(376)=
5,42+0,00(376). Para primeira parte, temos 5,42 = 22 ¢ a segunda parte reescre-
vemos como 0, 00(376) = 0, (376) - 10~2. O nimero ¢t = 0, (376) vamos transformar

seguindo o procedimento geral: ¢-10% —¢ = 376, (376) — 0, (376) = 376 e, portanto,

— 376 __ 376 — 542 | 376 102 —
t = 15527 = 509 Juntando as partes, encontramos 5,42(376) = {55 + 555 - 1072 =
542:999+376

Soo100—» O que € uma fragdo com o numerador inteiro e o denominador natural,
isto é, a representacao procurada.

2. Responder as seguintes questoes:
1) o produto de um niimero racional com um irracional é sempre um nimero
irracional?
2) existem ou nao dois nimeros irracionais cuja soma e produto sao racionais?
3) se as poténcias a? e a® sdo irracionais, a poténcia a* deve ser irracional também?
Solucao.
1) Caso o niimero racional seja zero, entao o produto vai ser o nimero racional — 0.
Em todos os outros casos, o resultado vai ser um ntimero irracional. Realmente, se
o produto ¢ = a-b com a # 0 racional e b irracional fosse racional, entao dividindo
¢ por a deveriamos encontrar um ntumero racional, mas b é irracional, o que leva a
contradicao.
2) Existem, basta tomar a = V2eb=—2.
3) Nao necessariamente, basta considerar a = v/2.
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3. Verificar se os seguintes nimeros sao racionais ou irracionais:
1) v/50;
2) V2 +V6;
3) V3-2v2—/3+2V2.

Solucao.
1) Vamos supor que /50 é um ntmero racional, isto é, ¥/50 = =, m, n € N. Sem
perda de generalidade, podemos supor que a ultima fracao é simplificada, isto é,
m e n sao primos entre si (ndo tém divisores comuns); caso nao seja assim, entao
cancelamos todos os divisores comuns de m e n antes de iniciar o proximo passo
do raciocinio. Da suposicdo que v/50 = o, segue que 50 = ’;f , donde m® = 50n°.
Entdo, o nimero m®

é par e, consequentemente, m é um nimero par também,
isto ¢, m = 2k, k € N. Substituindo essa representagao na relagdo entre m e n,
obtemos 2°k° = 50n° ou 25n° = 2*k°. Como 25 é um nimero impar, entdao n° deve
ser um numero par e entao o mesmo ¢ valido para n. Por isso, m e n tém divisor
comum 2, o que contradiz a nossa suposicao. Assim, o nimero /50 é irracional.
2) Vamos supor que y/2 + /6 seja um niimero racional. Entdo, o seu quadrado —
(\/§+ \/6)2 = 24+6+42v/12 = 84+4+/3 — também deve ser racional. Disso segue que
V/3 é racional, o que nio é verdade (esse ultimo resultado pode ser demonstrado
do mesmo modo como foi feita a demonstracao para \/ﬁ) Portanto, o niimero
dado é irracional.

3) Observamos, primeiro, que as expressoes dentro das raizes externas podem ser
transformadas em quadrados completos: 3—2v/2 = (1—+/2)% e 34+2v/2 = (1+1/2)%.

Entdo, /3 —2v2 —/3+2v2 = /(1 - v2? = /(1 +v2)? = (1 - V2) - (1 +

V2) = =2, 0 que é um ntimero racional.

3.3 Modbdulo

Como veremos em seguida, a operagao do mddulo (aplicada a nimeros e ex-
pressoes reais) surge naturalmente e frequentemente nas construgdes geométricas.
Portanto, vale a pena relembrar a definicao dessa operacao e suas propriedades
elementares (embora elas sejam conhecidas da escola).

Defini¢gdo do médulo. O mdédulo de a € R é denotado por |a| e é definido
a, a>0

analiticamente na forma |a| =
—a,a<0

Propriedades basicas do médulo. Para quaisquer a,b € R sao validas as
seguintes propriedades:
L. Ja| >0, ]a| =0+ a=0;
2. la+b| <la| + |b];
3. la—b| > [la] — [b]];
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4. |ab| = |al[b];
al _ la|
5. |3| = b # 0.
As demonstragoes sao elementares e ficarao como exercicios para os leitores.

Equacoes e desigualdades elementares com o médulo

A equagdo elementar modular tem a forma |x| = ¢. Caso ¢ > 0, entdo essa
equagao tem duas solugoes © = +c. Realmente, se x > 0, entdo a equagdo |z| = ¢
equivale a x = ¢ e essa ¢é solucao da equacao original uma vez que ¢ > 0. Se z < 0,
entdo a equagao |z| = ¢ se torna —x = ¢ ou * = —c que é a segunda solugao da
equagao modular, porque —c < 0.

Caso ¢ = 0, a solucao é unica x = 0. Finalmente, se ¢ < 0, entdo nao ha
solugbes, uma vez que |z| é uma grandeza nao negativa pela definigdo.

As desigualdades elementares modulares tém uma das quatro formas: |z| < ¢,
lz| < ¢, |x| > ¢ e |x| > ¢. Vamos resolver a primeira e a tltima e as duas outras
deixamos a cargo do leitor (elas tém consideragoes semelhantes).

Consideremos primeiro a desigualdade || < ¢. O caso ¢ < 0 nao gera solugoes,
porque implica que |z| deve ser negativo, o que é impossivel de acordo com a
defini¢do. Entdo tomamos ¢ > 0 e consideremos duas aberturas de |z|. Se z > 0,
entdo a desigualdade |z| < ¢ equivale a x < ¢ e a solugao da desigualdade original
(a sua primeira parte) fica 0 < z < ¢. Se x < 0, entdo a desigualdade |z| < ¢ se
torna —xr < c ou x > —c e obtemos a segunda parte da solucao da desigualdade
original —c < z < 0. Juntando essas duas partes, obtemos a solu¢ao —c < = < c.

Para desigualdade |z| > ¢, o caso ¢ < 0 leva a qualquer nimero real ser a
solugao, porque o modulo de qualquer niimero é nao negativo. Entao, nesse caso,
o conjunto da solucao é R. Se ¢ > 0, entdo para encontrar solugoes, temos que
abrir o médulo. Se x > 0, entdo a desigualdade |z| > ¢ equivale a x > ¢ e, como
¢ > 0, a primeira parte da solucao da desigualdade original fica x > ¢. Se x < 0,
entdo a desigualdade |x| > ¢ se torna —x > ¢ ou x < —c e essa é a segunda parte
da solugao da desigualdade original. Juntando as duas partes, obtemos a solugao
na forma S={z:2>ctU{r: 2 < —c}.

Exemplos

1. Resolver a equagao modular |2z —1=5 e a desigualdade modular [3z—2 <4.

Solugao.
1) A equagao modular equivale as duas equagoes sem médulo: 2z — 1 = 5 e
22 — 1 = =5 (lembremos que |a| = 5 significa que a = 5 e a = —5). Resolvendo
a primeira, obtemos z; = 3, e para segunda temos zo = —2. Essas sao as duas

solugoes da equagao modular.
2) Reescrevemos a desigualdade modular na forma sem moédulo —4 < 3z —2 < 4
(lembremos que |a| < 4 significa que —4 < a < 4). Essa desigualdade dupla pode
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ser reescrita na forma —2 < 3z < 6 ou, isolando =, —% < x <2 Essaéaa

solugdo da desigualdade original. Ela pode ser escrita em termos de conjuntos:
S={z:-2<a<2}

2. Resolver a equacao modular % =3 e a desigualdade modular i—;é’ <3.
Solugao.
1) A equagao modular equivale as duas equagoes sem médulo: ﬁ—jr; =3e % =-3
(lembremos que |a| = 3 significa que a = 3 e a = —3). Resolvendo a primeira,
obtemos * — 1 = 3x + 6 e entdo z; = —%. Da segunda temos x — 1 = —3x — 6 ¢
entao ry = —2. Essas sao as duas solugoes da equagao modular.
2) Reescrevemos a desigualdade modular na forma sem médulo —3 < % <3

(lembremos que |a| < 3 significa que —3 < a < 3). Para resolver a desigualdade
a direita, temos que considerar duas situagoes. Primeiro, se x + 2 > 0, entao a
desigualdade direita se reduz a x — 1 < 3x + 6, cuja solucao é z > —%. Como a
ultima solucao deve ser escolhida do conjunto x > —2 (onde = + 2 > 0), entdo a
primeira solucdo é x > —2. Segundo, se x + 2 < 0, entao a desigualdade direita
se reduz a * — 1 > 3x 4+ 6 com a solucao x < —%. Como essa solucao satisfaz
a condicio z < —2 (i.e. =+ 2 < 0), entdo ela é a segunda solugdo. Portanto,
a solucao da desigualdade direita é x > —2 e =z < —%, expressando essa em
termos de conjuntos, temos Sy = {z : x > =2} U{z : z < —I}. Passamos a
desigualdade esquerda, que resolvemos seguindo o mesmo algoritmo. Se x+2 > 0,
entao a desigualdade esquerda se reescreve como r — 1 > —3x — 6, levando a
5

solugdo x > —7. Essa tltima satisfaz a condicdo x > —2 e, por isso, toda ela

é a primeira parte da solucdo. Se x + 2 < 0, entdao a desigualdade esquerda se

reduz a r — 1 < —3x — 6, cuja solucao é = < —g. Dela, temos que tomar a

parte que satisfaz a condicdo ©* < —2 e, portanto, a segunda parte da solugdo
5

¢ r < —2. Portanto, a solugao da desigualdade esquerda ¢ x > —7 e x < —2,
ou, em termos de conjuntos, S, = {z : 2 > =2} U{z : # < —2}. Finalmente,
voltamos a desigualdade original. Como as desigualdades direita e esquerda devem
ser satisfeitas ao mesmo tempo, temos que considerar a interse¢ao das solugoes das
duas. Assim, a solugdo da desigualdade original é x < —% ex > —g, ou, em termos
de conjuntos, S =S, NS ={z:z < -1}U{z:z> -2}

Notamos que, nesse algoritmo, resolvemos primeiro a desigualdade direita, depois
a esquerda (para cada uma delas considerando ambas as op¢oes do denominador)
e depois achamos a solucao final como intersecao das duas solugoes obtidas. Na-
turalmente, alguns passos da resolu¢gao podem mudar de ordem. Por exemplo,
primeiro, poderiamos fixar o sinal positivo do denominador e resolver a desigual-
dade dupla correspondente. Depois, fixamos o sinal negativo do denominador e
resolvemos a segunda desigualdade dupla. Para finalizar, encontramos a uniao das
solugoes obtidas para os sinais diferentes. Obviamente, os dois algoritmos levam

a mesma solugao. Recomendamos ao leitor efetuar esse segundo procedimento e
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conferir dessa maneira a solu¢ao obtida acima.

Observagdo. O método de solugao pode ser representado na forma mais trans-
parente se juntarmos abordagem analitica e geométrica no método chamado de
método de intervalos. Exploramos essa possibilidade nos exercicios da secao 5.2,
depois de introduzir a relagao entre niimeros reais e pontos da reta, necessaria para
aplicacao desse método.

4 Reta coordenada e sua equivaléncia
com o conjunto dos reais

Definicao da reta coordenada. Uma reta coordenada é a reta com as seguin-
tes caracteristicas introduzidas: o ponto origem, o sentido positivo e negativo, e,
finalmente, a unidade de medida. E preciso fazer alguns comentérios sobre essas
caracteristicas. Notamos que a origem O é um ponto escolhido de modo arbitrario,
mas, depois de ser escolhido, ele ¢ fixo. O sentido positivo é a parte da reta que
fica de um dos lados do ponto origem, e entdo o negativo fica do lado oposto. A
escolha da parte positiva é arbitraria, mas, caso a reta tenha orientagao horizontal,
entao ¢ tradicional chamar a parte a direita da origem de sentido positivo e, entao,
a parte negativa fica a esquerda da origem. Se a reta tem orientagao vertical,
entao, normalmente, o sentido positivo é a parte acima da origem e o negativo
fica abaixo. O sentido positivo é marcado pela letra = (ou qualquer outra letra
apropriada) (veja Fig.1.1). Finalmente, a unidade de medida é da escolha arbi-
traria que representa a distancia igual a 1 entre ponto origem e o ponto especifico
I (usualmente) localizado na parte positiva da reta coordenada (veja Fig.1.1). A
reta coordenada também é chamada de eizo coordenado ou eixo Ox (caso x seja
usado para marcar o sentido positivo).

0 I x
Figura 1.1 Reta coordenada: origem, sentido positivo e unidade de medida.

Equivaléncia entre reta coordenada e o conjunto dos reais

Vamos estabelecer uma relagao de equivaléncia entre o conjunto de todos os
pontos de uma reta coordenada e todos os nimeros reais, isto ¢, vamos associar a
cada ponto um tinico niimero real, e vice-versa, a cada niimero real vai corresponder
um tnico ponto da reta (tal relacdo também é chamada de biunivoca ou bijetora).
Notamos que ha diferentes formas de gerar uma relacao de equivaléncia entre
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os dois conjuntos. A especificidade da relacdo que vamos introduzir é que ela
estd intimamente ligada com a medida da distancia do ponto origem até o ponto
corrente da reta coordenada.

Primeiramente, observamos que basta nés conseguirmos estabelecer a equi-
valéncia procurada entre a parte positiva da reta coordenada e o conjunto dos
nimeros reais positivos. De fato, relacionamos (de modo tinico) o ponto origem
com o numero 0 e, usando a equivaléncia construida entre as partes positivas dos
dois conjuntos, a cada ponto P_ da parte negativa, que é simétrico (em relagio a
origem) ao ponto P da parte positiva, associamos o niimero negativo —xp, onde
xp € aquele nimero positivo que corresponde a P. Assim, a relagao entre as par-
tes positivas é realmente o problema principal, cuja resolugao sera suficiente para
solucionar todo o problema de imediato.

Vamos fixar que o ponto origem O corresponde ao nimero 0. Marcamos um
ponto arbitrario P e elaboramos o algoritmo que possibilita associar a P um tnico
nimero real positivo. Inicialmente, marcamos os pontos (& direita de O) que
correspondem aos miultiplos da unidade de medida: I; = I corresponde a unidade
da medida, I a duas unidades (tém distdncia igual a 2 até a origem), ..., [, a n
unidades (tém distancia igual a n até a origem), etc. (veja Fig.1.2). A cada um
desses pontos, associamos o nimero positivo igual aquela distancia que o ponto
tem até a origem: [} <> 1, Iy <> 2, ..., I, <> n, ... (veja Fig.1.2). Dessa maneira,
nos estabelecemos a equivaléncia entre todos os pontos multiplos da unidade de
medida e todos os niimeros naturais. Se P coincide com um desses pontos, por
exemplo, com [,, entao o nimero correspondente x ja é encontrado —x =n — e
o algoritmo terminou. Caso isso nao ocorra, como P nao coincide com nenhum
dos I,,, entao ele deve ficar entre os dois pontos consecutivos destes. Vamos supor
(sem perda da generalidade) que ele fica entre I, e I,,11. Nesse caso, determinamos
a parte inteira do nimero procurado x na forma xy = n e finalizamos o passo 0
do nosso algoritmo, prosseguindo entao para o préoximo passo. Comegamos este
passo dividindo o segmento [, I,,11] com uso de um décimo da medida original.
Obviamente, neste caso, [, [,+1] (cujo comprimento é igual a 1) serd dividido
em dez partes de mesmo comprimento e os pontos da divisdao marcaremos por
(na ordem de esquerda para direita) Ay = I,, A11, A12, A13, A4, Ars, Asg,
Ay 7, Ais, A1g,A110 = It (veja Fig.1.3). Se P coincidir com um desses pontos
da primeira subdivisao, por exemplo, com A; 7, entao o nimero procurado ja foi
encontrado — x = n,7 — e terminamos o algoritmo. Caso contrario, supondo
que P fica entre A;7 e A;g, determinamos o primeiro algarismo decimal apés a
virgula, x1 = 7, na representacao decimal do nimero real x = xg,x129...2;... €
finalizamos o passo niimero 1. J& é possivel deduzir como determinamos o segundo
algarismo decimal de x no passo nimero 2. Faremos uma subdivisao do intervalo
[Ay 7, A1 8] da localizagao corrente de P em dez partes iguais, usando, entdo, um
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centésimo da medida original da unidade, e marcamos os pontos dessa subdivisao
por Apg = Ayz, Aoy, Ao, Aas, Aoy, Ags, Ao, Aoz, Aag, Asg, Azio = Aig (veja
Fig.1.4). Se P coincidir com um dos pontos dessa segunda subdivisao, por exemplo,
com Aj 3, entdo o nimero procurado ja foi encontrado — x = n, 73 — e terminamos
o algoritmo. Caso contrario, supondo que P fica entre As3 e Ay 4, determinamos
o segundo algarismo decimal de = apos a virgula zo = 3 e finalizamos o passo
numero 2. E assim por diante.

o 4 1 5 2 n 1 nt+l

o) n=I1 I In Phuy . °
Figura 1.2 Determinacao da parte inteira de x.
10-1 10-1 10-1 10-1 10-1 -

In=A10 A1n A1z A13 A1a A1s Aig A1,7p Arg Ary Ari=Int1

Figura 1.3 Determinacao do primeiro algarismo decimal de x.

10-2 10-2 102 10-2 10-2 T

A17=A20 A21 A22 A2.3PA2.4 Ao Ase As7 Ass Asg Az10=A13
Figura 1.4 Determinacao do segundo algarismo decimal de x.

No i-ésimo passo, determinamos o i-ésimo algarismo decimal x; usando a i-
ésima subdivisao do intervalo corrente de localizagdo de P em dez partes de com-
primento igual a 10~¢ da medida unitdria original. Se P coincidir com um dos
pontos da i-ésima subdivisao, por exemplo, com A;;, entdo z; = 1 e o niimero
procurado é x = xg,T122...x; , finalizando o algoritmo neste passo. Caso con-
trario, supondo que P fica entre A;; e A; 9, determinamos z; = 1, finalizamos o
passo numero ¢ e passamos para o proximo. Dessa maneira, em cada passo do
algoritmo, determinamos o algarismo corrente e, dependendo da localizacao de P,
ou paramos o algoritmo (o que significa que os demais algarismos sdo nulos) ou
passamos para o proximo passo, no qual serd encontrado o proximo algarismo de
x. Em qualquer uma das duas situagdes — um algoritmo finito ou infinito —, todos
os algarismos de x serdao definidos de modo tnico e, assim, vamos construir um
Uinico nimero x correspondente ao ponto escolhido P.

E importante notar que o nimero encontrado representa a distancia de O a P,
que denotamos via d(O, P). Realmente, no passo 0, encontramos a distancia de
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O até o primeiro ponto [, a esquerda de P. Se P = I,,, entdo o nimero xp = n
é igual a distancia d(O, P) = n. Caso contrario, temos uma aproximagao xg = n,
inferior, para essa distancia, sabendo que d(O, P) é maior que n e menor que n+ 1
(uma vez que P fica entre I, e I,.1). Isso quer dizer que temos avaliagio com
erro ¢ = d(O, P) — xy menor que 1. No passo nimero 1, encontramos a distancia
exata g, r; caso P coincidir com um dos pontos da primeira subdivisdo, ou sua
aproximacao inferior com precisao melhor que 107!, E assim por diante. No i-
ésimo passo, ou encontramos a distancia exata d(O, P) = xg,z122...2; caso P
coincida com um dos pontos da i-ésima subdivisao, ou achamos sua aproximagao
inferior zg, 175 ... x; com erro €; = d(O, P) — xg, 1175 . . . ; menor que 107 (uma
vez que, no ultimo caso, P fica entre os dois pontos consecutivos da subdivisao
com distancia entre estes igual a 107%). Notamos que, em cada passo, o erTo ¢;
definido acima é a diferenga entre a distdncia exata d(O, P) e a sua aproximacao
inferior xg, r125...x;, isto é, ¢, > 0 em todos os passos do algoritmo. Assim, se
o algoritmo for finito, entao determinamos a distancia exata em i passos. Se for
infinito, entao, depois do i-ésimo passo, encontramos a aproximacao para distancia
com erro menor que 107¢ e, em cada passo posterior, melhoramos a precisiao de
avaliacao em 10 vezes comparando com o passo anterior. Dessa maneira, efetuando
um nuamero bastante grande de passos, faremos com que o erro ¢; de aproximagao
da distancia seja menor que qualquer nimero positivo. Como o erro considerado
de aproximacao ¢ uma grandeza nao negativa e o inico niimero nao negativo menor
que qualquer positivo é 0, entao, no final do algoritmo, encontramos a distancia
exata de O até P.

Usando o algoritmo similar no sentido inverso, isto ¢, partindo de um ntmero
real positivo e gerando o tnico ponto correspondente, podemos ver que a cada
nimero real positivo corresponde um tnico ponto da reta coordenada (deixamos
os detalhes desse algoritmo inverso como exercicio para os leitores). Assim, a
cada ponto da parte positiva da reta coordenada corresponde um tinico niimero
real positivo e vice-versa. Isso significa que entre os dois conjuntos — o da parte
positiva da reta coordenada e o dos niimeros reais positivos — foi estabelecida uma
relacao de equivaléncia.

Como ja foi comentado anteriormente, o resto é simples: o ponto O corresponde
ao numero 0 e, para qualquer ponto P_ da parte negativa da reta coordenada,
basta encontrar o ponto simétrico P (que fica na mesma distancia de O, mas na
parte positiva), tomar o nimero positivo xp correspondente a P e acrescentar a
ele sinal menos — o niimero negativo —xp vai ser aquele que corresponde a P_.
Assim, usando o algoritmo proposto, é estabelecida uma relacao de equivaléncia
entre todos os pontos da reta coordenada e todos os niimeros reais. O nimero zp
que corresponde a P é chamado de coordenada do ponto P. Devido a relagao de
equivaléncia, vamos usar com frequéncia a notagdo P = xp, 0 que nao significa a
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igualdade entre um ponto e um ntimero e sim a equivaléncia entre os dois.

E importante notar que a aplicacdo do algoritmo especifico na elaboracio da
equivaléncia permitiu gerar as coordenadas intimamente ligadas com as distan-
cias até o ponto origem: se P = O, entao a coordenada correspondente xp = 0
representa a distancia entre dois pontos coincidentes; se P fica na parte posi-
tiva, entao xp é igual a distancia de O até P; finalmente, para qualquer P da
parte negativa, xp representa a distancia de O até P acrescida do sinal nega-
tivo. Usando, como antes, a notacao d(O, P) para distancias, reescrevemos isso na
forma: d(O, P) = 0 caso zp = 0 (0 que equivale a condigdo P = O); d(O, P) = zp
caso xp > 0 (a tltima desigualdade equivale & condigao de que P fica a direita de
0); d(O,P) = —xp caso xp < 0 (a dltima desigualdade equivale & condig¢do de
que P fica a esquerda de O). Lembrando a defini¢do de mddulo de uma grandeza,
concluimos, imediatamente, que d(O, P) = |zp|.

Observagdo 1. Devido a relagdo de equivaléncia entre o conjunto dos reais e o
dos pontos de uma reta coordenada, muitas vezes, os niimeros reais sao chamados
de pontos reais e os pontos sdo chamados de niimeros. A reta coordenada (eixo
coordenado) é chamada de reta real (eizo real). Prosseguindo com essa analogia,
dizer que o ponto A fica a direita de B é dar a mesma informagao que pode ser
expressa em termos das suas coordenadas como x4 > xp; afirmar que o ponto
A fica entre B e C (com C localizado mais a direita entre os trés pontos) é o
mesmo que relacionar suas coordenadas via desigualdade zp < x4 < x¢; e assim
por diante. Isso quer dizer que, daqui para frente, podemos misturar no texto os
conceitos de pontos e suas coordenadas, sem perder a precisao de raciocinio.

Observacio 2. As vezes, é conveniente considerar o eizo real extendido, in-
cluindo infinitos positivo (4+00) e negativo (—o0). Nesse caso, todos os pontos
reais (geométricos) sao chamados de pontos finitos e os infinitos sdo chamados de
pontos infinitos.

Exemplos

1. Marcar (aproximadamente) os pontos A e B com coordenadas v/5 — /3 e
V2, respectivamente, explicando porque um fica & esquerda/direita de outro.

Solucao.

Usamos as seguintes avaliacoes simples dos nimeros irracionais: /5 < 2,5,
V3>1,5,v/2>1. Entdo V5 —v3<2,5—1,5 =1 < /2. Assim, o ponto A fica
a esquerda de B (veja Fig.1.5).

Outra maneira de comparar a localizacdo de A e B, é usando as propriedades
das expressoes envolvidas. Podemos mostrar que, em geral, o ponto A de coorde-
nada x4 = +/a— Vb fica & esquerda de B de coordenada g = +va —bsea > b > 0.
Realmente, como as duas coordenadas sao positivas, podemos elevar ao quadrado
sem modificar a sua relagdo: 24 = a + b — 2vV/ab e 1% = a — b. Entao, temos que
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V5 =8 1 Z
A B

Figura 1.5 Pontos V5 — /3 e /2 na reta coordenada.

comparar b—2+v/ab e —b. Como a > b, segue que b—2v/ab < b—2vb% = b—2b = —b,

isto é, x4 é menor que xg e, portanto, A fica a esquerda de B.

2. Encontrar as coordenadas de todos os pontos cuja distancia até a origem é
igual a .

Solucao.

A distancia pode ser medida tanto para direita da origem O como para esquerda
(isto é, na parte positiva e negativa da reta coordenada). A coordenada do ponto
A a direita de O é igual a distancia dada, isto é, x4 = m. A coordenada do ponto
B a esquerda de O é igual a distancia com sinal menos, isto é, xp = —.

5 Alguns conjuntos e suas propriedades

5.1 Distancia entre dois pontos

Usando o médulo, podemos expressar a distancia entre quaisquer dois pontos
de uma reta coordenada numa forma compacta. Primeiro, lembramos mais uma
vez que a distancia de qualquer ponto P até a origem O é o médulo da coordenada
de P: d(O, P) = |zp|. Consideremos agora dois pontos arbitrarios A e B. Vamos
supor, inicialmente, que B fica a direita de A, ou seja, xg > x 4. Se ambos os pontos
ficam na parte positiva da reta coordenada, entdao d(A, B) = d(O, B) — d(O, A) =
rp — xa (Fig.1.6). Se a origem fica entre A e B, entdo d(A,B) = d(O,B) +
d(O,A) =xp+(—x4) = xp—x4 (Fig.1.7). Finalmente, se A e B ficam a esquerda
do ponto O, entao d(A, B) = d(O, A)—d(O, B) = —xs—(—xp) = xg—x4 (Fig.1.8).
Portanto, em qualquer situacao, temos d(A, B) = xp — x4. Se a relacao entre os
pontos é diferente — A fica a direita de B — entao basta trocar a nomeacao dos
pontos e suas coordenadas na férmula ja deduzida e obtemos d(A, B) = x4 — xp.
Assim, se xg > x4 (B fica a direita de A), logo d(A, B) = xp — x4, Se T4 > Xp
(A fica a direita de B), entdao d(A, B) = x4 — xp, e se x5 = x4 (A coincide com
B), entao d(A, B) = 0. Expressando com o mddulo, temos

d(A, B) = |z4 — x5 (1.1)

qualquer que seja a posicao de A e B.
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d(0,B)
d(0, A) .

O A d(A,B) B

Figura 1.6 Distancia entre A e B: B fica a direita de A, que fica a direita de O.

d(A,0) d(0.B) .

A O ‘)—//B
d(A.B

Figura 1.7 Distancia entre A e B: B fica a direita de O, que fica a direita de A.

(0, 4)
d(0.B)

A iAB) B O

Figura 1.8 Distancia entre A e B: O fica a direita de B, que fica a direita de A.

5.2 Intervalos, ponto médio, ponto simétrico, vizinhanca

A seguir, vamos usar as seguintes notacoes naturais para coordenadas de pon-
tos: a coordenada do ponto A denotamos por a, de B — por b, de C' — por c,
etc.

Intervalo. Um intervalo (segmento) é o conjunto de todos os pontos da reta
coordenada que ficam entre dois pontos dados A e B. Em termos de coordenadas,
a formulacao equivalente pode ser dada na forma: um intervalo é o conjunto de
todos os niimeros reais que ficam entre os dois dados a e b. Os pontos Ae B (oua e
b), chamados de extremidades do intervalo, podem fazer ou nao parte do intervalo.
Dependendo disso, sao diferenciados os seguintes tipos de intervalos: a < x < b
(intervalo aberto), ou a < x < b (intervalo fechado),oua < x < b,oua < x < b (os
dois tltimos intervalos sdo chamados semi-abertos ou semi-fechados). A notagao
comum é (a,b), [a,b], [a,b) e (a,b], respectivamente. Em termos de pontos da reta
coordenada, as notagoes correspondentes sao (A, B), [A, B], [A,B) e (A,B]. A
menos que seja dito o contrario, vamos considerar os intervalos “normais”; isto
é, aqueles onde a primeira extremidade A fica a esquerda da ou coincide com a
segunda B (ou, equivalentemente, a < b).

Observagao 1. Devido a relagdo de equivaléncia entre conjuntos numeéricos e
geométricos, o convénio comum, ja apontado na se¢ao anterior, ¢ usar as notagoes
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de intervalos numéricos para os geométricos e vice-versa, quando for conveniente.

Observagao 2. No caso de uma desigualdade estrita, o ponto a pode ser —oo
e o ponto b pode ser +00. No primeiro caso, a desigualdade formal —co < x < b
(ou —oo < o < b ) significa simplesmente x < b (ou = < b ), e uma interpretagao
similar é usada no segundo caso.

Observagao 3. Em alguns problemas, o tipo de intervalo (aberto, fechado ou
semi-aberto) nao importa. Em particular, isso vale quando encontramos o compri-
mento de um intervalo ou o seu ponto médio. Nesses casos, nao vamos especificar
o tipo de intervalo.

Intervalo limitado. Um intervalo aberto (a,b) é limitado quando a e b sdo
pontos finitos (ou seja, alguns pontos do eixo real). Se a ou b sdo infinitos, entao o
intervalo é ilimitado. Um intervalo fechado [a,b] é considerado sempre limitado.

Observagdo. As vezes, um intervalo limitado é chamado intervalo finito e um
ilimitado de infinito. Obviamente, o nimero de pontos em qualquer intervalo
nao singular (a < b) ¢ infinito. Usualmente, o significado especifico do termo
“finito/infinito” aplicado a intervalos fica claro no contexto em consideracao.

A definicdo de um intervalo limitado naturalmente se estende a definicao de
um conjunto limitado.

Conjunto limitado. Um conjunto S dos nimeros reais é chamado limitado
superiormente (ou limitado d direita) se existe um numero real M tal que para
qualquer x € S temos x < M. Da mesma maneira, um conjunto S dos nimeros
reais ¢ chamado limitado inferiormente (ou limitado a esquerda) se existe um
numero real m tal que para qualquer x € S temos x > m. Finalmente, um conjunto
dos nuimeros reais é chamado limitado se ele é limitado tanto superiormente como
inferiormente.

Observagao. Como podemos ver, um intervalo limitado (a,b) (ou [a,b]) é um
caso particular de um conjunto limitado, porque qualquer x de (a,b) (ou [a,b])
¢ limitado superiormente pelo ntimero b e inferiormente — por a: a < x < b,

Va € (a,b) (ou Yz € [a,b]).

Comprimento de intervalo. Pela definicao, o comprimento de um intervalo
é a distancia entre suas extremidades. (Obviamente, o tipo do intervalo aqui nao
importa.)

Ponto médio. O ponto médio de um intervalo é definido como aquele ponto
que equidista das suas extremidades.

Para encontrar a coordenada do ponto médio C' do intervalo [A, B], expres-
samos a sua definigdo geométrica em termos analiticos: d(A,C) = d(C, B) ou
¢c—a=>b-—c (veja Fig.1.9) ou, explicitando c:

a+b
= . 1.2
=23 (1.2
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d(A.C) d(C.B) .

A C B

Figura 1.9 Encontro do ponto médio C' do intervalo [A, B].

Ponto simétrico. O ponto B é simétrico ao ponto dado A em relagdo a um
terceiro ponto C' (chamado de centro de simetria), se B e A equidistam de C
(sendo B e A dois pontos diferentes).

A partir da definigao, notamos que a condigio d(B,C) = d(A, C) significa que
C' é o ponto médio do intervalo [A, B] (veja Fig.1.9). Entao, ¢ = “'QH’ e, isolando b,
obtemos

b=2c—a. (1.3)

Num caso particular, mais simples, quando o centro de simetria é a origem O,
obtemos b = —a, a relacao que ja foi observada antes.

Observacdo. O conceito de simetria de um par de pontos em relagao a um ponto
C naturalmente se estende a um conjunto de pontos: um conjunto é simétrico em
relacdo a C' se qualquer ponto desse conjunto tem o ponto simétrico que também
pertence a esse conjunto. Como vamos ver no estudo de fungoes, os dominios de
funcoes pares e impares sdo conjuntos simétricos em relagao a origem.

Vizinhancga. Uma vizinhanca de ponto a é o intervalo aberto centralizado em
a. Para determinar a extensao de uma vizinhancga se usa a distancia de a até as
suas extremidades, chamada de raio da vizinhanga. Desse modo, a vizinhanca de
a de raio r é o intervalo aberto (a — r,a + r).

Obviamente, o ponto central a é o ponto médio da sua vizinhanga (e —r,a+7).
Em termos de médulos, a equacao de vizinhanca de a de raio r pode ser escrita
na forma |z —a| < r. Realmente, denotando t = = — a, temos a desigualdade
elementar || < r cuja solu¢do é —r < ¢t < r ou, voltando a =, —r < z —a < .
Isolando x, obtemos entdao a —r < x < a+r.

Vizinhancga direita/esquerda. Uma vizinhanga direita de a é o intervalo
aberto a direita de a de comprimento 7: (a,a+r), onde r continua sendo chamado
de raio. Analogamente, uma wvizinhanca esquerda de a é o intervalo aberto a
esquerda de a: (a — r,a). Claramente, a vizinhanga direita representa a metade
direita da vizinhanca “completa” e a esquerda representa a metade esquerda. A
unido das duas vizinhancas laterais é a vizinhanga completa sem o seu ponto
central.

Ponto interior. Dado um conjunto S, um ponto ¢ é chamado interior em
relagdo a S se ele pertence a S junto com alguma sua vizinhanga. Por exemplo,
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qualquer ponto do intervalo aberto (a,b) é o seu ponto interior. Obviamente, um
ponto interior deve pertencer ao conjunto em consideracao, mas essa é somente a
condicao necessaria: nem todos pontos de um conjunto sao obrigatoriamente seus
pontos interiores. Por exemplo, qualquer ponto ¢ € (a, b) do intervalo fechado [a, b]
é 0 seu ponto interior, mas as extremidades do intervalo nao sao pontos interiores
(embora pertengam a [a, b]).

Ponto exterior. Dado um conjunto S, um ponto ¢ é chamado exterior em
relagao a S se ele nao pertence a S junto com alguma sua vizinhanca. Por exemplo,
qualquer ponto que nao pertence a [a,b] é o seu ponto exterior. No entanto, se
considerarmos um intervalo aberto (a,b), entdo qualquer ponto ¢ < aouc>béo
seu ponto exterior, mas as extremidades a e b ndo sdo pontos exteriores (embora
nao pertencam a (a,b)).

Ponto de fronteira. Dado um conjunto S, um ponto ¢ é chamado ponto
de fronteira em relagdo a S se qualquer vizinhanca de ¢ contém tanto pontos de
S como os fora de S. Por exemplo, as extremidades do intervalo (a,b) sao seus
pontos de fronteira. O mesmo é valido para as extremidades do intervalo [a, b].

Exemplos
1. Caracterizar geometricamente os pontos cujas coordenadas satisfazem as
seguintes relacoes:
1) |1 + 3x| < 2

2) 2% + 2% — 122 > 0;

3) ac—i—l = 7

4) |=55] < 3,
Solucao.

Notamos que existem poucas situagoes em que as relagoes dadas admitem uma
solugdo geométrica direta, isto é, podem ser interpretadas geometricamente sem
a prévia solucdo analitica. A maioria absoluta das equagoes e desigualdades é
tratada, primeiro, analiticamente e s6 depois de uma solucao ser encontrada na
forma analitica, se aplica sua interpretacao geométrica. Nesse ponto, o uso das
coordenadas se revela como uma ferramenta importante e até indispensavel com
maior clareza.

1) Reescrevemos a desigualdade dada na forma —2 < 1+ 3z < 2 (lembrando que
la| < 2 equivale a —2 < a < 2). Dai, segue que —3 < 3z < lou -1 <z < %
Assim, a solucao geométrica é o intervalo fechado [—1, %] Observamos que, nesse
caso particular simples, a desigualdade pode ser resolvida diretamente do modo
geométrico, aplicando a caracterizacdo do modulo. Realmente, a desigualdade
original pode ser reescrita na forma |z — (—%)] < %, o que significa que os pontos
procurados devem ficar afastados do ponto — 1 numa distancia menor ou igual a, %

3
(para esquerda e para direita). Entdo, marcamos o ponto central —% do intervalo
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procurado e medimos dele a distancia % para os dois lados, obtendo a esquerda
o ponto —1 e a direita % (veja Fig.1.10). Todos os pontos desse intervalo [—1, %]
(incluindo as suas extremidades) representam solugoes da desigualdade original.

X1\
|
wWro

-1

L=
=

Figura 1.10 Solugio geométrica da desigualdade |z — (—3)| <

Wi

2) A desigualdade 2% +2? — 122 > 0 ndo se resolve geometricamente direto. Temos
que, primeiro, procurar sua solucao analitica. Para isso, fatoramos o polinémio do
lado esquerdo: x(z—3)(x+4) > 0 (isso é simples de fazer colocando x em evidéncia
e encontrando duas raizes do polinémio quadratico restante). Observamos que os
pontos criticos, onde cada termo linear muda seu sinal, sdo (na ordem crescente)
—4, 0 e 3. Por conveniéncia, colocamos os fatores na mesma ordem: (z + 4)x(z —
3) > 0. Se z < —4, entao todos os fatores sdo negativos e, consequentemente, o
produto é negativo, isto é, a desigualdade nao estd satisfeita; se —4 < x < 0, entao
o primeiro fator é positivo e os dois restantes — negativos, resultando em produto
positivo, isto é, a desigualdade esta satisfeita; para 0 < z < 3, os dois primeiros
fatores sdo positivos e o ultimo é negativo, resultando em produto negativo, isto
é, a desigualdade nao esta satisfeita; finalmente, para x > 3, todos os trés fatores
sdo positivos e, portanto, o produto positivo, isto é, a desigualdade esta satisfeita.
Assim, a solugao analitica é a unido dos intervalos abertos (—4,0) e (3,400), € a
sua forma geométrica sao dois intervalos correspondentes na reta coordenada.

Podemos chegar a mesma solucdo usando o método analitico-
geométrico de intervalos. O raciocinio segue as consideragoes acima, mas, para
melhor visualizacao, ¢ acompanhado pela representagao geométrica. Entao, co-
mecemos da desigualdade (x + 4)z(x — 3) > 0 e seus pontos criticos —4, 0 e 3.
Marcamos na reta coordenada os intervalos de sinal positivo e negativo para cada
fator do lado esquerdo e, depois, interceptando esses sinais, fazemos a conclusao
sobre o sinal do produto. Na Fig.1.11, sdo mostrados os intervalos do sinal fixo
para os primeiros dois fatores (marcagdo do primeiro termo fica em cima e do
segundo — abaixo da reta). A Fig.1.12 representa os intervalos do terceiro fator
acima da reta coordenada e o sinal resultante do produto abaixo da reta, com a
parte ondular representando a solucao da desigualdade.

3—z

3) A equagao modular equivale as duas sem médulo: STi=2e i%j = —2 (lembramos

que |a| = 2 significa a = 2 ¢ a = —2). Resolvendo a primeira, obtemos 1 = 3 ¢ da

segunda temos x5 = —5. Assim, temos dois pontos na reta real com coordenadas
% e —H. Notemos que, nesse caso, embora a resolucao analitica seja simples, a

equacao nao dispoe de uma solucao geométrica direta.
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z+4 +

- 0 in
Figura 1.11 Pontos criticos e sinais dos termos = + 4 e x.

r—3

— —4 0 3 L
(z+4)x(x—3) + B -

Figura 1.12 Pontos criticos e sinais do termo x—3 e do lado esquerdo (z+4)z(2—3).

4) A desigualdade modular %‘ < 3 ja foi resolvida analiticamente no Exercicio
2 da segao 3.3. Vamos refazé-la usando método analitico-geométrico de intervalos.
Reescrevemos essa desigualdade na forma sem médulo —3 < z—jr; < 3. A desigual-

dade direita pode ser reescrita na forma =1 — 3 = =22=7 < () ou ainda 227 > 0.
42 42 42

Os zeros do numerador e denominador sdo x = —% e r = —2, respectivamente.
Marcamos esses pontos na reta coordenada e anotamos os intervalos onde o nume-
rador e denominador mantém o mesmo sinal com simbolos “+” e “—”: para nao
confundir, as anotagoes para o numerador fazemos acima da reta coordenada e
para o denominador, abaixo (veja Fig.1.13). A razao 2;%7 fica positiva quando os
sinais do numerador e denominador coincidem, e essa parte da reta é marcada na
forma ondulada. Da mesma maneira, a desigualdade esquerda pode ser reescrita

na forma % +3= 4;”125 > (. Fazendo as marcagoes semelhantes em relagdo aos
Zeros r = —2 e xr = —2, concluimos imediatamente que a razao % tem sinal
positivo na parte ondulada da reta coordenada (veja Fig.1.14). Para satisfazer
ambas as desigualdades, devemos escolher a parte comum (fazer intersecao) das
partes onduladas no primeiro e segundo desenho. Assim, chegamos a solugao final

S={z:z<-L}u{z:z>-5}

20+ 7 _ . L
-3 -
- 2 T
T+2 o +

Figura 1.13 Pontos criticos e sinais das expressoes da desigualdade direita.

2. Encontrar o ponto médio do intervalo AB, onde A = -2, B = 6.
Solucao.
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4 +5

r+2 - +

Figura 1.14 Pontos criticos e sinais das expressoes da desigualdade esquerda.

Da férmula (2.2), segue imediatamente que o ponto médio D tem coordenada

d==320=2

3. Encontrar o ponto B simétrico a A em relacao a C se:
1)A=5eC=—1;
2) A=—-1ed(AC) =3;
3)d(A,B)=6e(C =2,

Solucao.
1) Usando férmula (2.3), obtemos imediatamente B =2 - (—1) =5 = —7.
2) Nas condigoes desse problema, temos duas opgoes. Se C' ficar a direita de A,
entdo C' =2e B=2-2—(—1) =5. Se C ficar a esquerda de A, entdao C' = —4 e
B=2-(-4)—(-1)=-T.
3) Nas condicoes desse problema, temos duas opgoes. Se A ficar a direita de B,
entio A=2+3=5e B=2—-3 = —1. Caso contrario, A=—-1e B=25.

6 Coordenadas cartesianas no plano

6.1 Definicao das coordenadas

Definimos o sistema cartesiano no plano em dois passos: primeiro, introduzimos
os eizos de coordenadas e depois descrevemos o algoritmo que permite associar a
cada ponto do plano uma tunica dupla ordenada dos niumeros reais e vice-versa.

Os eizos de coordenadas sao introduzidos da seguinte maneira. Inicialmente,
escolhemos uma reta qualquer no plano e fazemos dela uma reta coordenada,
isto é, atribuimos a ela trés caracteristicas — ponto origem, unidade de medida e
orientagao positiva. Em seguida, construimos a segunda reta coordenada de tal
maneira que ela é perpendicular a primeira, seu ponto origem coincide com o da
primeira reta, a sua unidade de medida é igual a da primeira reta e, finalmente, a
sua orientagao positiva se encontra rotacionando a parte positiva da primeira reta
no angulo de 7 no sentido anti-horario (que normalmente ¢ considerado sentido
positivo de rotagao no plano). A primeira reta coordenada usualmente é chamada
de eixo Ox e a segunda de Oy. Dessa maneira, os dois eixos coordenados sao bem
definidos e podemos passar a segunda etapa.
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Agora, com eixos coordenados a nossa disposigao, elaboramos o algoritmo (um
dos vérios possiveis) que leva a definigao de coordenadas cartesianas. Considere-
mos um ponto arbitrario P no plano e encontremos os pontos respectivos da sua
projecao sobre eizos Ox e Oy. Para isso, passamos por P uma reta perpendicular
a Oz (paralela a Oy) e o ponto P,, de intersegao dessa reta com Ox, chamamos de
projecao de P sobre Ox. Da mesma maneira, passando por P uma reta perpendi-
cular a Oy (paralela a Ox), encontramos o ponto P, de intersegdo dela com Oy e
este é chamado de projecio de P sobre Oy (veja Fig.1.15). Como P, fica na reta
coordenada Oz, entdo a esse ponto corresponde, de modo 1nico, a coordenada x.
Da mesma maneira, o ponto P, da reta coordenada Oy gera uma unica coorde-
nada y. O par ordenado (x,y) é chamado de coordenadas cartesianas do ponto P,
a primeira coordenada ¢ chamada de abscissa e a segunda, de ordenada. Como,
nesse algoritmo, P gera de modo tnico os pontos de projegao P, e P,, os quais, em
sua vez, geram os Unicos nimeros reais = e y, entdo a dupla (z,y) é unicamente
definida pela escolha de P. Notamos que, caso P tenha coordenadas (z,y), entao
suas projecoes P, e P, tém as coordenadas (z,0) e (0,y), respectivamente.

Y

P— (Py, Py); Pr— a,Py—y
= P — (z,y)

Figura 1.15 Determinicao de coordenadas cartesianas de um ponto no plano.

Usando a mesma constru¢ao na diregdo inversa (partindo da dupla arbitraria
(x,y) e chegando a um tnico ponto correspondente P), pode ser visto que cada par
ordenado dos nimeros reais (x,y) define um tnico ponto no plano (deixamos os
detalhes dessa implicacao inversa a cargo do leitor). Assim, o algoritmo proposto
estabelece a relagao de equivaléncia entre todos os pontos do plano e todos os
pares ordenados de ntimeros reais. Em virtude dessa equivaléncia, vamos usar a
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seguinte notagao para os pontos e suas coordenadas P = (x,y), entendendo aqui
que a igualdade indica a relagdo de equivaléncia. Como os pares ordenados dos
nimeros reais podem ser obtidos considerando a operacao do produto cartesiano
R x R, o plano com coordenadas cartesianas muitas vezes é denotado por R2.

6.2 Linhas coordenadas

De acordo com a defini¢do geral, as linhas coordenadas cartesianas sao defini-
das como conjuntos que satisfazem as equacoes x = C; e y = Cy, onde C e (5 sdo
constantes. Em particular, se y = 0, entao temos o conjunto de todos os pontos
cuja projecao no eixo Oy fica na origem das coordenadas. Obviamente, todos os
pontos com essa propriedade ficam na reta perpendicular a Oy que passa pela
origem, ou seja, esses pontos representam o eixo Ox. Analogamente, os pontos
da linha coordenada x = 0 formam o eixo Oy. Essas sao duas retas coordenadas
principais. As demais curvas coordenadas também sao visualisadas de modo sim-
ples. A equagao y = (5 define o conjunto dos pontos no plano cuja projecao sobre
Oy tem a ordenada Cj, isto é, todos os pontos que ficam na reta perpendicular
a Oy (paralela a Ox) e que passa pelo ponto P, = (0,C3) (veja Fig.1.16). De
modo andlogo, x = ] representa a reta perpendicular a Oz (paralela a Oy) que
passa pelo ponto P, = (C1,0). Assim, qualquer linha coordenada em coordena-
das cartesianas ¢ uma reta que coincide com um dos eixos de coordenadas (as
duas retas coordenadas principais) ou é paralela a um dos eixos (as demais retas
coordenadas).

Os eixos de coordenadas dividem todo o plano em quatro partes chamadas
quadrantes: a regiao do plano localizada entre as partes positivas de Ox e Oy ¢
chamada de I quadrante; a préxima no sentido anti-horario, que fica entre a parte
negativa de Oz e a positiva de Oy, é o 1] quadrante; a terceira no sentido anti-
horario é o I1I quadrante; e a ultima, entre a parte positiva de Ox e a negativa
de Oy, é o IV quadrante (veja Fig.1.16).

6.3 Projecoes sobre retas coordenadas

Ja definimos antes as projecoes de um ponto sobre eixos de coordenadas. Essa
definicao é facilmente estendida a projecoes sobre qualquer reta coordenada. Con-
sideremos o ponto P = (z,y) e a reta coordenada y = C. A projecao de P sobre
y = C é o ponto P,—¢ de intersecao dessa reta com a reta perpendicular a y = C
(ela também é perpendicular ao eixo Ox) que passa por P. Obviamente, as co-
ordenadas desse ponto sao Py_¢c = (z,(). Da mesma maneira se define o ponto
P,—_¢ de projecao de P = (x,y) sobre z = C' cujas coordenadas sao P,—c = (C,y).
No caso particular de C' = 0, voltamos as projecoes sobre eixos de coordenadas.
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I7 Y I
r=C1
(0,C9) = Py P=(z,C) P=(C,Cy) y=0Cy
P=(Cyy)
o) P,=(C1,0) T
IIT v

Figura 1.16 Retas coordenadas cartesianas.

Na proxima secao vamos deduzir a féormula simples da distancia entre dois
pontos. No entanto, a situagao é ainda mais simples quando os pontos ficam na
mesma reta coordenada, pois essa situagao é equivalente ao caso uni-dimensional,
e podemos dar as férmulas correspondentes agora mesmo. Realmente, se os pontos
P e P, pertencem ao eixo Ox, entdao suas coordenadas sao Py = (21,0) e P, =
(x2,0), e a distancia entre eles depende somente da primeira coordenada z, como
foi no caso da reta real. Portanto, usando a férmula conhecida para pontos da
reta coordenada, obtemos prontamente que d(Ps, P;) = |rs — z1]. No caso quando
Py e P, pertencem a linha coordenada y = C, suas coordenadas sao P, = (z1,C)
e Py = (25,C). De novo, a segunda coordenada é a mesma e podemos usar a
mesma féormula da reta real: d(P, P1) = |zo — z1]. (De modo um pouco mais
rigoroso e formal: a distancia entre P, = (x1,C) e Py = (x2,C) é igual a distancia
entre suas projegoes sobre o eixo Ox — P, = (x1,0) e Py, = (22,0) —, ou seja,
d(Py, P) = d(Py;, P1) = |x2 — x1].) O mesmo raciocinio se aplica aos pontos
P = (C,y1) e P, = (C,y2) que ficam na mesma linha coordenada z = C: a
distancia entre eles é d(Py, P1) = |y2 — v1]-

Consideremos agora a projecio de um intervalo Py Py sobre o eixo Ox. Pri-
meiramente, definimos (na forma geométrica) o que é um intervalo (segmento) no
plano.

Definicao (geométrica) de um intervalo. Um intervalo (segmento) Py Ps
é a parte da reta passando por pontos P; e P» que fica entre esses dois pontos.
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Obviamente, P, P; determina o mesmo intervalo que P, P,. Em particular, vamos
considerar intervalos OP onde um dos pontos é a origem O das coordenadas (a
ordem dos pontos nao importa, mas, por conveniéncia, vamos colocar a origem
como o primeiro ponto na denotagao desses segmentos).

De modo semelhante a um intervalo numa reta coordenada, os intervalos no
plano podem ser fechados (incluindo extremidades), abertos (excluindo extremi-
dades) ou semi-abertos/semi-fechados. De agora em diante, neste texto, a menos
que se diga o contrario, toda vez que nos referirmos a segmentos, eles serao consi-
derados fechados.

A defini¢ao da projegao de um intervalo P P, sobre Oz se reduz a projegao das
extremidades P; = (21,y1) e Py = (9, y2) sobre Ox.

Defini¢ao da projecao de um intervalo. Sejam P, = (x1,0) e Py, = (x2,0)
projecoes sobre Ox das extremidades P; e Ps, respectivamente, do intervalo P Ps.
O intervalo Py, P, é chamado de projecio do intervalo Py Py sobre o eizo Ox (veja
Fig.1.17).

De modo semelhante se define a projecao sobre o eizo Oy (veja Fig.1.17).

)
Pay Py
Ply Pl
& Py Py x
Pr=(x1,1), Pra= (21,0), P1y= (0,31)
Po= (x2,y2), Peo= (22,0), P2y = (0,y2)

Figura 1.17 Projecao de um segmento.

Notamos que essa projecao pode resultar num intervalo “anormal” Py, P, para
o qual z; > z2. O mesmo pode ser dito sobre o intervalo Py, FPs,, com P, =
(0,41) e Py, = (0,y2), que representa a projecao do PP, sobre o eixo Oy (veja
Fig.1.18). Vamos esclarecer por que um intervalo “anormal” de projegao pode
surgir. Lembramos que hd uma notac¢ao natural (normal) de intervalos numa reta
coordenada: um intervalo é denotado AB se o ponto A fica a esquerda do ou
coincide com o ponto B (caso contrério, a notagao normal é BA). A possibilidade
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Y
Py
Puy
Py, P
@ Plac P2x x
P1= (z1,91), Pia= (1,0), Piy= (0,91)
Po= (22,y2), Poa= (72,0), P2y = (0,y2)

Figura 1.18 Proje¢ao de um segmento, ordem invertida.

de estabelecer essa regra se deve ao fato de R ser um conjunto ordenado. A
situacao é diferente no plano: se x; < xo, mas y; > y» (ou contrario), entao nao
ha uma forma natural de estabelecer uma regra se o ponto P; precede o ponto Py
ou contrario, isto €, se o intervalo PP, é um intervalo normal ou P, P;. Isso esta
ligado com a impossibilidade de estabelecer a ordenacao no conjunto R? da mesma
maneira como foi feito em R.

Devido a essa ambiguidade da notacao de intervalos no plano e, consequente-
mente, a possibilidade de encontrar intervalos “anormais” na projecao, as vezes, a
definicao da projecao de um intervalo é dada da seguinte maneira: a projecao de
P, P, sobre o eixo Ox é o intervalo Py, P, se ©1 < a9, € Py, P, caso x1 > 5. E 0
mesmo se faz com a projegao sobre Oy. Isso evita os intervalos “anormais” nas re-
tas coordenadas. Nos problemas a seguir (por exemplo, na divisao de um intervalo
ou encontro do ponto simétrico), é mais conveniente seguir a primeira defini¢ao
da projecao que mantém a ordem dos pontos observada no intervalo original. De
qualquer maneira, a ambiguidade vai ser eliminada dentro do contexto especifico
de cada problema.

A projecao de um intervalo sobre eixo de coordenadas é naturalmente estendida
ao caso de retas coordenadas. No caso de uma reta coordenada y = C', a defini¢ao é
a seguinte: o intervalo Pj¢ Py é chamado de projecao do intervalo Py Py sobre a reta
y = C se Pc e Pye sdo projegoes sobre y = C' dos pontos Py e P,, respectivamente,
ou seja, se Pic = (11,C) e Py = (19,C). A definicdo andloga é valida para
projecao sobre x = C'.
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Exemplos

1. Marcar o ponto cujas coordenadas cartesianas sao A = (—3,4) e encontrar
suas projecgoes para os eixos coordenados e para as retas x =1 e y = —2.

Solucao.

De acordo com a relacao de equivaléncia estabelecida na parte tedrica, para
encontrar o ponto no plano a partir das suas coordenadas cartesianas xg e ¥
precisamos, primeiro, localizar os pontos auxiliares (pontos de projecao) A, e A,
nos eixos Ox e Oy, respectivamente. Como xzg = —3, entdo temos que medir
distancia de 3 unidades a esquerda da origem no eixo Ox e l4 marcar o ponto
A,. Em seguida, medimos 4 unidades para cima (yo = 4) da origem no eixo Oy
e marcamos o ponto A,. Tracamos agora a reta paralela ao eixo Oy que passa
por A, e a segunda, que é paralela a Ox e passa por A,. Essas duas retas sao
perpendiculares e, portanto, possuem um tnico ponto de interse¢do que é o ponto
procurado A (veja a Fig.1.19).

Y
y =4 A=(-3,4)  Ay=(0,4) [A1=(1,4)
r=-3 r=1
Az=(-3,0) O x
Ar=(-3,-2)

Figura 1.19 Construgao do ponto e suas projegoes a partir das coordenadas.

No meio do procedimento acima, criamos as projegdes A, = (—3,0) e 4, =
(0,4) nos eixos Oz e Oy, respectivamente. Para encontrar a proje¢ao sobre a reta
x = 1, devemos passar pelo ponto A a reta paralela ao eixo Oz (isto é, a reta
coordenada y = 4). O ponto de intersegao dessa reta com =z = 1 é a projecao
procurada com coordenadas A; = (1,4). Da mesma maneira, passando por A
a reta paralela ao eixo Oy (isto é, a reta coordenada x = —3), encontramos a
sua interse¢do com y = —2 que ¢ a ultima projegao procurada com coordenadas
Ay = (—3,-2). (Veja a ilustracao na Fig.1.19.)



Conjuntos numéricos e coordenadas cartesianas 53

2. Encontrar o lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas satisfazem a
relacdo z — y < 0.

Solucao.

Primeiro, consideremos a equagao correspondente z —y = 0. Como as coorde-
nadas tém o mesmo sinal (z = y), entao os pontos respectivos sao localizados no 1
e I1] quadrantes. No I quadrante, o ponto Py = (zg, zo) fica na mesma distancia
zo de cada um dos eixos coordenados: a distdncia até Ox é a distancia entre P
e sua projecao Py, = (x0,0), ambos pertencendo a reta coordenada x = x4 (e
por isso sabemos como medir essa distancia); analogamente, a distancia até Oy
¢ a distancia entre Py e sua projegdo Fy, = (0,20) que ficam na reta coordenada
y = zo. Da mesma maneira, no /1] quadrante, as distancias de P, até os eixos Ox
e Oy também coincidem e sdo iguais a —xg. Assim, temos o conjunto de todos os
pontos equidistantes dos dois eixos de coordenadas, o que quer dizer que y = x é
a equacao da bissetriz do I e 11 quadrantes. (Veja a ilustragdo na Fig.1.20.)

y y
Y=
%
4
Poyz 0z o= (wo.z0)
d(Po, Poy) = zo,
4
4
/
/ d(Po, Pox) =0
/
/
/
/
Po;q; = (20,0) 4 H
; // 0 Pog=(x0,0) =
Y
d(Po Pog)=~20 ,~
: /
%
/
. 7 d(Po, Poy) = —0
I/D(yt(mo,lo) """""""""""" Poy= (0,z0)
%

Figura 1.20 Encontro dos pontos a partir da relacaio x — y < 0, relagoes na
bissetriz y = x.

Voltando a desigualdade original, vemos que precisamos escolher os pontos cuja
ordenada é maior que a abscissa. Como os pontos com abscissas e ordenadas iguais
ficam na reta-bissetriz y = z, entdo a solu¢ao da desigualdade representa todos os
pontos acima dessa bissetriz. (Veja a ilustracao na Fig.1.20.)
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3. Encontrar o lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas satisfazem a
desigualdade 4% — 7y — 2 < 0.

Solucao.
Comecemos, de novo, da equacido correspondente 4y?> — 7y — 2 = 0. As raizes
dessa equacgao sao y; = —i e Yo = 2, o que quer dizer que a expressao quadratica

original pode ser fatorada em termos lineares 4y*> — Ty —2 = (dy +1)(y —2) =0e
as duas solugoes y = y; e y = ys representam, como sabemos da teoria, duas retas
coordenadas (paralelas ao eixo Ox).

Voltando & desigualdade original, a reescrevemos de modo respectivo (4y +
1)(y —2) < 0. A tultima desigualdade ¢ satisfeita quando os dois fatores lineares
tém sinais opostos, o que ocorre nos dois casos: 1) dy+1 >0ey—2 <0, e
2) 4y+1 < 0ey—2>0. No primeiro caso, temos a solugdo que pode ser
reescrita na forma —i < y < 2, enquanto no segundo nao ha solugbes, porque
uma desigualdade y < —i contradiz a outra y > 2. Assim, os pontos procurados
tém as ordenadas satisfazendo a desigualdade dupla —i <y < 2. Da anélise das
equacgoes respectivas que acabamos de fazer segue que esses pontos tém que ficar
acima da reta coordenada y = —i e abaixo da reta coordenada y = 2, ou, em
outras palavras, a solucao da desigualdade é a faixa compreendida entre as retas

paralelas y = —i e y = 2 (sem incluir os pontos dessas duas retas).

7 Algumas relagoes no plano cartesiano:
distancia, ponto médio, simetria

7.1 Distancia entre dois pontos

Deduzimos a férmula conhecida da escola da distancia entre dois pontos ar-
bitrarios P, = (z1,41) e Py = (22,92). Do tridngulo retdngulo P;P,P3;, onde
Py = (x3,y1), segue que d*(Py, Py) = d*(Py, P3) + d*(Ps, P») (veja Fig.1.21). Como
P, e P ficam na mesma reta coordenada y = y;, entao d(Py, Ps) = |ra — 21];
como Pj3 e P, ficam na mesma reta coordenada x = x5, entao d(Ps, Py) = |y2 — 11]-
Portanto, d?(Py, Py) = (13 — x1)* + (y2 — y1)? ou

d(Py, P) = /(w2 — 21)2 + (32 — )2 (1.4)
A mesma distancia representa o comprimento do intervalo Py Ps.
7.2 Distancia de um ponto até uma reta coordenada

No caso de uma reta geral, a distancia entre um ponto e uma reta pode ser
definida da seguinte maneira.
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Po= (22,12
y=u1 Pr=(z1,y1) P3=(z2,y1)
o =12 €z

Figura 1.21 Distancia entre dois pontos.

Defini¢ao. Chamamos de distincia d(P, R) entre um ponto P e uma reta R a
distancia entre P e o ponto () obtido na intersecao de R e a reta perpendicular a R
que passa por P. O ponto () é chamado de projecao de P sobre R (veja Fig.1.22).
Em particular, se P pertence a R, entao, pela defini¢ao, a distancia é igual a 0.

Observagdo. Naturalmente a distancia de P até a reta R é a menor distancia
entre P e todos os pontos da reta R (veja Fig.1.22).

Agora, nos restringimos as retas coordenadas. Na se¢ao 6.3, ja foram definidas
as projecoes dos pontos sobre retas coordenadas. Pela defini¢ao, a projecao P,—c
do ponto P sobre a reta coordenada y = C' é o ponto de intersecao da reta y = C'
com a reta perpendicular a y = C que passa por P, ou seja, Py—c é o ponto
procurado () da Defini¢ao da distancia entre P e R. Como as coordenadas Py—¢
sao Py_c = (z,C), entdo, aplicando a férmula da distancia entre dois pontos,
encontramos que

d(Py=C)=d(P,Py—c) = \/(:v —z)2+y—-0C)2=ly—C|. (1.5)

Em particular, a distancia de P até o eixo Ox é igual a |y].
Do mesmo modo, a distancia do ponto P até a reta coordenada =z = C' é a
distancia entre P e sua projecao sobre x = C' que é o ponto P,—c=(C,y). Entao,

d(P,x=C)=d(P,Preg) = \/(x = O+ (y —y)? = Ja = C|. (L6

Em particular, a distdncia de P até o eixo Oy ¢é igual a |z|.
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Py,

Ky

Figura 1.22 Distancia de um ponto até uma reta.

7.3 Ponto médio de um intervalo

Defini¢ao. Dados dois pontos P, = (z1,41) € Py = (22, y2), definimos o ponto
médio P, do intervalo P; P, como o ponto equidistante de P, e Py: d(Py, P,,) =
d(Py, Py,).

Para encontrar as coordenadas (z,,,y,) de P, reduzimos este problema ao
caso unidimensional. Para isso, passamos as retas coordenadas r = x1,x = oo
e x = x,, por pontos P, P, e P, (veja Fig.1.23). As projegdes destes pontos
P, = (21,0), Py, = (22,0) e Py = (24, 0) ficam na mesma reta coordenada y = 0
e, por isso, sdo unicamente caracterizadas pela sua abscissa. Como as trés retas
T =1x,r =Ty €x =X, sao paralelas, os segmentos P, P, ¢ P, P, mantém a
relacdo dos segmentos originais: d( Py, Pyz:) = d(Pay, Pry), ou seja, Py, é o ponto
médio do intervalo P, Py, no eixo Oz (veja Fig.1.23). A coordenada = do ponto
médio de um segmento na reta coordenada se encontra pela formula z,, = MQM,
conforme foi deduzido na secao 5.2 (veja féormula (2.2)). Da mesma maneira,
fazendo projecoes sobre Oy, encontramos os pontos P, = (0,v1), Pay = (0,2)
e Py = (0,yn), cujas coordenadas satisfazem a relacao v, = y“LTyQ Assim, as
coordenadas do ponto médio sao definidas:

1+ T2 Y1+ Y2
Pm = (xm7ym) DT, = 9 y Ym = 9 . (17)
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Figura 1.23 Ponto médio.

7.4 Simetria em relagao a um ponto

Consideremos agora o problema de encontro de um ponto P simétrico ao ponto
dado P; em relagao ao ponto central da simetria F.

Defini¢do. Dado um ponto P, = (z1,y1), chamamos P, = (z3,y2) de ponto
simétrico a Py em relagio ao ponto central Py = (¢, yo), se todos os trés pontos
ficam na mesma reta e os pontos P; e P, sdo equidistantes de P, isto é, d(Py, Py) =
d(Ps, Py).

Da definigao segue que Py é o ponto médio do segmento P, P; (isto é, Py coincide
com P,, da Fig.1.23). Portanto, zo = 322y, = #3¥2 donde obtemos

Py = (x9,y2) 1 x2 =220 — 1, Y2 = 2Yp — Y1 - (1.8)

Em particular, se a simetria ¢é realizada em relacao a origem das coordenadas, isto
é, Py = O = (0,0), entdo o ponto P, simétrico a P; = (x1,%;) tem coordenadas
Py = (—x1, =)

Uma outra maneira de representar as relagoes (1.8) é escolhendo a forma mais
simétrica das coordenadas dos pontos Py e P, (simétricos em rela¢do a Fp):

Pr = (zo— 21,90 — Y1), P2 = (zo + 71,50 + 1) (1.9)

Observagdo 1. O conceito de simetria de um par de pontos em relagao a um
ponto F, naturalmente se estende a um conjunto de pontos ou uma figura no
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plano. Uma figura é simétrica em relagio a Py se todos os seus pontos podem ser
divididos em duplas, cada uma delas representando um par simétrico em relacao a
Py. Em outras palavras, uma figura é simétrica em relacao a P, se para qualquer
ponto P dessa figura o seu ponto simétrico P, em relagao a Py também pertence
a essa figura.

Observagdo 2. Como vamos ver no estudo de fungdes, os graficos de fungoes
impares tém a propriedade de simetria em relacao a origem. Detalhando, isso
significa que qualquer ponto P, = (z1,y1), que pertence ao grafico de uma funcao
impar, tem o seu ponto simétrico (em relagao a origem) P, = (—x1, —y;) também
pertencendo ao grafico dessa fungdo. Essa situacao naturalmente se estende a
simetria em relagao a um ponto Py = (xg,yo) diferente da origem. No entanto, em
Caélculo e Anadlise, a simetria dos graficos em relacao a um ponto é frequentemente
restrita ao caso em que o centro da simetria é a origem.

7.5 Simetria em relacao a uma reta

Outro tipo importante de simetria é a simetria em relagdo a uma reta.

Definicao. Dado ponto P; e reta R, chamamos o ponto P, # P, de ponto
simétrico a Py em relagio a reta R (eizo de simetria), se Py e P, ficam na reta S
perpendicular a R e sdo equidistantes do ponto F, da intersecao entre R e S.

Dessa defini¢ao segue que a simetria em relagdo a uma reta se reduz a simetria
em relacao a um ponto especifico — projecao do ponto original sobre a reta.

A 1ltima definicao é valida para qualquer reta, mas a férmula para encontro
das coordenadas de P, vamos deduzir s6 no caso de uma reta coordenada.

Consideremos a reta coordenada R : x = C'. Nesse caso, a reta perpendicular a
R que passa pelo ponto P, = (x1,y;) é a reta coordenada S : y = y;. A intersecao
de Re S é o ponto Py = (C,y;) de projegao de P; sobre R (veja Fig.1.24). A
condigao de equidistancia de P; até Py e de Py até o ponto procurado Py = (2, y2)
—d(Py, Py) = d(Py, Py) — diz que o ponto P, é o ponto médio do segmento P, P, da
reta S e, portanto, as suas coordenadas sao Py = (C,y;) = (%, ?“JFT”), donde
segue imediatamente que

PQZ(IQ,yQ)Z .T2:20—$1, Yo = Y1 . (].].0)

Em particular, se a simetria é realizada em relagao ao eixo Oy (isto é, C' = 0), entao
o ponto P simétrico a Py = (z1,y1) tem coordenadas Py = (—z1,41). A forma
mais simples de lembrar as relagoes (1.10) é utilizando a representagao simétrica
das coordenadas de P, e Py:

Pi=(C—z1,1n), = (C+z1,y1). (1.11)

De modo andlogo, o ponto P3 simétrico a P, = (x1,y;) em relagdo a reta



Conjuntos numéricos e coordenadas cartesianas 59

y A
R:x=C
Y1 Po=(C,y) S:y=uy1
P1= (x1,91) Po= (z2,y2)
d(Pl, Po) += d(Po, P2)
O C T

Figura 1.24 Ponto simétrico em relagao a reta coordenada z = C.

coordenada y = C' tem coordenadas
Py = (z3,y3) 1 x3 =11, y3 =2C —y1. (1.12)

Em particular, se a simetria é realizada em relacdo ao eixo Oz, entdo o ponto P;
simétrico a P; = (z1,y1) tem coordenadas Py = (z1, —y1).

As duas Observagoes semelhantes as dadas no item de simetria em relagio a
um ponto estao em ordem aqui.

Observagao 1. O conceito de simetria de um par dos pontos em relagao a
uma reta R naturalmente se estende a um conjunto de pontos ou uma figura no
plano. Uma figura é simétrica em relacao a R se todos os seus pontos puderem ser
divididos em duplas, cada uma delas representando um par simétrico em relagao
a R. Em outras palavras, uma figura é simétrica em relacao a R se para qualquer
ponto P dessa figura o seu ponto simétrico P; em relacao a R também faz parte
dessa figura.

Observagdo 2. Posteriormente, no estudo de propriedades geométricas de fun-
¢Oes, vamos ver que graficos de fungoes pares tém a propriedade de simetria em
relagdo ao eixo Oy. Detalhando, isso significa que qualquer ponto Py = (x1, 1),
que pertence ao grafico de uma fungao par, tem o seu ponto simétrico (em relacgao
a Oy) P3 = (—x1,y1) também pertencendo ao grafico dessa fungao. Essa situacao
naturalmente se estende a simetria em relagio a uma reta coordenada x = xo di-
ferente do eixo Oy. No entanto, em Célculo e Andlise, a simetria de graficos em
relagdo a linhas coordenadas diferentes do eixo Oy é raramente considerada.
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Exemplos

1. Calcular a distancia entre os pontos A = (—4,3) e B = (2, —1). Encontrar
o ponto médio do intervalo AB.

Solucao.

Substituindo as coordenadas dos pontos na férmula (1.4), encontramos a dis-
tancia d(A, B) = \/(a:A—xB)2—|-(yA—yB)2 = \/(—4—2)2+(3—(—1))2 = /52, As
coordenadas do ponto médio encontramos a partir das férmulas (2.6): z,, =

zatrp _ —442 _ 3+ (=D
TB_T__l’ym_T_ :

2. Os pontos A = (5,5) e B = (z,y) ficam na bissetriz do I e II] quadrantes
e a distancia entre os pontos ¢ igual a 8. Encontrar as coordenadas do ponto B.

Solugao.

Como B pertence a bissetriz do I e II] quadrantes, entao B = (x,z). Da
condicao da distancia encontramos d(A, B) = \/(5 — )2+ (5 —12)2=25—x| =
8. A tltima equacdo tem duas raizes: x — 5 = +4/2, ou seja, 11 = 5 — 42 e
Ty = 5+44/2. Assim, temos dois pontos que satisfazem as condicdes do problema:
primeiro, B; = (5 — 4v/2,5 — 4v/2) fica no I1] quadrante e o segundo, By =
(5 +4v/2,5 + 44/2) fica no I quadrante.

3. Encontrar os pontos simétricos a A = (—3,2) em relagdo a origem das
coordenadas, em relacao aos eixos coordenados e em relagao as retas coordenadas
r=1ley= —%.

Solugao.

Das férmulas de simetria (1.8), (1.10) e (1.12) segue imediatamente que:
1) para simetria em relagao a origem, temos B = (3, —2);

2) para simetria em relagdo ao eixo Oz, temos C' = (=3, —2);

3) para simetria em relagdo ao eixo Oy, temos D = (3, 2);

4) para simetria em relacao a reta x = 1, temos FE = (5,2);

5) para simetria em relacdo a reta y = —32, temos F = (=3, —5).
(A ilustragao se encontra na Fig.1.25.)

4. Dados os pontos médios D = (7,8), £ = (—4,5) e F' = (1, —4) de trés lados
de um triangulo, encontrar os seus vértices.

Solucao.

Denotamos os vértices procurados de A = (x4,ya), B = (zp,yp) ¢ C =
(xc,yc) de tal modo que D é o ponto médio de AB, E, de AC e F, de BC. De
acordo com as féormulas do ponto médio, temos as seguintes relagoes: % =
7,Madie — g tatio — 4 vad¥e — 5o fmfrc — ] ¥BRUC — 4 As relagoes
impares formam o subsitema separado:

Tat+rp=14, xa4+20c=-8, rp+ax0c=2.
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y
A=(=3,2) D=(3.2) E=(52)
o ;
_ y=—3/2
C=(-3,-2) TNB=(3,-2)
r=1
o =(—3,—5)

Figura 1.25 Pontos simétricos a A = (—3,2).

A resolucao desse é elementar. Por exemplo, somando as duas primeiras equagoes,
obtemos 2x 4 +xp+xc = 6 e, com ajuda da terceira, concluimos que 2z 4 + 2 = 6,
isto é, x4 = 2. Entao, das primeiras duas equagoes imediatamente encontramos
xp = 12 e z¢ = —10. Outro sistema desacoplado ¢é formado pelas equagdes com
ordenadas:

ya+yp =16, ya+yc =10, yp +yc = —8.

Resolvendo o ultimo de maneira semelhante, obtemos y4 = 17, yp = —1 e yo =
—7. Assim, os vértices sdo A = (2,17), B = (12,—-1) e C' = (—10,-7).
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