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CAPÍTULO 1
Fluxo de potência 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
Os sistemas elétricos de potência (SEP) são compostos, tradicionalmente, por 

centros de geração, carga, linhas de transmissão e dispositivos de controle que 
atuam a fim de manter sua operação segura e confiável, garantindo a continuida-
de do serviço de fornecimento de energia (PINTO, 2014).

A Figura 1.1 exibe um sistema desde a geração até a distribuição de energia 
elétrica, representando vários níveis de tensão, com fontes geradoras de energia 
que incluem as despacháveis, como as hidrelétricas e as térmicas, e as não des-
pacháveis, como as eólicas e as solares.

Note que, na parte superior da Figura 1.1, são representadas grandes usinas hi-
drelétricas, térmicas e nucleares, onde a energia é gerada pela conversão eletrome-
cânica, geralmente em 13,8 kV ou tensões próximas a essa. Essas unidades de gera-
ção são conectadas por meio de subestações elevadoras às redes de transmissão 
envolvendo tensões acima de 110 kV. Essas tensões são elevadas mediante o uso de 
transformadores, com o intuito de manter a potência transmitida e reduzir perdas 
elétricas durante o transporte de energia, visto que as perdas são proporcionais ao 
quadrado da corrente passante em uma linha de transmissão (PINTO, 2014). Uma 
vez que o transformador eleva a tensão, a fim de se manter o fluxo de potência pas-
sante, verifica-se a redução de corrente passante nas linhas de transmissão. 

No Brasil, é comum a utilização de altas tensões, como 230 kV, 345 kV e  
500 kV, sendo as linhas de transmissão levadas por todo o território nacional por 
torres que fornecem suporte mecânico para elas (PINTO, 2014). Consumidores 
especiais, os quais possuem altíssima demanda, são atendidos em sistemas de 
transmissão ou subtransmissão (138 kV e 69 kV).



Térmica

Hidrelétrica

Nuclear

Subtransmissão
(138 KV, 69 KV)

Casas
(220/127 V)

Solar Eólica

Transmissão
(345 KV, 500 KV)

Distribuição
(1385 KV, 69 KV)

Figura 1.1 Sistema elétrico de potência.

Os sistemas de transmissão possuem algumas características próprias, como topo-
logia malhada, em que os caminhos entre as unidades de geração e os consumidores 
são múltiplos e possuem redundância, a fim de garantir confiabilidade e maior segu-
rança ao fornecimento de eletricidade para um país. São sistemas elétricos que podem 
ser representados por um monofásico equivalente, visto que a rede pode ser conside-
rada equilibrada devido à transposição das linhas de transmissão, facilitando cálculos 
e análises complexas (FUCHS, 1979).

A fim de distribuir energia para a sociedade, os níveis de tensão são reduzidos por 
meio das subestações abaixadoras e pelas concessionárias locais, sendo comum a uti-
lização de níveis de tensão de 13,8 kV e 22 kV associados às redes de média tensão, as 
quais são levadas pelas linhas de distribuição, suspensas, no caso de redes aéreas, 
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mediante o suporte mecânico fornecido pelos postes de distribuição. As redes subter-
râneas também são bastante comuns para a distribuição de energia elétrica em cida-
des e metrópoles. Por meio de um transformador abaixador, instalado junto aos pos-
tes, o nível é finalmente reduzido à baixa tensão, geralmente padronizada em  
127/220 V ou 380/440 V dependendo da localidade. Vale a ressalva de que o Brasil, 
devido à sua grande diversidade e dimensão expressiva, possui sistemas operando 
com esses variados valores de tensão (PINTO, 2014).

Nota-se que, a partir da distribuição de energia, esta pode ser utilizada pelas 
diversas cargas, compreendendo, em geral: carga residencial, industrial, comercial, 
iluminação pública ou destinada a serviços públicos e transporte. No Brasil, a carga 
industrial é uma das mais expressivas, representando cerca de 30% do uso de toda a 
energia nacional.

Na distribuição, os modelos que utilizam o monofásico equivalente não são váli-
dos, pois há um expressivo desequilíbrio entre as cargas trifásicas do sistema, uma 
influência notória de impedâncias mútuas e aterramento das instalações (KAGAN; 
OLIVEIRA; ROBBA, 2005).

Atualmente, em virtude da transição energética e da necessidade de reduzir o uso 
de combustíveis fósseis e emissão de gás carbônico, há uma tendência de uso crescen-
te de fontes alternativas conectadas aos sistemas, bem como a solar e a eólica. Apesar 
de essas fontes trazerem diversas vantagens para o setor, como a diversificação da 
matriz energética, elas são associadas a uma grande variabilidade devido a fatores 
climáticos, velocidade de ventos e irradiação solar. Para contornar tais questões, é 
comum o uso de sistemas de armazenamento de energia e exploração de outras for-
mas de geração, como biomassa, maremotriz, heliotérmica e geotérmica. O uso con-
comitante de todos esses recursos energéticos distribuídos (RED) permite maior fle-
xibilidade operacional ao sistema, evitando que haja cortes de carga e fenômenos de 
instabilidade passíveis de ocasionar a interrupção do fornecimento de energia aos 
consumidores finais (BERGER; INIEWSKI, 2015, p. 32).

O fenômeno da grande penetração de fontes alternativas no sistema leva a desa-
fios atuais, como a necessidade de melhorar a infraestrutura da rede e acomodar 
maior quantidade de geração distribuída próximo aos centros consumidores sem 
deteriorar a qualidade de energia da rede, estabelecida pelo módulo 8 do PRODIST 
(Procedimentos de Distribuição de Energia Elétrica no Sistema Elétrico Nacional) 
(KAGAN; OLIVEIRA; ROBBA, 2005). Ainda, os sistemas de distribuição, projeta-
dos tradicionalmente para um fluxo unidirecional que fluía da subestação em dire-
ção aos consumidores, agora enfrenta o desafio de possuir f luxos reversos devido à 
alta inserção de geração distribuída, o que leva ao surgimento de sobretensões e 
desequilíbrios expressivos em sistemas multifásicos (MELO; RODRIGUES; OLI-
VEIRA, 2021). Tal fato deve ser averiguado por metodologias condizentes com a 
realidade de cada rede.

Para a análise de sistemas elétricos, é comum sua representação em um diagra-
ma unifilar em um esquema barra-ramo, em que cada barra do sistema representa 
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uma unidade geradora ou unidade consumidora, sendo um nó do circuito elétrico 
equivalente (MONTICELLI, 1983). Os ramos conectam as barras e representam li-
nhas de transmissão ou transformadores que alteram o nível de tensão entre duas 
barras do circuito. 

A abordagem considera um modelo estacionário em regime permanente no domí-
nio da frequência, em que a análise fasorial pode ser aplicada. Portanto, para cada 
ponto notável do sistema, é possível calcular a magnitude e o ângulo da tensão nodal 
associada a uma barra, a corrente injetada na barra e os fluxos de potência ativa e 
reativa passantes pelos ramos da rede. 

Neste caso, as leis de Kirchhoff são diretamente aplicadas ao diagrama equivalente.

Seja o diagrama unifilar representativo de um sistema de 14 barras na Figura 1.2. 
O diagrama representa uma porção do sistema dos Estados Unidos em 1962. Note que 
o sistema é totalmente conexo, interligado e possui diversos caminhos desde as uni-
dades geradoras até as unidades consumidoras. As duas barras de geração (1, 2) são 
representadas pela conexão de fontes de tensão a elas, controlando suas tensões em 
valores especificados, representando grandes usinas ou centros de geração. As demais 
barras são barras de carga, destinada ao atendimento de demandas (cidades, subesta-
ções de concessionárias, grandes indústrias etc.). Os ramos que as conectam são li-
nhas de transmissão ou transformadores, como os representados entre as barras 5 e 6 
ou as barras 4 e 9, por exemplo. Este sistema possui topologia malhada e representa 
bem a realidade das redes de transmissão.

13 14

11 10

9

4 7

8

3

2

12

6

1

5

2

Figura 1.2 Sistema de 14 barras.

Já a Figura 1.3 mostra um diagrama com topologia radial de 33 barras, represen-
tando um sistema de distribuição de energia elétrica. Note que a fonte de energia 
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principal é a barra 33, a qual representa a subestação provedora de energia elétrica. 
Nas barras 21 e 24 estão conectadas as unidades de geração distribuída despachável, 
sendo representadas pelas fontes de tensão no sistema. As demais barras são destina-
das ao atendimento de cargas.

1 2 3 4 5 6 7 98 10 11 12 13 14 15 16 1733

25 26 27 28 29 30 31 32

22 23 24

18 19 20 21

SE

Figura 1.3 Sistema de distribuição de 33 barras.

1.2 CENTRO DE CONTROLE E SUAS FUNÇÕES 
A fim de manter um sistema elétrico operando de maneira estável, segura e con-

fiável, é necessário o estabelecimento de centros de controle, geralmente mediante o 
sistema SCADA (supervisory, control and data acquisition) e, atualmente, também 
com o auxílio das unidades de medição fasorial sincronizada, as phasor measurement 
units (PMU) e as waveform measurement units (WMU), as quais mensuram fasores 
de grandezas elétricas como as tensões nas barras nas quais estão instaladas e as cor-
rentes passantes pelas linhas conectadas a tais barras. Suas medições possuem alta 
acurácia e são sincronizadas via global positioning system (GPS), o que permite o 
acompanhamento em tempo real de variações de tensão, fenômenos transitórios e a 
sincronização de eventos independentemente de sua distância geográfica ou em rela-
ção ao centro de controle (MELO, 2022).

O modelo barra-ramo é utilizado para avaliar a topologia da rede monitorada, 
sendo as grandezas elétricas de cada parte acompanhadas em tempo real. No caso 
do Sistema Interligado Nacional (SIN), quem executa essa atividade é o Operador 
Nacional do Sistema (ONS) com base nas informações obtidas pelo sistema super-
visório, estabelecido no país por meio do Sistema Aberto de Gerenciamento de 
Energia (SAGE), o qual executa as funções do sistema SCADA rotineiramente 
(MELO, 2022).
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A partir da coleta das medições obtidas por meio das remote terminal units (RTU) 
e/ou intelligent edge devices (IED), as grandezas mensuradas são filtradas para exclu-
são de outliers estatísticos (erros grosseiros ocasionados por descalibração ou intem-
péries do tempo) (MONTICELLI, 2012), como mostrado na Figura 1.4. Uma vez que 
são armazenadas, essas medições são utilizadas como base para um algoritmo cha-
mado de estimador de estados, que é a principal ferramenta de análise para um siste-
ma de potência.

Centro de
controle

Scada front end

PMU RTUIED

Figura 1.4 Sistema SCADA.

A estimação de estados é baseada em quatro etapas para sua implementação 
(MONTICELLI, 2012). Primeiramente, a partir de informações de um configurador 
de redes, se obtém a topologia do sistema, incluindo como cada barra se conecta às 
demais, seus valores de impedâncias longitudinais e em paralelo (shunt), informações 
sobre status de disjuntores e abertura de chaves seccionadoras, incluindo dados sobre 
eventuais contingências em tempo real. Em seguida, é feita a análise da observabilida-
de da rede, ou seja, pressupondo-se uma quantidade mínima de medidores alocada 
em campo, é possível calcular todas as variáveis que determinam o estado operativo 
do sistema mediante algum recurso matemático? Caso seja possível, o algoritmo é 
utilizado, geralmente por meio da implementação computacional do método dos mí-
nimos quadrados ponderados, o qual visa minimizar a diferença quadrática entre 
valores medidos e seus correspondentes calculados em função das magnitudes e ân-
gulos de tensão em todas as barras do sistema. Por fim, uma análise estatística é exe-
cutada a fim de verificar a presença de erros grosseiros, os quais podem comprometer 
o resultado das estimativas.

Uma vez que o algoritmo de estimação de estados é capaz de fornecer com pre-
cisão os valores de grandezas elétricas para toda uma área de interesse (denominada 
rede interna), pode-se conduzir outras análises a partir de outros algoritmos, como 
fluxo de potência, f luxo de potência ótimo, despacho de unidades geradoras, regu-
lação de frequência, análise de contingências e análise de estabilidade, além de es-
tabelecer modelos equivalentes mais precisos para a rede monitorada (WOOD; 
WOOLENBERG, 2005; KUNDUR; BALU; LAUBY, 2017). Essas funções são mos-
tradas na Figura 1.5.
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de estados

Análise
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Figura 1.5 Funções em centro de controle.

Dentre as principais ferramentas utilizadas em um centro de controle, uma das 
mais importantes é o fluxo de potência, o qual é baseado no conhecimento de um 
modelo barra-ramo confiável considerando o circuito em estado permanente. Dessa 
forma, análises estáticas podem ser efetuadas considerando-se a carga fixa e única 
para determinado instante de avaliação. 

Geralmente, a partir de uma condição de carga especificada, é possível calcular as 
tensões (magnitudes e ângulos) em todas as barras do sistema mediante equações al-
gébricas que estabelecem as relações entre essas grandezas elétricas. 

1.3 TIPOS DE BARRAS
Para os estudos de fluxo de potência, é necessário definir o tipo de barra sendo mo-

delada no circuito elétrico. Existem, essencialmente, três tipos primordiais de barras:

•	 Barras de carga: são determinadas a partir da especificação das potências ati-
vas (Pk) e reativas (Qk) demandadas pelas unidades consumidoras em uma 
barra k genérica. A partir delas, é possível calcular, pelo fluxo de potência, as 
magnitudes Vk e ângulos de tensão nessas barras.

•	 Barras de geração: são as barras em que são especificados os valores de potên-
cia ativa gerada (Pk) e o valor fixado da tensão Vk em seus terminais. A partir 
dessa especificação, pode-se calcular a potência reativa da unidade geradora 
Qk, bem como seu ângulo de fase.
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•	 Barra de referência (ou barra slack): essencialmente, esta barra é escolhida para 
a determinação do nó, em geral de geração, o qual será escolhido como referên-
cia angular para o sistema, sendo seu ângulo de fase fixado em zero grau, tradi-
cionalmente. Portanto, especificam-se os valores de Vk e θk para a barra e 
calculam-se os valores de potência ativa e reativa (Pk e Qk, respectivamente).

A Tabela 1.1 mostra, para cada tipo de barra, os valores que são especificados e 
calculados respectivamente para cada uma delas. Vale a pena salientar que, essencial-
mente, existem apenas barras de geração e carga nas redes elétricas. Entretanto, por 
necessidade de representação de controles das variáveis elétricas e escolha de uma 
referência angular, têm-se as definições adotadas nesta obra.

Tabela 1.1 Tipos de barras

Tipo de barra Valores especificados Valores calculados

Carga (barras PQ) P Qk k Vk kθ

Geração (barras PV) Vk kθ θk kQ

Referência (barra Vθ) Vk kθ P Qk k

Como é possível inferir, o fluxo de potência especifica duas variáveis para uma 
determinada barra e calcula os outros dois, sendo necessário estabelecer uma relação 
entre as potências líquidas (ativas e reativas) e as tensões (magnitudes e ângulos) em 
todas as barras do sistema.

Uma barra pode estar associada tanto a um valor de potência injetada por unida-
des geradoras, sendo estas potências geradas ativas Pg k,  e reativas Qg k, , como a potên-
cias demandadas ativas Pd k,  e reativas Qd k, . Para estabelecer o valor de potência líquida 
especificada em uma barra, deve-se utilizar as seguintes equações para a potência 
ativa e reativa, respectivamente. Note que uma barra pode estar associada a valores de 
potência gerada e consumida (demandada) ao mesmo tempo. 

P P Pk
esp

g k d k� �, ,

Q Q Qk
esp

g k d k� �, ,

Na Figura 1.6, mostra-se o esquemático de uma barra k genérica de um sistema 
elétrico. Note que é necessário estabelecer as relações entre as potências e tensões fa-
soriais conforme explicado.
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k

Vk

Pg,k +j Qg,k
Pk +j Qk

Pd,k +j Qd,k

Figura 1.6 Representação de barra do sistema.

Ainda, utilizando as leis de Kirchhoff, pode-se afirmar que a corrente fasorial Ik  
em uma determinada barra do sistema será o somatório de todas as correntes passan-
tes pelos ramos conectados diretamente àquela barra, incluindo a injeção de corrente 
Ik

sh na própria barra k efetuada por qualquer elemento conectado em paralelo a ela. 
Matematicamente, tem-se a equação a seguir, em que K  representa o conjunto de bar-
ras m conectadas diretamente à barra k.

  I IIk kmk
sh

m K

� �
�
�

Analogamente, podem-se deduzir as expressões de potências ativas e reativas em 
função dos fluxos respectivos passantes em ramos do sistema:

P Pk
m K

km�
�
�

Q Q Qk k
sh

m K
km� �

�
�

Desta forma, é possível determinar as relações entre as potências injetadas por 
unidades geradoras e as demandadas por cargas do sistema modeladas por potências 
constantes. Além disso, aplicando leis de Kirchhoff, torna-se possível entender o 
equacionamento entre as potências líquidas em uma barra e os fluxos passantes em 
ramos da rede.

1.4 FLUXO EM LINHAS DE TRANSMISSÃO 
Sabendo que as unidades geradoras e consumidoras serão representadas por seus 

respectivos valores de potências injetadas em uma barra genérica do sistema, devem-
-se então modelar os ramos do sistema, sejam eles representativos de linhas de trans-
missão ou transformadores.

O modelo de uma linha de transmissão é representado pela Figura 1.7: 

Acesse a imagem 
colorida em: 
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rkm +j xkm

Ikm

j bkm

sh
j bkm

sh

Imk

k m

Figura 1.7 Modelo PI da linha de transmissão.

As linhas de transmissão são comumente representadas por seus modelos PI a 
parâmetros concentrados nos sistemas elétricos de potência, sendo determinados por 
três valores: a resistência longitudinal ( rkm ), a reatância indutiva da linha ( xkm ) e a 
susceptância shunt ( bkm

sh ).

A impedância do elemento longitudinal é dada pela equação a seguir:

z r jxkm km km� �

É possível calcular sua admitância série equivalente, determinada pelos valores de 
condutância e susceptância longitudinais ( gkm  e bkm , respectivamente):

y g jb
z

r
r x

j
x

r xkm km km
km

km

km km

km

km km

� � � �
�

�
�

1
2 2 2 2

Tradicionalmente, os valores de resistência e reatância são positivos; o de con-
dutância é positivo e o de susceptância é negativo, indicando uma linha de transmis-
são com característica indutiva.

A corrente fasorial passante em uma linha de transmissão entre uma barra genéri-
ca k e outra m é dada pela equação:

   I y V V jb Vkm km k m km
sh

k� �� ��

Analogamente, tem-se a corrente passante de m para k:

   I y V V jb Vmk km m k km
sh

m� �� ��

Note que, apesar de, inicialmente, parecer que os fluxos de corrente passantes pelas 
linhas em um sentido e outro são iguais, isso não é averiguado na prática. O somatório 
vetorial entre Ikm  e Imk possibilita determinar as perdas em uma linha de transmissão 
associadas ao efeito Joule.
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O fluxo de potência complexa pode ser calculado por:

S P jQ V I V y V V jb Vkm km km k km k km k m km
sh

k
* * *� � � � �� ���

�
�
�

     

Separando em partes real e imaginária, obtêm-se as equações de fluxos passantes 
nas linhas, em suas partes real e imaginária respectivamente, em que � � �km k m� � .

P V g V V g b senkm k km k m km km km km� � � �� � �� �2 cos � �

Q V b b V V b g senkm k km km
sh

k m km km km km� � �� �� � � � � �� �2 cos � �

Note que, para expressar os valores dos fluxos ativos e reativos, os valores da mag-
nitude e ângulos das tensões nas barras do sistema são apresentados em coordenadas 
polares.

Os fluxos de m para a barra k são obtidos de forma análoga:

P V g V V g b senmk m km k m km km km km� � � �� � �� �2 cos � �

Q V b b V V b g senmk m km km
sh

k m km km km km� � �� �� � � � � �� �2 cos � �

É possível estipular as perdas ativas e reativas em uma linha de transmissão a par-
tir das seguintes equações:

P P g V V V Vkm mk km k m k m km� � � � � �� �2 2 2 cos �

Q Q b V V b V V V Vkm mk km
sh

k m km k m k m km� � � �� �� � � � �� �2 2 2 2 2 cos �

1.5 FLUXO EM TRANSFORMADORES 
Além da conexão entre duas barras adjacentes ser feita por linhas de transmissão, 

ela também pode ocorrer mediante transformadores em fase ou defasadores. Seja um 
transformador em fase com relação a definida pela seguinte equação, em que os nós p 
e k são determinados na Figura 1.8:
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Ikm

ykm

Imk

k mp

1:a

Figura 1.8 Modelo de transformador.

a
V
V

p

k

=

Para o transformador em fase, sabe-se que os fluxos de potência complexa passan-
tes em seus lados primário e secundário são iguais, desprezando perdas por correntes 
de Foucault e de magnetização:

   V I V Ik km p mk
* *� � 0

Portanto, a corrente passante no ramo será igual a:

    I ay V V a y V ay Vkm km m p km k km m� � �� � � �2

    I y V V y V ay Vmk km m p km m km k� �� � � �

Os fluxos de potência ativa e reativa entre as barras k e m podem ser deduzidos 
como:

P a V g aV V g b senkm k km k m km km km km� � � �� � �� �2 2 cos � �

Q a V b b aV V b g senkm k km km
sh

k m km km km km� � �� �� � � � � �� �2 2 cos � �

Os fluxos de potência ativa e reativa entre as barras k e m, que são conectadas por 
um transformador defasador (que desloca o ângulo entre o primário e o secundário 
de um ângulo ϕkm ), são:

P a V g aV V g b senkm k km k m km km km km km km� � �� �� �� �� �2 2 cos � � � �

Q a V b aV V b g senkm k km k m km km km km km km� � � �� �� �� �� �2 2 cos � � � �

28 Fluxo de potência



1.6 REPRESENTAÇÃO MATRICIAL DE REDES 
O cálculo dos fluxos considerando apenas duas barras adjacentes é de fácil com-

preensão. Entretanto, esse cálculo se torna mais complexo quando se considera uma 
rede elétrica com maior quantidade de nós (barras). Assim, uma abordagem matricial 
é necessária.

Primeiramente, é necessário determinar a matriz de admitâncias nodais da rede, a 
qual contém informações preciosas sobre a topologia, a configuração e os parâmetros 
do sistema elétrico sob análise (ZANETTA Jr., 2006). Tradicionalmente, forma-se 
uma matriz de admitâncias primitiva e, a partir de uma matriz de incidência, define-
-se a denominada matriz de admitância nodal, [Y].

Geralmente, os elementos de um circuito são dados em função de suas impedân-
cias longitudinais e em série. Entretanto, é possível determinar a matriz de admitân-
cia nodal considerando o equacionamento algébrico visto até este ponto do livro.

Tomemos como exemplo o sistema elétrico de quatro barras representado na 
Figura 1.9.

1 2 3

4

Figura 1.9 Sistema ilustrativo de quatro barras.

A Tabela 1.2 exibe seus valores de impedâncias entre as barras do sistema, e a Ta-
bela 1.3, os valores de admitâncias de cada trecho. 

Tabela 1.2 Dados de impedâncias

De (k) Para (m)
	

r pukm � � 	
x pukm � � bkm

sh

 
(pu)

1 2 0,20 0,10 -

2 3 0,20 0,10 -

2 4 0,10 0,05 -
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Tabela 1.3 Dados de admitâncias

De (k) Para (m)
	

g pukm � � 	
b pukm � � b pukm

sh � �

1 2 4 -2 -

2 3 4 -2 -

2 4 8 -4 -

	

A regra de formação da matriz de admitância nodal segue a forma apresentada:

Y

y y
y y y y

y
y

y y
y

y

12 12

12 12 23 24

23

24

23 24

230
0

0 0

0
0 224

Note que os elementos das diagonais são positivos definidos e os fora da diagonal 
são negativos. Os elementos da diagonal são compostos pelo somatório das admitân-
cias que coincidem nos nós correspondentes (ZANETTA JR., 2006). Por exemplo, a 
barra 2 está conectada às barras 1, 3 e 4, portanto o segundo elemento da diagonal é 
formado pelo somatório de todas as admitâncias dos trechos que conectam tais barras 
à barra 2 da rede. O elemento da primeira linha e segunda coluna representa a admi-
tância entre as barras 1 e 2. O elemento da terceira linha e segunda coluna representa 
a admitância vista entre a barra 3 e 2, e assim por diante. Esta regra de formação é 
amplamente utilizada para análise de sistemas de potência como definição para a 
formação da matriz de admitância nodal. A matriz possui dimensão igual ao número 
de barras envolvidas na análise e possui simetria.

Neste exemplo, não existe elemento shunt em nenhuma barra do sistema, visto que 
a susceptância de todas as linhas é nula. Entretanto, caso existissem, seus valores se-
riam adicionados aos elementos nas diagonais da matriz.

A matriz de admitância [Y] do sistema é quadrada e possui dimensão 4 × 4, como 
se pode ver no sistema a seguir, em que são separadas a matriz de condutâncias G�� ��  e 
a de susceptâncias B�� �� .

Y�� �� �

�
�

�
�

� �
�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�

4 4
4 16

0 4
0 8

0 0
4 8

4 0
0 8

2 2
2 8
0 2
0 4

0 0
2

j
44

2 0
0 4
�

�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

Y G j B�� �� � �� �� � �� ��
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Suponha que os fasores de correntes nodais I�� ��  e tensões V�� ��  em todas as barras 
do sistema fossem conhecidos. A notação matricial a seguir estabeleceria as relações 
entre admitância, tensões e correntes em cada barra do sistema:

V Y I�� �� � �� �� �� ��
�1

Abrindo-se os vetores e as matrizes, o seguinte sistema matricial seria definido, 
conforme mostrado a seguir:









V

V

V

V

j j

j j j j

1

2

3

4

4 2 4 2 0 0

4 2 16 8 4 2 8 4

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

� � �
� � � � � � �
00 4 2 4 2 0

0 8 4 0 8 4

1
1

2

3

4

� � �
� � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

j j

j j

I

I

I

I









��
�
�
�
�

1.7 �FLUXO DE POTÊNCIA PELO MÉTODO  
DE NEWTON-RAPHSON 

Note que as relações entre tensões fasoriais e correntes são estabelecidas por meio da 
matriz de admitância nodal. Caso as cargas dos sistemas fossem especificadas a partir dos 
valores de corrente demandada, tal solução seria factível. Entretanto, as cargas e gerações 
são determinadas a partir de valores de potências ativas e reativas, sendo necessário calcu-
lar as tensões (magnitudes e ângulos) em função das potências especificadas. Note que a 
relação entre potências complexas e tensões fasoriais é não linear. Portanto, o fluxo de 
potência completo considera essa relação intrínseca ao problema formulado.

A potência complexa em uma barra genérica pode ser calculada pela seguinte ex-
pressão matemática, sendo um número complexo cuja parte real é a potência ativa e a 
imaginária é a reativa:

S P jQk k k� �

Matematicamente, pode ser obtida pelas seguintes expressões:

S V I V Ik k k k
m K

km� � � � �

�
��

�

�
��

�
�   

*
*

A fim de eliminar da equação a expressão envolvendo a corrente, a expressão pode 
ser a seguinte:

S V V Y V V G jBk k
m K

m km k
m K

m km km� � �
�

�
��

�

�
�� � �� �

�

�
��

�

�
��

� �
� �   

* *
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Separando em parte real e imaginária a expressão anterior, é possível calcular as 
potências ativas e reativas em função das magnitudes e ângulos V,�� �  de todas as 
barras do sistema. K é conjunto de barras conectadas à barra k incluindo a mesma.

P V V G B senk k
m K

m km km kmV, cos(� � �� � � � � � � �
�

�
��

�
� km

Q V V G B cosk k
m K

m km km kmV, (� � �� � � � � � � �
�

�
��

�
� sen km

Essas são comumente chamadas de equações algébricas do fluxo de potência, as 
quais são não lineares e transcendentais, exigindo métodos numéricos apropriados 
para que as raízes dessas funções sejam encontradas de maneira iterativa.

Para a Figura 1.9, em que um sistema de quatro barras é mostrado, tem-se uma 
barra de referência Vθ, uma barra de geração PV e duas barras de carga PQ.

Para a barra de referência, considere que são especificados os valores de magnitude 
de tensão igual a 1 pu e que o ângulo é nulo. Para a barra 4, de geração, especifica-se 
o valor de potência ativa em 0,09 pu e a tensão em 0,98 pu. Os valores, para as barras 
de carga, são listados na Tabela 1.4.

Tabela 1.4 Dados de barra do sistema de quatro barras

Barra (k) Vk (pu) �� (o) Pg k, (pu) Qg k, (pu) Pd k, (pu) Qd k, (pu)

1 1,00 0,00 - - - -

2 - - - - -0,02 -0,01

3 - - - - -0,04 -0,01

4 0,98 - 0,09 - -0,04 -0,02

Neste exemplo, são especificados os valores de potência ativa líquida nas barras PV 
e nas barras PQ. Os valores de potências reativas são especificados apenas para as 
barras PQ. Portanto, o número total de potências especificadas é igual a 2N Npq PV+ . 
Para o exemplo em questão, estão especificados, portanto, 5 valores de potências.

O intuito do cálculo do fluxo de potência é minimizar a diferença entre os valores 
fixos especificados de potências e os valores calculados em função das tensões nas 
barras V, .�� � Definiremos, então, o conceito de resíduos de potência como a diferen-
ça absoluta entre os valores especificados e os calculados (funcionais) corresponden-
tes, da seguinte forma:

� � � � �P P Pk k
esp

k V,�  para as barras PV e barras PQ
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� � � � �Q Q Qk k
esp

k V,�  para as barras PQ

O objetivo é que esta diferença seja o mais próxima possível de zero. As expressões 
de resíduos podem ser colocadas na forma vetorial, expressando que podem ser defi-
nidas para todas as barras de interesse do sistema:

�P P P V� � � �esp ,�  para as barras PV e barras PQ

�Q Q Q V� � � �esp ,�
 
para as barras PQ

Para determinar as tensões em todas as barras do sistema, pode-se utilizar o mé-
todo de Newton-Raphson, em que as variáveis de estados são calculadas iterativamente 
a partir de uma estipulação inicial de seus valores. Inicialmente, para as barras em 
que se deseja calcular a magnitude e o ângulo de tensão, esses valores são adotados 
como 1 pu e fase zero. Os valores verdadeiros são obtidos iterativamente.

A partir de uma estipulação inicial para as tensões, forma-se o seguinte sistema 
matricial:

�
�

�
�

P
Q

J J
J J V

P PV

Q QV

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�

�

� �Y J Xac� [ ]

em que as submatrizes JPθ , J JPV Q, � θ  e JQV  são determinadas pelas derivadas parciais 
das potências em relação às variáveis de estado (magnitudes e ângulos de tensão em 
cada barra). A matriz formada pelas submatrizes é chamada de matriz jacobiana  
([ ]Jac ) do fluxo de potência, sendo quadrada e de dimensão igual a 2N Npq PV+ . Os 
elementos das submatrizes são os seguintes:

Elementos de JPθ :

dP
d

V V G sen B V bk

k m K
k m km km km km k kk�

� �� � � �� � �� � �
�
� cos 2

dP
d

V V G sen Bk

m
k m km km km km�

� �� � �� � �� �cos

Elementos de JPV :
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dP
dV

V G cos B V gk

k m K
m km km km km k kk� � �� � �� � �

�
� � �sen

dP
dV

V G cos Bk

m
k km km km km� � �� � �� �� �sen

Elementos de JQθ :

dQ
d

V V G cos B V Gk

k m K
k m km km km km k kk�

� �� � �� � �� � �
�
� sen 2

dQ
d

V V G cos Bk

m
k m km km km km�

� �� � � �� � �� �sen

Elementos de JQV :

dQ
dV

V G sen B V Bk

k m K
m km km km km k kk� � �� � �� � �

�
� � �cos

dQ
dV

V G sen Bk

m
k km km km km� � �� � �� �� �cos

Assumindo-se que os valores de magnitude e ângulo de tensão são 1 e zero, respec-
tivamente, é possível calcular os valores de potências ativas e reativas por meio das 
equações do fluxo de potência. Ao comparar os valores calculados com os especifica-
dos, possivelmente, os resíduos resultarão em valores altos, longe do objetivo, que é 
zerar a diferença entre os valores especificados e calculados. 

Entretanto, com esses valores de resíduos de potência calculados para todas as 
barras, é possível determinar os valores dos resíduos e calcular as derivadas parciais 
que formam a jacobiana do sistema matricial. Assim, determina-se o vetor de solução 
contendo as variáveis de estado:

�
�

�
�

� �

�V
J J
J J

P
Q

P PV

Q QV

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�1

� �X J Yac� �� ��
�1

34 Fluxo de potência



Em uma determinada iteração, obtém-se os valores dos resíduos de magnitude e 
ângulo em cada barra, os quais poderão ser atualizados da seguinte forma iterativa:

V V Vit it� � �1 �  para as barras PQ

� � �it it� � �1 �  para as barras PV e barras PQ

O cálculo pode ser feito para cada variável associada a cada barra de forma similar:

V V Vk
it

k
it

k
� � �1 �

� � �k
it

k
it

k
� � �1 �

Note que novos valores atualizados de tensões (magnitudes e ângulos) foram obti-
dos. Esses serão utilizados nas equações de fluxo de potência para calcular novamen-
te os valores de potências ativas e reativas, os quais, por sua vez, serão comparados 
com os valores fixos especificados. Se a diferença entre os valores for muito alta, mais 
uma iteração será realizada. Se, ao contrário, o maior valor dos resíduos estiver abaixo 
de um valor de tolerância, geralmente 10 6− pu, diz-se que o processo convergiu e a 
resposta foi obtida. Tal processo de convergência é descrito a seguir:

max ,� �P Q� � � tol

Com o vetor de solução obtido na última iteração, pode-se calcular todas as ou-
tras grandezas elétricas, como fluxos passantes entre quaisquer barras adjacentes, 
com as equações de f luxo ativo e reativo explicitadas neste capítulo. Além disso, 
para as barras PV em que as tensões são especificadas é possível calcular as potên-
cias reativas injetadas pela unidade geradora e as potências ativa e reativa associa-
das à barra de referência. 

Vale uma ressalva importante para este caso: a barra de referência está associada a 
todas as perdas elétricas do sistema, neste caso, a fim de se fechar o balanço entre o 
que é gerado e consumido pelo sistema. Portanto, a barra slack possui duas funções: 
ela fornece referência angular e fecha o balanço entre o que é gerado e o que é consu-
mido no sistema. 

Como as tensões dos sistemas de potência são próximas ao valor unitário e pos-
suem abertura angular próxima a zero, a estipulação inicial não fica longe da solução 
ideal para a condição de carga especificada. Portanto, é comum que a solução de um 
fluxo de potência sem controles de tensão e/ou frequência possua convergência rápi-
da, geralmente em torno de três iterações.
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Para o exemplo tutorial de quatro barras, a matriz jacobiana e o sistema de equa-
ções seria expresso conforme a seguir:
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A partir de uma inicialização em que as tensões são iguais a 1 pu e ângulos iguais 
a zero grau, executa-se um fluxo de potência, a partir de um código programado, e 
obtém-se o resultado calculado via Newton-Raphson em duas iterações com tolerân-
cia de 0,0001 pu. 

Os resultados são mostrados nas Tabelas 1.5 e 1.6, contendo, respectivamente, as 
variáveis nodais e os fluxos passantes nos ramos do sistema.

Tabela 1.5 Resultado do fluxo de potência para o sistema tutorial por barra

Barra (k) Vk (pu) θk (o) Pk (pu) Qk (pu)

1 1,0000 0,0000 0,0171 0,1535

2 0,9817 1,6916 -0,0200 -0,0100

3 0,9724 1,5716 -0,0400 -0,0100

4 0,9800 2,6141 0,0500 -0,1299

Tabela 1.6 Resultado do fluxo de potência para o sistema tutorial por linha

De (k) Para (m) Pkm (pu) Qkm (pu)

1 2 0,0171 0,1535

2 3 0,0404 0,0102

2 4 -0,0480 0,1309
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O método tradicional de Newton-Raphson é o mais utilizado para resolver o fluxo 
de potência em coordenadas polares, ou seja, em que as variáveis são formuladas con-
siderando suas magnitudes e ângulos de tensão em cada barra. Outros métodos com-
putacionais podem ser aplicados, como Gauss-Seidel (MONTICELLI, 1983). Como 
esse método é bastante explorado em outras referências bibliográficas e não é tão uti-
lizado como o Newton-Raphson, ele não será abordado nesta obra. 

1.8 REPRESENTAÇÃO DE LIMITES DE REATIVOS 
Durante o cálculo do fluxo de potência, é comum que alguma barra de geração PV 

exceda seu valor de potência reativa mínima ou máxima associada à unidade de 
geração (PASSOS FILHO, 2005). Matematicamente, o fluxo de potência irá determi-
nar um valor acima do intervalo permitido, porém este valor não representará a capa-
cidade real da máquina de gerar ou absorver reativos. Portanto, é necessário incluir a 
representação dos limites de reativos para esses casos.

Nos dados do sistema, é necessário informar os valores mínimos e máximos de 
potência reativa associados a cada unidade geradora. Suponha que esses valores este-
jam entre -10 MW e 10 MW, por exemplo, na barra 4 do exemplo ilustrativo.

Um procedimento bastante utilizado é, após o fluxo passar pela primeira iteração, 
calcular os valores das potências reativas geradas em cada barra PV com as equações 
algébricas do fluxo de potência. Caso esse valor seja igual ou superior ao valor máxi-
mo, por exemplo 10 MW, é necessário reespecificar a barra. Portanto, a barra PV será 
momentaneamente transformada em uma barra PQ para o cálculo da próxima itera-
ção. Neste caso, especifica-se como valor de Q o valor máximo permitido para aquela 
barra e calcula-se o valor de sua tensão na próxima iteração. 

Desta forma, na próxima iteração, é possível calcular novamente o valor de potên-
cia reativa para esta barra com o valor atualizado de tensão. Novamente, a barra volta 
a ser PV, sendo o valor de tensão reespecificado para o novo valor calculado, e segue-
-se dessa forma a fim de encontrar a solução do problema.

Perceba que este procedimento tem como objetivo determinar o valor exato da 
solução respeitando os valores mínimos e máximos de geração de reativos de cada 
unidade geradora, sendo uma resposta muito mais prática e realista sob o ponto de 
vista operacional, uma vez que respeita limites físicos da máquina geradora. 

1.9 REPRESENTAÇÃO DE CONTROLE DE TENSÃO E FREQUÊNCIA 
A estrutura de formação do método de Newton-Raphson permite incluir variáveis 

de controle como a potência reativa Qce  em uma barra ce específica de controle a ser 
calculada a fim de manter a tensão Vcd  em uma barra controlada cd, com valor espe-
cificado (por exemplo, 0,98 pu), conforme estabelecido pela matriz jacobiana expan-
dida a seguir e de acordo com Passos Filho (2005):
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