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Capitulo 1

Revisao matematica e notacao

Os objetivos deste capitulo inicial sao relembrar algumas ferramentas mateméaticas bési-
cas, com as quais se assume que o/a leitor/a ja tenha tido contato mais aprofundado em
outros cursos, e estabelecer o padrao de notagao que seré adotado no restante do livro.

1.1 O espago vetorial R"

O R™ ¢ um espago vetorial de dimensao n sobre o corpo dos reais. Isso significa que
podemos introduzir uma base composta de n vetores, {by, bs,--- ,b,}, de forma que um
elemento qualquer desse espago, v € R", pode sempre ser escrito da seguinte maneira:

v=uv1bi+vby+---F+u, b, = v; b;
i=1

onde {v;} é um conjunto de n constantes reais. Tais constantes sdo denominadas as
componentes do vetor v na base {b;}. Essa base nao é tunica. Na verdade, em qualquer
espago vetorial existem infinitas bases que podem ser adotadas. Por exemplo, se usarmos

a base {b;} definida por

b1:b1+2b2, 62:b1—|—b2, i)j:bj sej23,

entao as componentes do vetor v mudarao. Mais precisamente, teremos a seguinte expan-

Sa0:
n

U:Z@ii)i7 com 171:U2—U1,172:2U1—U2677j:1]j sejZ?).
i=1
Um produto interno em um espacgo vetorial, também conhecido como produto escalar,
é uma operacao que age em dois vetores e fornece um namero. Dados os vetores v e w,
o produto interno entre eles sera denotado por v - w. O produto escalar deve sempre ser
simétrico e bilinear, ou seja, sendo v, w e M vetores quaisquer e « e [ nimeros reais
quaisquer, entao as seguintes relagoes devem ser validas:

vw=w-v e v (aw+fm)=av-w+Lfv-m.

Um produto interno é dito positivo definido quando temos v - v > 0 para todo vetor v
diferente do vetor zero. Nesse caso, define-se a norma do vetor v como sendo o seguinte

nimero real e positivo:
lv|=vVv-v.

15



16 CAPITULO 1. REVISAO MATEMATICA E NOTACAO

Um vetor é dito normalizado quando sua norma é 1, em cujo caso muitas vezes ele é
chamado de versor. Por exemplo, o vetor

1
||

v v
¢é o versor na dire¢ao de v, pois tem a mesma direcao e sentido de v e sua norma ¢ um.

Versores serao geralmente denotados por uma letra em negrito com um acento circunflexo
acima. Dado um produto interno positivo definido, a seguinte relacao é sempre valida:

of* lw|* > (v-w)?,

a chamada desigualdade de Schwarz. Por conta disso, a razao (v - w)/(|v||w]|) é sempre
um numero contido no intervalo [—1,1] e, portanto, podemos associar esse ntmero ao
cosseno de um angulo #. Dizemos entao que 6 é o angulo entre os vetores v e w. Sendo
assim, vale a seguinte relagao:

v-w = |v||w| cosb.

Em particular, dois vetores sao ortogonais entre si quando o produto interno entre eles se
anula.

Todo espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno positivo defi-
nido admite bases cartesianas {éj, - - , €,}, que sao bases cujos produtos internos de seus

elementos fornecem:
1 sei1=7,

0 sei#7].

Esse tipo de base também é chamada de ortonormal. Note que os elementos de uma
base cartesiana sao normalizados e ortogonais entre si. Dada uma base ortonormal {é;},
podemos construir infinitas outras bases cartesianas aplicando transformagoes ortogonais.
Voltaremos a esse ponto mais adiante.

1.2 Coordenadas cartesianas no R?

Considere o espaco em que vivemos. Podemos rotular os pontos desse espago com trés
coordenadas, razao pela qual dizemos que nosso espaco é tridimensional. Sendo assim,
¢ possivel associar os pontos desse espaco a vetores do R3. Para fazer isso, precisamos
selecionar um ponto do espago para ser nossa origem e os vetores serao as setas que
conectam a origem aos pontos do espago. Nessa construgao, o vetor zero corresponde ao
ponto onde esta a origem. Além disso, se introduzirmos trés setas ortogonais entre si e
de mesmo tamanho, podemos associd-las a uma base ortonormal {&;, é2,e3}. Um ponto
do espago pode, entao, ser associado ao vetor posicao r expandido nessa base:

T:Xél —+ Yég -+ Zég,
onde {x,y,z} sdo as chamadas coordenadas cartesianas do ponto cujo vetor associado é

r. Os vetores de uma base cartesiana do R? serao muitas vezes escritos da seguinte forma
alternativa: {éy, ey, e,}.



1.2. COORDENADAS CARTESIANAS NO R? 17

O vetor r pode denotar a posi¢cao de uma particula que executa determinada trajetoria,
mudando de posi¢ao com o passar do tempo. Nesse caso, as coordenadas cartesianas serao
funcoes do tempo ¢, de maneira que podemos escrever

r(t) = x(t) éx + y(t) &y + z(t) &, .

Nesse tipo de situagao, geralmente vamos adotar a mesma base cartesiana {€;} em todos
os instantes de tempo, de forma que a derivada temporal da base fornece zero. Sendo
assim, o vetor velocidade da particula é dado por

dr dx . dy . dz

:—:—e +_éZ:/UXéX+’U é +Uzéz-
T TR T T vy
Analogamente, a aceleracao da particula é dada por:
d*r  d’x _{_dyA +d22 e 4 vl 4 aé
= 75 = 75 €Ex = Qx €x a ay €, .
dez dt? arr vy

dt?

Agora, suponha que f seja uma grandeza que dependa da posi¢ao da particula e do
tempo, ou seja, f = f(r,t). Equivalentemente, podemos escrever de forma mais explicita
f = f(x,y,2,t). Por exemplo, f pode denotar a energia da particula ou a sua distancia
em relacao a outra particula. Entao, se quisermos calcular a taxa de variacao de f no
tempo, temos que levar em consideracao a dependéncia temporal explicita no tempo mas
também a dependéncia implicita, pois as coordenadas cartesianas da particula, {x,y,z},
também podem variar no tempo. Por isso, ao derivarmos f em relacao ao tempo, temos
que usar a regra da cadeia:

df _of dx _0f dy afderg_( of
dt ~ Oxdt 9y dt Oz dt Ot ot’

onde, no lado direito da equagao acima, v denota o vetor velocidade da particula e V f é
o chamado gradiente da funcao f, que, em coordenadas cartesianas, é definido por
f ey + —f ey + —— f (1.1)
0X oy 0z
Um campo vetorial é um mapa que associa a cada ponto do espacgo vetorial um vetor.
Por exemplo, o seguinte objeto é um campo vetorial no R3:

v-Vf) +

v

A=A(xy,2) éx+ As(x,y,2) & + A3(x,y,2) &,, (1.2)

onde as fungoes A; podem mudar de valor ponto a ponto. O vetor posi¢ao r é um exemplo
de campo vetorial, para o qual valem as seguintes relacoes: A; =x, Ay, =y e A3 =12z O
gradiente de uma func¢ao também é um campo vetorial. Usando o operador gradiente e o
produto interno, podemos definir um operador que leva campos vetoriais em fungoes no
R3; a acao desse operador é denotada por V - A e definida da seguinte forma:

0A n 0A, N 0As
ox dy 0z

Denominamos a fungao V- A como sendo o divergente do campo vetorial A. Por exemplo,
V -r = 3. Embora nao apresentemos a prova aqui, ¢ um fato que a definicao do divergente
é invariante pela escolha de base cartesiana. Ou seja, independente da base cartesiana
que adotemos para expandir o campo vetorial A, a fun¢ao resultante seréd a mesma, desde
que nas derivadas parciais da Eq. (1.3) usemos as coordenadas cartesianas definidas a
partir da base cartesiana escolhida.

V- A=

(1.3)



18 CAPITULO 1. REVISAO MATEMATICA E NOTACAO

1.3 Rotacgoes

Dada uma transformacao linear, 7 : R” — R", para sermos capazes de obter sua atuacao
em um vetor qualquer, basta saber sua atuacao em uma base. De fato, se conhecermos
os vetores b; definidos por

7

onde {b;} é alguma base, entdo segue que, dado um vetor v qualquer, temos:

U’ET(?J)ZT(Z Uibi> :Z UiT(bi):ZUib;a

7

onde na segunda igualdade foi utilizado o fato de que a transformacao 7 é linear.

Uma rotacao R : R"™ — R” é uma transformacao linear nos vetores de um espago
vetorial munido de produto interno positivo definido que preserva a norma dos vetores.
Note que, dados dois vetores quaisquer, v e w, vale a seguinte identidade:

vt+wP=w+w) (v+w)= v+ |w?+2v - w=|v]*+ |w]®+2v||w| cosh.

Resolvendo essa equacao para 6, o angulo entre os vetores v e w, chega-se ao seguinte
resultado:

v+ wl? = |v]? = |w|?
Qzarccos(l + w) [v] | |>

2|v| [w]

Dessa equacao, concluimos que o angulo entre dois vetores pode ser expresso apenas em
termos de normas. Portanto, como uma rotagao preserva a norma de todos os vetores,
segue que os angulos entre os vetores também sao preservados por rotagoes. Além disso,
o produto interno entre os vetores também ¢é invariante pela agao das rotagoes. Ou seja,
se vV = R(v) e w = R(w), entdo segue que

Em particular, rotagoes levam bases cartesianas em bases cartesianas, ja que apos a
rotagao os vetores continuam tendo norma 1 e sendo ortogonais entre si. Um exemplo de
uma rotacao no espaco R? ¢ dada por

R(é1) =cosAé; +senhéy, R(€y) = —sendé; +cosAéy, R(es) = es, (1.4)

onde A é um numero real qualquer. De fato, dessa forma temos, por exemplo,

e e, =cos’ A\ +sen’\ =1, &, -&,=—cosAsen\+sen\cosA=0, & -&5=0.

Além disso, ainda valem &), - &, =1, é&;-é; = 1 e &,-e; = 0, onde &, = R(&;). Essa
rotacao estéd ilustrada na Fig. 1.1, onde é possivel ver que tal operagao executa uma
rotagao de um angulo A nos vetores do plano xy, enquanto os vetores ao longo do eixo
z nao sao afetados. A rotacao mais geral no espaco R3 pode sempre ser escrita como a
composi¢ao de uma rotacao no plano xy, com uma rota¢ao no plano yz seguida de uma
rotacao no plano zx. Mais geralmente, qualquer rotacao no R™ pode ser escrita como uma
composi¢ao de rotagoes nos planos cartesianos.
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Z r

Figura 1.1: A esquerda, vemos a acdo da rotacdo (1.4) em um vetor genérico v. Vemos que a
projegao desse vetor no plano xy sofre uma rotagao de um angulo A no sentido anti-horario. Na
ilustragao a direita, vemos a agao dessa rotagao na base cartesiana do plano xy. O vetor es nao
é afetado pela rotagao.

1.4 Produto vetorial

Uma vez introduzida alguma base cartesiana no R?, podemos definir o produto vetorial.
Tal produto age em um par de vetores e é denotado pelo simbolo x. O resultado dessa
operacao ¢ também um vetor do R3. O produto vetorial é bilinear e antissimétrico, ou
seja,

vX (aw+fm)=a(vxw)+(vxm) e VvXw=-—wXv,

onde « e [ sa0 nimeros reais quaisquer, ao passo que v, w e m sao vetores quaisquer do
R3. Uma consequéncia imediata da antissimetria é que o produto vetorial de um vetor
consigo é sempre zero,

vXxv=0.

Mais geralmente, a antissimetria com a bilinearidade garantem que se dois vetores apon-
tam na mesma dire¢ao, ou seja, se sao proporcionais entre si, entao o produto vetorial
entre eles é nulo.

Dada uma base cartesiana {éj, &;, €3}, o produto vetorial é completamente definido
através das seguintes relagoes:

é1><é2:é3, égXégZél, é3><é1:é2. (15)

O produto e; x &1, por exemplo, nao precisa ser explicitado, pois é automaticamente
zero por conta da antissimetria do produto vetorial. Analogamente, podemos afirmar que
e X é; = —es, 0 que é consequéncia da Eq. (1.5) e da antissimetria. Entao, por exemplo,

<é1—|—2é2)><(5é2—é3):5é1 XéQ—é1Xé3+10é2Xé2—2é2Xé3
:5é3—|—é2+0—2é1:5é3+é2—2é1

E importante notar que o produto vetorial nfo é associativo. Isto ¢, em geral, temos
vX (wxm)#(vXw)xXm.
De fato, um exemplo da nao associatividade é explicitado a seguir:

é1X(é1Xé2):é1Xé3:—é2, (é1><é1)><é2:0><é2:0.



20 CAPITULO 1. REVISAO MATEMATICA E NOTACAO

Portanto, se em alguma expressao houver uma composicao de produtos vetoriais, é ne-
cessario que sejam colocados os parénteses a fim de estabelecer a ordem com a qual os
produtos devem ser calculados, caso contrario a expressao estara mal definida.

Uma pergunta pertinente é a seguinte: se duas pessoas utilizarem bases cartesianas
diferentes para definirem seus produtos vetoriais no R3, esses produtos serdo consistentes
entre si? A resposta é: “geralmente sim”, a nao ser que as bases cartesianas tenham
orientagoes invertidas, em cujo caso os produtos vetoriais serao quase consistentes entre
si, diferirao apenas por um sinal. Vejamos isso. Comecemos pelo caso em que os produtos
coincidem. Suponha que {&;} e {€.} sejam as duas bases cartesianas relacionadas pela
rotagao definida na Eq. (1.4). Entao, aquele que decidir adotar a base {é;} para definir
o produto vetorial usard a Eq. (1.5) para calcular os produtos. Por outro lado, quem
preferir usar a base {€,} fard uso das seguintes identidades:

N NEN N NERN N INERN|
€, X ey,=¢€;, €y,Xe;=6e, €3XE€ =e€. (1.6)

Vejamos se essas duas definigoes sdo coerentes entre si. Por exemplo, calculemos €] x €&,
usando a defini¢ao (1.5) de produto vetorial em conjunto com a Eq. (1.4):

&) x &, = (cos A e, +sen)éy) x (—sen)é; +cos\eéy) = cos® A é; x &, —sen’)éy x )

~ ~ ~ N
=cos® N e +sen’) e; = &5 = e,

o que estd em pleno acordo com a Eq. (1.6). Analogamente, prova-se que o calculo dos
produtos &; x € através da Eq. (1.5) conduz exatamente as identidades da Eq. (1.6).
Por outro lado, um exemplo de base cartesiana que levaria a um produto vetorial distinto
¢ a seguinte:

él - —él y ég - —ég 5 ég - —ég . (17)
Primeiro, note que essa nova base é, de fato, cartesiana. Entao, usando a defini¢ao (1.5)
de produto vetorial, obtemos, por exemplo,

€1 X & = (—€1) X (—€&)=e xeé =eé3=—é;,

que ¢é o que deveriamos esperar a menos do sinal, que esta trocado. Os demais produtos
vetoriais também aparecerao todos com os sinais trocados. Dizemos que as bases {é;}
e {€&;} tém orientacoes opostas. A transformagcao linear que conecta essas bases, dada
na Eq. (1.7), é chamada de inversao espacial. Na sec¢ao anterior, foi argumentado que
toda rotacao leva uma base cartesiana em uma base cartesiana. Ocorre que o contra-
rio nao é verdadeiro. Além das rotagoes, a composicao de uma rotacao qualquer com a
operacao de inversao espacial também leva base cartesiana em base cartesiana, embora
inverta a orientagao. As transformagoes lineares que preservam o produto interno sao
denominadas transformacoes ortogonais. As rotagoes formam um subconjunto das trans-
formagoes ortogonais. O subconjunto complementar é formado pelas transformagoes que
sao a composicao de uma rotacao com a inversao espacial.

Usando o produto vetorial e o operador gradiente, é possivel definir um operador
chamado de rotacional que age em campos vetoriais e fornece como resultado campos
vetoriais. Sua definigao é a seguinte:

L (0A, A\ . [0A 0As\ . (04 A\ .
VXA:(@y 3Z)eX+<3z 8X>ey+(8x 8y>ez'
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O campo vetorial V x A é denominado o rotacional de A. A defini¢do do rotacional
¢é invariante por mudanca de base cartesiana, desde que as bases cartesianas tenham a
mesma orientacao, caso contrario havera uma discrepancia no sinal do rotacional.

Antes de prosseguir, é pertinente comentar que o produto vetorial s6 pode ser definido
no R3; nao ha um produto analogo que possa ser definido de forma consistente (canonica)
no espago R"™ para n # 3.

1.5 Série de Taylor

Uma funcao f: R — R é dita suave em um ponto zy € R se essa funcao e todas as suas
derivadas forem continuas no ponto z,. Suponha que f(z) e h(x) sejam fung¢oes suaves
em xg, entao é facil ver que
o f(z) + bh(z)
¢ uma fungao suave em xj, quaisquer que sejam as constantes reais a e b. Ou seja,
combinagoes lineares de fungoes suaves em um ponto também sao fungoes suaves nesse
ponto. Isso prova que o conjunto das fungoes suaves em um ponto xy forma um espaco
vetorial. Esse espaco vetorial tem dimensao infinita e uma base de fungoes para esse
espago ¢ dada por:
{1, (x — m), (v —20)?, (x —20)%, ---}.

Portanto, se f(z) é suave em x, segue que essa fungao pode ser escrita da seguinte forma:

f(x) =ag+ a1 (x — x0) + ag (v — 20)* + - Zap x —xo)? (1.8)

p=0

De fato, nao ¢ dificil obter as constantes a, que tornam a igualdade acima verdadeira.
Por exemplo, avaliando a Eq. (1.8) no ponto zy, obtemos f(zg) = ag, 0 que fornece uma
expressao para ag. Por sua vez, tomando a derivada da Eq. (1.8) em relagdo a = e depois
avaliando o resultado em x(, encontramos:

fl(x) =a1 +2as(x —20) +3as(x —20)* -+ = f(x0) =a1,

o que fornece uma expressao para a;. Agora, derivando a expressao para f'(x) e avaliando
o resultado em xg, obtemos f”(z¢) = 2as. Analogamente, tomando ¢ derivadas da Eq.
(1.8) e depois assumindo z = x(, obtemos:

1
=qla, = aq:af(q)(xo).

Portanto, qualquer fungao f(z) suave em xy pode ser escrita da seguinte forma:

Zf m—xo)p.

p=0

A expressao no lado direito da equacao acima é denominada a série de Taylor da funcao
f em torno do ponto x;.

Por exemplo, consideremos a série de Taylor da funcao f(z) = e em torno do ponto
zo = 0. As derivadas dessa funcio sdo dadas por f?)(z) = aP e*®, de forma que a série

de Taylor é dada por
Z o (1.9)
0 p!



22 CAPITULO 1. REVISAO MATEMATICA E NOTACAO

Agora, consideremos a funcdo h(z) = 1/x com zy = 1. E facil provar que h(P (1) =
(—=1)?p!, de forma que sua série de Taylor em torno de xy = 1 é a seguinte:

o0
é—l—(m—l)—i—(m—l)z— (b1 =S (P @—17. (110)
p=0
Uma das principais utilidades das séries de Taylor é seu uso para realizar aproximacoes
de fungdes quando estamos interessados em pontos que estao na vizinhanga do ponto de
expansao, Ip, algo que sera abordado em breve. Outra aplicacao importante é para provar
certas identidades que sao relevantes na Fisica e na Matematica. Por exemplo, a chamada
formula de Euler,

e = cosx + isenr, (1.11)

onde i = v/—1 é a unidade imaginaria, pode ser facilmente provada expandindo ambos
os lados da equagao em série de Taylor e observando que ambas as séries coincidem. Ou,
equivalentemente, basta provar que ambas as fungoes e todas as suas derivadas tém o
mesmo valor quando avaliadas no ponto x = 0, por exemplo.

E importante, no entanto, notar que nem sempre a série de Taylor é bem definida
para qualquer x. De fato, em geral, a soma das infinitas parcelas que compoem a série s6
converge para x suficientemente proximo de zy. Um teste-padrao para saber se a soma

infinita
o
S = E A,
p=0
tem valor bem definido é o chamado teste da razao, que afirma que, se A,.1/A, tiver
modulo menor que um no limite p — oo, entao a série convergird. No caso da série de
Taylor, temos:

S@H (20) 1
Ay _ e @ @)™ [0 () (@ — 30)
Ap f(P>('xo) (23 _ xo)p f(P) (xo) p+1
p!

Portanto, se assumirmos que |x — x| é suficientemente pequeno, sempre podemos fazer o
modulo da expressao anterior ser menor que um. Por exemplo, a série da Eq. (1.10) s6
converge para |r — 1| < 1, ao passo que a série da exponencial e** em torno de x = 0,
dada na Eq. (1.9), converge para qualquer valor de x.

Seja f(x) uma fungao suave em xy e denotemos por € o desvio de z em relagao a zy,
ou seja, € = x — xp. Entao, a série de Taylor de f(x) pode ser escrita da seguinte forma:

1 1
f(x) = f(xo +€) = f(zo) + f'(z0) € + §f”(550) € + Efm(l’o) €4 (1.12)
Agora, note que, se € ¢ um nimero real cujo médulo é menor que um, |¢| < 1, entdo vale
el > [e*] > |e'] > -,

ou seja, quanto maior a poténcia de €, menor seu moédulo. Por exemplo, se ¢ = 0.1, entao
€2 = 0.01, € = 0.001 e assim por diante. Logo, para e suficientemente pequeno, quanto
maior a poténcia de € na série de Taylor (1.12), menor o moédulo do termo e, portanto,
menor a relevancia do termo. Entao, se e for pequeno, podemos desprezar poténcias altas
de € e considerar a série de Taylor apenas até a poténcia €":

flxo+e) = flxo) + f(wo) e+ %f”(xg) €4+ %f(")(xo) €. (1.13)
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Dizemos entao que a fungao f(z) foi aproximada em série de Taylor até ordem n. Por
exemplo, a aproximacao de f(x) em primeira ordem é a seguinte:
(

f@o4€) = fxo) + f'(wo) €

Quanto maior a ordem de aproximagcao, ou seja, quanto maior o n na Eq. (1.13), mais
fidedigna sera a aproximacao. Muitas vezes, a série de Taylor é escrita da seguinte forma:

f(zo+€) = f(xo) + f'(z0) e + O(e?) .

A parcela O(€?) denota todos os termos de ordem quadratica em € e de ordem superior.
De forma geral, se escrevermos O(e") queremos denotar termos com poténcia € ou ordem
superior, como €"*! e assim por diante.

Se uma func¢ao nao for suave em um determinado ponto x, ela nao admitira série de
Taylor em torno desse ponto, até porque a propria funcao nao tera valor bem definido em
Zo ou pelo menos uma de suas derivadas nao podera ser calculada em xg, de forma que ao
menos um dos coeficientes a, nao podera ser obtido. Por exemplo, a funcdo h(x) = 1/z
nao é suave em x = 0, pois seu limite a esquerda é —oo e seu limite a direita é co. Entao,
ela ndo admite série de Taylor em torno de x = 0. Todavia, essa mesma fungao admite
série de Taylor em torno de qualquer outro ponto da reta real. Por exemplo, na Eq.
(1.10) vimos a série de Taylor dessa fungdo em torno de xy = 1. Analogamente, a fungao
f(z) = v/x ndo admite série de Taylor em torno de zq = 0, pois suas derivadas divergem
nesse ponto.

Se tivermos uma func¢ao de duas variaveis, f = f(x,y), que seja suave no ponto
(X0,¥0), também sera possivel introduzir sua série de Taylor em torno desse ponto. Mais
precisamente, valerd a seguinte igualdade:

00 00 f(nx,ny
fotenyote) =Y 3 =0 e ey, (1.14)

Ny 1y

nx=0 ny—O
onde na equacao acima temos

o™ o™ f
Ox™ QJymx

fénx,ny) o

(x,y)=(x0,y0)

Em particular, fazendo €, = 0 na Eq. (1.14) recuperamos a série de Taylor unidimensional
na variavel x. Uma série de Taylor analoga aquela mostrada na Eq. (1.14) é vélida para
um numero arbitrario de variaveis.

1.6 Equacgoes diferenciais

As equacoes diferenciais tém um papel absolutamente central na formulagao matematica
de essencialmente qualquer teoria fisica, e a mecanica classica nao é exce¢ao. Nesta se¢ao,
focaremos as equagoes diferenciais que tém a seguinte forma:
d’X dX
a +a +ag X =F(t 1.15
S e T a X = F(D), (1.15)
onde os coeficientes a; sdo constantes e F(t) é uma funcao conhecida. Trata-se de uma
equagao diferencial ordinaria (EDO) linear e de segunda ordem com coeficientes constan-
tes. O objetivo quando nos deparamos com este tipo de problema é encontrar todas as
fungées X (t) que resolvem a equagdo acima.
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Notemos o seguinte: se X (t) obedecer a Eq. (1.15), entao valera a seguinte relagao:

1
X”:—[F—alX/—aoX] . (116)

a2

Portanto, se conhecermos os valores de X e X’ em um ponto t = t;, entdo poderemos
determinar X" nesse ponto através da Eq. (1.16). Além disso, derivando a Eq. (1.16)
em relacdo a t sucessivas vezes, poderemos determinar X ™ em termos das derivadas de
ordem menor. Logo, se conhecermos os valores de X e X’ em um ponto t = tq, é possivel
determinar o valor de X™(ty) para qualquer n > 2. Através desses valores poderemos
construir a série de Taylor de X (¢) em torno de ty e, portanto, determinar a fun¢do que
resolve a equagao diferencial. Em suma, para estabelecer por completo uma solu¢ao X (t)
basta fixar os valores de X e X’ em algum ponto t = ty. Ou seja, a solugao geral da equagao
depende de duas constantes, X (tg) e X'(o), as chamadas condigoes iniciais ou condigoes
de contorno da equagao diferencial. Como um exemplo dessa conclusao, consideremos a
seguinte equacgao diferencial: X” = 1. Sua solu¢@o é um tanto quanto trivial. Integrando
ambos os lados dessa equacao em relacao ao tempo, encontra-se: X' = ¢ + ¢;, onde ¢; é
alguma constante. Em seguida, integrando ambos os lados da equacao X' =t + ¢; em
relacao ao tempo, conclui-se que

X(t) = %t2+clt+cg,

onde ¢y é alguma constante. Essa é a chamada solugao geral da equagao diferencial
X" = 1. Note que essa solugcao depende de duas constantes que, a principio, podem ser
quaisquer. Tais constantes podem ser fixadas impondo condigoes iniciais ao problema.
Por exemplo, se estivermos interessados em solugoes tais que X (0) = 1 e X’(0) = 2, entdo
teremos que adotar ¢; = 2 e cg = 1. A solugdo seré, portanto, X (¢) = %tQ—I—Qt—i—l, que é uma
solucao particular para a equagao diferencial. Via de regra, uma equacao diferencial de
ordem n devera ter em sua solugao geral n constantes arbitrarias, as chamadas constantes
de integragao.

No caso especial em que F(t) = 0 na Eq. (1.15), dizemos que a equagao diferencial é
homogénea. Em equagoes lineares e homogéneas, se X;(t) e Xs(t) forem duas solugoes
particulares para a equagao diferencial, entao é imediato provar que

X(t) = c1 Xy () + e2 Xo(t) (1.17)

também serd solugao da mesma equacgao, quaisquer que sejam as constantes c¢; e cp. Por-
tanto, se X; e X5 forem duas solugoes particulares independentes da equagao diferencial
homogénea de segunda ordem, entdo a solugao (1.17) serd a solugao geral, pois contém
duas constantes arbitrérias.

Comecemos nossa introdugao aos métodos para resolver as equagoes diferenciais fo-
cando o caso homogéneo. Para resolver equacoes da forma

agX"+a1X'—|—a0X:0, (118)

vamos usar o ansatz (ou seja, o palpite) X (t) = €, onde 8 é uma constante. Entao,
inserindo esse ansatz na Eq. (1.18), chega-se a seguinte igualdade:

(a252+alﬁ+ao)eﬁt20.



1.6. EQUACOES DIFERENCIAIS 25

Como a equagao acima deve valer para qualquer ¢, conclui-se que o termo entre parénteses
deve ser zero. Portanto, o nosso problema se resume a resolver uma equacao algébrica,
determinar os valores de 3 que fazem o polinémio de grau dois (as 3% + a1 B8 + ag) se
anular. Em geral, ha duas solugoes para esse problema, pois polindmios de ordem dois
sempre tém duas raizes. Denotando essas raizes por 3; e (2, conclui-se que X;(t) = e/
e Xy(t) = e sdo solugdes particulares para a equacao diferencial homogénea. A solucio
geral, por sua vez, é dada por:

X(t) =cre” 4 ¢y (1.19)

Entao, por exemplo, para resolver a equacao diferencial X” + X — 6X = 0 precisamos
encontrar as raizes do polinémio 32 + 3 — 6. Usando a férmula de Bhaskara, vemos que
essas raizes sao = 2 e = —3. Logo, a solucao geral para essa equacao diferencial é

X(t)=cre® + cpe™.

Um cenério especial ocorre quando as raizes do polinomio sao degeneradas, ou seja,
p1 = Po. Nesse caso, as solugoes X; e X5 ndo sdo mais independentes e a solugao (1.19)
nao sera mais a solucao geral, pois tera, efetivamente, apenas uma constante de integracao,
ja que a solugao poderé ser escrita da seguinte forma:

X(t) = (c1 + o) Mt = ¢ ™t

onde ¢; = c; +co. Nesse cenario especial, devemos procurar uma segunda solugao particu-
lar independente. A fim de ganharmos intui¢ao, analisemos a seguinte equagao diferencial:

X" — 2a+e)X + (a®*+ae)X =0,

onde a e € sao constantes. Usando o método que acabamos de introduzir, conclui-se
que X; = e e X, = el@t9t 530 solucdes particulares. Note que no limite € — 0 as
duas solugoes coincidem. Como uma combinagao linear de solugoes é uma solugao, para
equacoes diferenciais lineares e homogéneas, segue que a combinacao a seguir é uma
solucao:

X(t) =

[e(a+€)t — e = e_at [ — 1] = e—at €t + ! (et)* +O(e%)
e e 2 '

Tomando o limite € — 0 da equacao acima, obtemos X — te®. Portanto, quando € = 0,
caso em que as raizes ficam degeneradas, temos que te” também é solucdo, além da
solucao e®. Em suma, quando 3; = f,, a solucao geral da equacao homogénea é

X(t)=cre? + cptelt = () + cpt) e (1.20)

Um outro caso especial, além do caso degenerado que acabamos de tratar, é quando
as raizes [5; e/ou [y sdo complexas. Aqui, vamos assumir que os coeficientes ag, a; € as,
que aparecem na equagao diferencial (1.18), sao todos reais. Entao, se § for uma raiz,
seu conjugado complexo, 5*, também sera uma raiz. Isso significa que se 1 = by + iby for
uma raiz, com by e by reais e by # 0, entao a segunda raiz serd 3o = by — iby. Nesse caso,
a solucao geral sera:

X(t) =0 eﬂlt + Cgteﬁzt = @blt [Cleibzt 1 ey 6—ib2t]

— b1t [(c1 4 c2) cos(bat) +i(cy — co) sen(bot)]
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F=P,(t)e" v # b1, Ba X, = P,(t)e"
F=P,t)e" | v=p5#5 Xp=Pu(t)te”
F=P,(t)e" v =p1= X, =P, (t)t*e"
F = P,(t) cos(yt) || v # B, P2 || X, = Pu(t) cos(yt) + P,(t) sen(t)
F=P,(t)sen(yt) | ~v# b1, 82 | Xp = Pu(t) cos(yt) + P,(t)sen(yt)

Tabela 1.1: Essa tabela mostra os ansatz X, que devemos adotar para diferentes opcoes de fontes F'(t)
que podem aparecer na equacao diferencial (1.15).

onde na ultima igualdade foi utilizada a formula de Euler (1.11). Entao, definindo as
constantes ¢; = ¢ + 3 e G = i(¢; — ¢3), segue que a solugao geral pode ser escrita da
seguinte forma:

X(t) = ¢ €™ cos(bot) + &y €M sen(bot) (1.21)

onde ¢; e ¢y sao constantes complexas quaisquer. Inclusive, se essas constantes forem
reais, a solugao X (t) seré real, que é o desejavel no dominio da mecénica classica.

Uma vez tratados esses casos especiais, estamos prontos para considerar a equagcao
diferencial ndo homogénea (1.15). Nesse caso, é facil ver que se X, ¢ uma solugao particular
dessa equacao e X; é uma solugao para a parte homogénea dessa equacao, ou seja, Xj é
uma solugao para (1.18), entdo a soma X = X, + X} também sera solugdo da equagao
nao homogénea (1.15). Portanto, se X; e X, forem solugoes independentes da equagao
homogénea, a solucao geral da equacao nao homogénea sera:

X(t) = X,(8) + 1 X1 (1) + e2 Xa(t).

Podemos afirmar isso porque tal fungao obedece & equagao desejada e possui duas constan-
tes arbitrarias. A questao agora é: como devemos fazer para encontrarmos uma solugao
particular X, (¢)? O procedimento dependera do formato da fungao fonte F'(t). Por exem-
plo, se a fonte tiver a forma F = P,(t) e, onde P,(t) é algum polindomio de grau n em
t ey # P, P2, entdo devemos adotar o ansatz X, = P,(t)e", onde P, ¢ algum polino-
mio de grau n em t cujos (n + 1) coeficientes sao desconhecidos. Para determinar esses
coeficientes, precisamos inserir o ansatz na equacao diferencial e entao resolver a equagao
algébrica que resultara. Por sua vez, se F' = P,(t)e" e v = 1 # [, entao devemos
adotar o ansatz X, = P,(t)te". Finalmente, se F = P,(t) e com v = f§; = f,, entdo
o ansatz deve ser X, = f’n(t) t2e". Outras opcoes de F' que sdao combinacoes lineares
das opgoes ja tratadas podem ser resolvidas considerando combinagoes lineares dos res-
pectivos ansatz. Por exemplo, se F' = P,(t) cos(yt), entdo podemos usar o fato de que
cos(yt) é uma combinagao linear de ¢ e e=*. Portanto, devemos tentar um ansatz do
tipo X, = P,(t)e"" + P,(t)e~"", onde os polinémios P, e P, devem ambos ter seus coe-
ficientes determinados. Como e sdo combinacdes lineares de cos(vt) e sen(vt), segue
que podemos, equivalentemente, usar o ansatz X, = P, (t) cos(yt) + P,(t)sen(vt). Outros
tipos de funges F'(t) ndo serao cobertas nesta introdugao. A Tabela 1.1 resume os casos
descritos neste paragrafo.

A melhor forma de entender o contetido do paragrafo anterior é através de um exemplo.
Consideremos a seguinte equagao diferencial para X (t):

X"+ X' —6X =5te*. (1.22)
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O primeiro passo para achar a solucao geral dessa equacao é resolver sua parte homogénea,
algo que ja foi feito no inicio desta se¢ao. A solucao da equagao homogénea fornece 3; = 2
e B = —3. Nesse caso, a fonte tem a forma F = P;(t) e, onde P, = 5t é um polinémio
de grau 1. Além disso, vemos que v = 2 = 3. Portanto, nosso ansatz deve ser

X,(t) = Pi(t)te” = (a+bt)te* = (at +bt?)e*.

Na equacio anterior, Pj(t) foi substituido por (a + bt), que é a forma mais geral de um
polindémio de grau 1. As constantes a e b devem ser determinadas substituindo esse ansatz
na equacao diferencial (1.22). Fazendo isso, chega-se a seguinte igualdade, que deve ser
valida para um ¢ arbitrario:

Ste = X! + X! — 6X, = [(5a+2b) + 10bt] e*.

Considerando entao que as funcoes t e t? sao linearmente independentes, vemos que a
equacao acima implica que devemos escolher a e b de forma que:

(5a+2b)=0 e 10b=5 = a=-1/5 e b=1/2.
Portanto, a solu¢ao geral para a equagao diferencial (1.22) é dada por:

t 1
Xt)=Xp+aXi+eXy= <§_S> te? + cre® 4+ cpe

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.
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1.7 Exercicios sugeridos

Exercicio 1

Dada a rotacdo da Eq. (1.4), que leva a base cartesiana {&;} na base {&.}, faca o que é
pedido.

a) Obtenha expressoes para as coordenadas {x’, y’, z'} em termos das coordenadas {x,y, z}.
b) Demonstre que, dada uma funcdo qualquer f(r), seu gradiente fornece o mesmo campo
vetorial quer usemos a base {&;} ou a base {€;} na defini¢ao de gradiente dada na Eq.
(1.1).

c¢) Demonstre que, dado um campo vetorial A, seu divergente fornece a mesma fungao
quer usemos a base {&;} ou a base {€.}.

Exercicio 2 — resolvido
Considere a transformacdo linear R : R? — R3 cuja acao em um vetor genérico V' € R3
¢ dada por:

R(V)=AsV+B,(V-n)n+cospV xn,

onde m é um vetor fixo de norma um e ¢ é um parametro fixo. Sabendo que essa trans-
formacgao ¢ uma rotacao em torno do versor n, determine quais devem ser as funcoes A,
(§ Bd?'

Exercicio 3
Demonstre que o rotacional do gradiente de uma funcao é sempre zero e que o divergente
do rotacional de um campo vetorial é sempre zero.

Exercicio 4
Prove que o vetor v x w é sempre ortogonal aos vetores v e w.

Exercicio 5
Sendo f(r) = e¥", onde v é um vetor constante do R?, obtenha a série de Taylor de
f(r + en) até segunda ordem no parametro €, onde 7 é um versor constante.

Exercicio 6
Encontre a solucao geral para a seguinte equacao diferencial:

X"4+16X = 2.
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Solugcao do Exercicio 2

Se a rotagao é em torno do eixo paralelo a n, entdao qualquer vetor nessa direcao deve
ser invariante pela acdo da transformacao linear. Em particular, deve valer R(n) = n.
Impondo essa identidade na definicao da acao de R, obtemos:

ﬁZR(ﬁ):A¢ﬁ+B¢ﬁ+O = A¢+B¢:1.

Agora, seja € um versor que é ortogonal a n, ou seja, €-n = 0. A agdo da transformagao
linear nesse versor ¢ dada por:

R(e)=Ase+0+cosp(exn).
Entao, calculando a norma ao quadrado de R(é), temos:
IR(€)]* = A% +cos” ¢ple x n> +2 A, cospe- (e xn). (1.23)

Ocorre que o vetor (é x m) é sempre ortogonal a € e a . (exercicio 4), de forma que o
altimo termo na expressao acima é igual a zero. Além disso, como e é ortogonal a n,
segue que |é x n| = 1. De fato, essa ultima afirmagao pode ser extraida do fato de que,
dados dois vetores quaisquer, v e w, vale a seguinte identidade:

|lv X w| = |v||w|send ,
onde 6 ¢ o angulo entre v e w. Sendo assim, a Eq. (1.23) fornece:
IR(€)|* = A} + cos® ¢.
Como R é uma rotagao, segue que |R(€é)| = |e| = 1. Portanto,
Ai%—congb: 1 = Ay==++/1—-cos?¢p==Esend.
Por sua vez, usando a identidade A, + B, = 1, concluimos que

B¢:1—A¢:1:FSGD¢.
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