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CAPITULO 1

Introducao

Este livro é o Volume 2 da obra que tem como objetivo principal apresentar aos
estudantes de engenharia e de areas afins os fundamentos do controle preditivo baseado
em modelo (MPC, do inglés Model Predictive Control), também denominado controle
preditivo. O MPC é uma das metodologias de controle mais usadas na industria de
processos e vem ganhando diversas contribui¢des tedricas ano apds ano.

Seguindo a mesma linha do Volume 1, aqui a abordagem também é tedrico-pratica,
apresentando o desenvolvimento da teoria classica do MPC, aspectos de implementacéo
dos algoritmos de controle e estudos de caso, alguns deles retirados do ambiente indus-
trial, como do setor de energia solar e da industria de petrdleo e gas. Neste volume, sdo
apresentadas as versdes multivariaveis (MIMO, do inglés Multi-Input Multi-Output) dos
controladores DMC (do inglés Dynamic Matrix Control) e GPC (do inglés Generalized
Predictive Control) estudados no Volume 1, além de outras estratégias de MPC linear e
néo linear. Ainda, analisamos aspectos relacionados com o controle MPC de processos
com atraso e apresentamos os principais algoritmos de otimizagio utilizados no con-
texto de MPC.

Dando continuidade ao apresentado no Volume 1, aqui o desenvolvimento tedrico
apresentado segue, também, uma abordagem no dominio do tempo discreto, recorrendo
a conceitos e ferramentas basicas da teoria de controle digital classico, como equacdes a
diferencas e transformada Z, e a ferramentas de sistemas multivariaveis, como descri¢des
em variaveis de estado e matriz de transferéncia. O livro é orientado a estudantes
que possuem conhecimentos basicos de teoria de controle em tempo continuo e em
tempo discreto. Além disso, para o bom acompanhamento do contetido deste volume, é
necessario que os leitores conhecam a teoria de controle MPC SISO e os controladores
GPC e DMC na sua versdo monovariavel, seja por meio do estudo do conteiido do
Volume 1 desta obra ou de outro material bibliografico. Assim, este Volume 2 é mais
orientado a disciplinas de mestrado e de doutorado, mas também pode ser usado em
cursos de graduacio, nas fases finais.

Os proximos capitulos estido organizados da seguinte maneira:

+ No Capitulo 2, revisamos os principais conceitos de MPC para o caso monovariavel
e a notacdo empregada. Aqueles que ja tenham lido o Volume 1 desta obra nao
encontrario novidades no capitulo, porém encorajamos sua leitura caso o leitor
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tenha adquirido conhecimentos de MPC de outras fontes, como forma de evitar
confusdo com a notacdo empregada, que pode ser diferente de outros livros sobre
o tema.

« No Capitulo 3, é apresentada a generalizacdo dos algoritmos DMC e GPC do caso
SISO para o caso MIMO, mas o estudo ¢ iniciado discutindo aspectos particulares
do tratamento de sistemas com multiplas entradas e saidas, que sdo validos para
todo tipo de sistema de controle MIMO.

+ O Capitulo 4 é dedicado ao SSMPC (do inglés State-Space Model Predictive Con-
trol), que, assim como o DMC e o GPC, também é uma abordagem muito usada,
principalmente no estudo de problemas mais teéricos de MPC. O SSMPC é apre-
sentado diretamente para o caso MIMO, sendo os sistemas SISO tratados como
um caso particular. Isso se justifica pelas proprias carateristicas da representacéo
de sistemas em variaveis de estado, que, de forma unificada, trata tanto sistemas
SISO quanto MIMO.

« No Capitulo 5, é apresentado um panorama geral sobre 0 MPC néo linear (NMPC,
do inglés Nonlinear Model Predictive Control) e como implementar algoritmos que
sejam passiveis de uso na pratica industrial, na qual muitos processos apresentam
dinamicas néo lineares. O capitulo trata, inicialmente, do caso SISO e depois
generaliza os resultados para o caso MIMO.

« No Capitulo 6, é apresentado o problema de controle preditivo de processos com
atraso. A estrutura do MPC é analisada de forma a entender como a compensacéo
do atraso dentro da estrutura do controlador é realizada. Assim, tracando um pa-
ralelo com as estruturas de compensadores de tempo morto (DTC, do inglés Dead-
Time Compensators), analisamos diversos aspectos relacionados com a robustez
do MPC e a rejeicdo de perturbacdes. Finalmente, estudamos uma forma de modi-
ficar o preditor para conseguir controladores preditivos lineares e no lineares
mais robustos e mais simples de ajustar quando controlam processos com atraso.

« Por fim, no Capitulo 7, sdo tratados aspectos relacionados com os algoritmos de
otimizagdo e metodologias para poder implementar o MPC em sistemas rapidos,
que precisam de periodos de amostragem muito pequenos.

Para fins de revisdo dos contetidos apresentados, no final de cada capitulo, sdo
propostos exercicios e atividades de simulacdo. Ainda, nos apéndices, sdo apresentados
uma ferramenta de simulagéo gratuitas, definicdes importantes de otimizagéo convexa
e um resumo dos algoritmos MPC discutidos no livro. Os cédigos dos exemplos sdo
disponibilizados para download na pagina web do livro.!

Lhttps://danielml.paginas.ufsc.br/livro-mpc/
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CAPITULO 2

Revisitando o MPC SISO

Como ja comentado, na apresentacio do contetido deste livro consideramos que o
leitor conhece a teoria de controle preditivo SISO, mas, para facilitar o entendimento,
neste capitulo revisamos as principais ideias do MPC SISO apresentadas no Volume 1,
assim como definimos alguns aspectos de notacéo, de forma tal que o leitor que conhece
o0 assunto possa prosseguir com a analise dos proximos capitulos sem necessidade de
recorrer constantemente aquele volume. Ainda, para motivar o estudo dos préximos
capitulos, também apresentamos um exemplo simulado do uso do controle GPC MIMO,
que mostra o potencial do MPC.

2.1 MPC SISO - IDEIAS BASICAS E NOTACAO

No caso SISO, consideramos um processo com saida ou variavel controlada y, variavel
de controle ou manipulada u e perturbacido mensuravel g. O MPC SISO estudado no
Volume 1 utiliza um modelo matematico linear e em tempo discreto, que aproxima o
comportamento do processo, de forma tal que se pode escrever y(k) como fung¢io de u (k)
e q(k). Usando esse modelo, o MPC calcula as predi¢des da saida do processo em uma
janela de tempo futura (denominada horizonte de predigéo) e, usando um otimizador,
encontra as ac¢des de controle futuras (no horizonte de controle) que minimizam uma
determinada funcéo custo, considerando as restri¢cdes de operagéo do processo (por
exemplo, valores maximos e minimos das variaveis envolvidas).

O MPC é uma estratégia de controle que utiliza realimentacio, dado que o modelo
utiliza os valores passados das variaveis controladas para calcular as predicdes, que,
por sua vez, sio usadas para encontrar a acdo de controle. Dessa forma, a acdo de
controle depende da saida medida. Por outro lado, o MPC pode ter também uma agéo
antecipativa, ou de pré-alimentacéo, caso utilize informacdes das perturbac¢des medidas
ou tenha conhecimento das referéncias futuras que a variavel controlada deve seguir.

De forma geral, o MPC calcula a acdo de controle a ser aplicada no instante atual,
k, a partir da predicdo do comportamento da planta, baseado em um modelo dindmico
dela, em um horizonte finito N. Sdo computados N, sinais de controle futuros por meio
da otimizagido de uma funcéo custo que representa algum critério de comportamento do
sistema e condic¢des de operacéo da planta. Apenas a primeira agio de controle é aplicada
no sistema e o MPC recalcula uma nova sequéncia de controle a cada novo instante
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de amostragem (horizonte deslizante), uma vez que novas informagdes da planta sio
adquiridas.
O MPC néo é uma estratégia de controle especifica, mas uma filosofia de controle que

contempla uma familia de estratégias ou técnicas de controle que tém alguns elementos
em comum (CAMACHO; BORDONS, 2004):

« modelo de predigio;
« funcéo custo (ou funcéo objetivo);

« procedimento para a obtencdo da lei de controle, com base em um algoritmo de
otimizacao.

O que diferencia cada tipo de técnica é basicamente como as perturbacdes sdo
consideradas, o modelo utilizado na predicéo e a funcéo custo, como visto no Volume 1
para o DMC e o GPC. Vamos, aqui, apenas revisar as ideias principais.

O DMC SISO utiliza um modelo de resposta ao degrau do processo:

(k) = ) giu(k - i), (2.1)
i=1

onde Au é o incremento de controle, e g; representa cada um dos coeficientes da resposta
ao degrau que relaciona a variavel manipulada com a saida. O modelo utilizado para
as predi¢des considera os efeitos de perturbacdes ndo medidas, 77, com a suposicao de
que elas sdo constantes no horizonte: 7j(k + j | k) = 77(k | k) para todo j. Assim, as
predi¢des podem ser escritas, para um elemento j no horizonte, como:

[Se]

Slk+j1h) =" gilulk+j—i)+i(k | k),
i=1

onde y (k + j | k) é uma predicdo da saida em um tempo futuro k + j, dadas as informa-
coesem k,enj(k | k) = y(k) —y,(k | k), sendo y,, a estimacdo da saida do sistema sem
correcdo, obtida a partir de (2.1).
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Ja o GPC SISO utiliza um modelo de funcio de transferéncia para representar as
relacdes entre a saida do processo, a variavel manipulada u e as perturbacdes nao

medidas n: o
B(z7 )z~
k)= ————u(k-1)+
Yl = =ik 1)
com A, B e C polindmios no operador atraso z~
coes sdo modeladas por:

C(z™h
A(z71)

e d o atraso do processo. As perturba-

n(k),

1

n(k) =

1— Z_]' e(k)’

com e(k) um ruido branco de média nula. Assim, para um elemento j no horizonte, as
predicdes sdo calculadas usando:

B(z Hz ¢
A(z™h

C(z™h
(1-z"HA(z™Y)

y(k+j|k)= u(k +j—1)+ e(k+J),

que pode ser escrita como:
Ak +j 1k =Bz Dz Bk +j 1) + C(z He(k + ),

comA(z™Y) = A(z7H)(1 - z7Y) e Au(k) = (1 — z7Y)u(k). Este modelo é chamado de
CARIMA (do inglés Controlled Autoregressive Integrated Moving Average).

A funcdo custo para o caso SISO (apresentada no Volume 1 e usada tanto no DMC
quanto no GPC) é dada por:

I= NS0 [ (k1K) —r (k)] + Z A0) (M k+ )P @)

onde r(k + j) é a referéncia em k + j, Au(k + j) é o incremento de controle em
k+j,0(j) e A(j) ponderam o comportamento futuro do erro e do esfor¢o de controle,
respectivamente, N1 e N2 definem uma janela de horizonte de predicdo, sendo que
N =Ny — N1 +1,e N, é o horizonte de controle.

A funcdo custo descrita em (2.2) busca, por um lado, que a saida do processo siga
uma dada referéncia e, por outro lado, ajustar o esforco de controle necessario. Note
que o compromisso entre esses dois pontos é ajustado utilizando §(j) e A(j). Nessa
funcédo custo, N; e Ny sdo usados para definir em que janela de tempo desejamos
considerar os erros de seguimento de referéncia em J, e N,, define quantos incrementos
de controle futuros sdo considerados para o calculo da acdo de controle a cada instante
de amostragem. Altos valores de N,, permitem mais flexibilidade para definir os sinais
de controle, mas aumentam a complexidade computacional.
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A funcio custo pode ser colocada de forma vetorial, definindo os vetores de incre-
mentos de controles futuros Au € RV« de referéncias futurasr € RV, e de predigdes
futuras y € RV:

J = [r=31" Q. [r - §] + Au’ Q,Au, (2.3)
com
r(k + Nyp) y(k+ Ny | k) Au(k)
r(k+Ni+1)|  |9(k+Ni+1]k) Au(k +1)
r= . ) y = . ] = . )
r(k + Na) y(k+ Ny | k) Au(k+ N, —1)

Q. = diag(6(1),6(2),...,6(N)) e Q, = diag(41(0), 2(1), ..., A(N,—1)), sendo diag(-)
uma funcdo que retorna uma matriz diagonal composta pelos elementos passados como
argumento. Se as ponderacdes sio constantes no horizonte, 6(j) = d e A(j) = 4, temos:

Q. =931y, Q. =y,

sendo Iy e Iy, matrizes identidade de dimensdo N e N, respectivamente.

Para expressar J apenas em funcéo das variaveis de decisdo, que sao os incrementos
futuros da acdo de controle,? tanto o DMC como o GPC usam o conceito de resposta
livre e resposta forgada, que foi apresentado no Volume 1 e que é resumido na sequéncia.

Para o DMC, usando o modelo de predicéo, os valores das predi¢cdes nos instantes j
da janela de predicdo podem ser escritos em fung¢io dos incrementos de controle futuros
e passados. Se separarmos essas duas partes, podemos escrever o vetor de predigdes da
saida do processo y como:

¥ = GAu+f, (2.4)

sendo G a matriz dindmica, ou de resposta ao degrau do sistema, e f a resposta livre,
que expressa a dependéncia de ¥ com os controles passados. Como visto no Volume 1,
a resposta livre é obtida mantendo o sinal de controle futuro constante, ou seja, todos
os incrementos futuros sdo nulos e, assim, Au = 0y, e y = f, sendo 0, um vetor nulo
de dimensdo N,. Ja se considerarmos o sistema com uma condi¢ao de equilibrio inicial
Yo com os controles passados constantes, f = ygly, com 1y um vetor de dimenséo
N cujos elementos sdo todos 1, obtemos y = GAu + yoly, que mostra a dependéncia

ZNote que consideramos o incremento de controle atual, Au(k), como um valor futuro, pois ele nao esta
disponivel para o controlador tomar sua decisio no instante atual, k. Por outro lado, a medicao atual
da saida, y(k), é considerada como valor passado, pois o controlador ja tem informacao sobre ela no
instante atual, visto que a medi¢ao é feita antes do calculo da sequéncia de controle 6tima.
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das predi¢des apenas com as variacdes de controle que executaremos no futuro, pois o
termo ygly é constante. Como o sistema é linear, a mesma analise pode ser realizada
em torno da origem.

Para o GPC, usando o modelo CARIMA recursivamente, podemos calcular os valores
das predigdes nos instantes j da janela de predi¢do em funcéo dos controles futuros e e
dos valores passados da saida e do controle. Assim, da mesma forma que no DMC, é
possivel separar as predigdes nas partes correspondentes a resposta forcada e a resposta
livre, que tém a mesma interpretacio que no DMC.

Entdo, usando (2.4) para substituir ¥ na expressdo de J dada por (2.3), podemos
transformar a funcéo custo em uma expressio dependente apenas dos incrementos de
controle futuros e de informacdes conhecidas (da referéncia e dos valores passados das
variaveis). Entéo, o objetivo do controle preditivo SISO é resolver, a cada amostra, um
processo de otimizacgdo da fung¢io custo do tipo:

min J

Au

sa. RAu<T (2.5)
CAu=c,

onde RAu < T e CAu = ¢ representam as restricdes de desigualdade e igualdade,
respectivamente, colocadas em funcéo do vetor de incrementos de controle futuros, Au,
que tem dimensdo N,,. As matrizes C e R e os vetores T e € sdo calculados em funcio do
modelo e dos limites e demais condi¢cdes impostos para as diferentes variaveis. Essas
restri¢des podem ser de todo tipo e sobre todas as variaveis do problema, mas, em geral,
podem ser colocadas em fungio da variavel de decisdo do problema, que é o vetor de
incrementos de controle futuros, usando (2.4) para substituir ¥ em todas as restri¢gdes
que se apliquem a saida futura do processo.

O problema de controle (2.6) definido no MPC, que é um problema de otimizacéo,
tipicamente deve ser resolvido a cada instante de amostragem. Ha casos em que o
problema de otimizacdo tem solucdo analitica, mas, em geral, ele precisa ser resolvido
com métodos numéricos. A solugio encontrada para o problema de otimizagdo depende
do estado atual da planta, do modelo de predicio e dos parametros de ajuste do MPC
(ponderacdes e horizontes).

2.2 UM EXEMPLO MOTIVADOR

Para motivar os leitores e mostrar o potencial da estratégia de controle MPC no
caso MIMO, vamos considerar aqui um estudo de caso de um processo multivariavel
relativamente complexo que deve operar dentro de determinadas especificacdes. Trata-
se do controle do fracionador de 6leo pesado da Shell, um sistema muito conhecido na



18 Controle preditivo baseado em modelo

literatura e utilizado para estudar diferentes estratégias de controle para colunas de
destilacéo, inclusive de MPC (CAMACHO; BORDONS, 2004). Este exemplo ilustra o
problema de controle de um processo MIMO com atrasos diferentes nas variaveis de
saida y sujeito a restri¢des de operacéo.

¥ N

>

Extracéo

de t
® -

Refluxo
superior

@

A

L

Refluxo %
intermediario
; FC
Extragcéo
Refluxo lateral
inferior
/
A Extragéo
Alimentagéo \{>l°<} de base\

Figura 2.1 Esquema do fracionador de dleo pesado.

O processo mostrado na Figura 2.1 é uma versio simplificada do fracionador de 6leo
pesado da Shell e possui trés varidveis que devem ser controladas: as composi¢des dos
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produtos superior (ou de topo, y1) e lateral (y2), que sdo medidas por analisadores, e a
temperatura no fundo (ou base) da torre (y3). As variaveis manipuladas sdo a vazdo de
extracdo superior (ou de topo, u1), a vazio de extracéo lateral (u2) e a vazdo de refluxo
inferior (u3). Neste processo, a alimentacao fornece todos os requisitos de calor para a
coluna, nio necessitando de adicdo de energia externa. A dindmica do processo pode ser
descrita pelo seguinte modelo, que representa as variacdes das variaveis manipuladas e
controladas nas vizinhancas do ponto de operagéo:

[ 4,05¢727 1,77¢725 588027 ]
Y1 (s) 1+ 50s 1+ 60s 1+ 50s Ui (s)
Yo(s) | = | 339%™ B.72e 69e7 ||
1+50s  1+60s  1+40s
| 1500 || 4386205 ga9e72 72 || Us() ]
1+33s 1+44s 1+19s

com tempos em minutos. O modelo de tempo discreto obtido com uma amostragem de

4 min ¢é dado por:

0,08(z7! +2,88772

) -6

1-0,923z71

0,211(z~1 +0,96z72) _,

1-0,923z71

0,577 1
1-0,8867-1-

-5

0114771

1-09367-1°

0,187(z~ 1 +0,967z72) _4

0,116(z~1 +2,883z72) _g _

1-0,936z"1

0,196z1 +0,955772

1-0,913z71

-5

1-0,923z71
0,17(z71 +2,854z72) _,4
1-0,905z"1
1,367z 1
1-0,81z71

As entradas e saidas foram omitidas na representacgéo anterior para que ela coubesse na
pagina, porém elas seguem a mesma ordem empregada para o caso de tempo continuo.

Um GPC MIMO foi projetado para esse sistema usando horizontes de predigido da
ordem da maior constante de tempo do modelo e considerando o primeiro elemento do
horizonte depois do atraso. Observe que esta escolha parece intuitivamente adequada,
pois, como o sinal de controle que vamos calcular somente afeta a saida depois do atraso,
néo faz sentido considerar na funcéo custo as predigdes das saidas antes do atraso. Assim,
escolhemos N1 = 6 e Ny = 15 para a primeira saida, N1 = 3 e Ny = 15 para a segunda
saida, e Ny = 1 e Ny = 5 para a terceira saida (observe que consideramos o menor atraso
de cada saida). O horizonte de controle foi ajustado com N,, = 5 para todas as variaveis
manipuladas. Assumiremos que o controlador tem conhecimento das referéncias futuras.

Vamos considerar que, inicialmente, ndo temos restri¢des nas variaveis e que todas
as saidas tém a mesma importincia. Assim, as ponderacdes de todas as variaveis
manipuladas sdo fixadas em A = 2 e as das controladas em § = 1. O resultado de aplicar
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este MPC no processo, para mudangas tipo degrau nas referéncias das trés variaveis
controladas, é mostrado na Figura 2.2. As figuras mostradas sdo do simulador interativo
usado para estudo do controle GPC MIMO, descrito no Apéndice A.

O sistema parte do ponto de operacéo, considerado zero na simulacio, pois sio mos-
tradas as variacdes das variaveis do processo em torno do ponto de operacdo. Como
podemos observar, o sistema apresenta uma resposta com pouco acoplamento e transi-
torios sem grandes oscila¢des para a mudanca de referéncia dada em tempo zero para
todas as variaveis controladas. As ac¢Oes de controle também tém um comportamento
suave e o sistema de controle permite que as referéncias (mostradas em linhas trace-
jadas) sejam alcangadas em regime permanente. Na metade da simula¢do, muda-se a
referéncia para a variavel y; e pode ser observado que, como o controle conhece a refe-
réncia futura, o MPC executa a mudanca de referéncia antecipadamente, para conseguir
um valor da fungao custo menor. O acoplamento entre as variaveis mostra que ys e y3
se alteram durante o transitério, mas voltam ao ponto de operagéo.

All Qutputs
y2 s it
E]
SR fah ]
100 200
All Inputs
1 T T
o P = Lie?i '
; u2 ; Lan
0 100 200

Figura 2.2 Respostas do fracionador de 6leo pesado para o caso sem restrigdes.

Para mostrar o potencial do MPC, uma segunda simulagéo inclui restri¢cdes nas
variaveis controladas. Vamos supor que nio se deseja que a variavel y; se afaste mais do
que 0,7 do ponto de operacio, mas que o operador mantém as mudangas de referéncia
da simulacéo anterior (a referéncia para y; se mantém em 1). Na Figura 2.3, é mostrado
o resultado dessa simulacdo. Observe que o MPC néo permite que a variavel y; viole a
restricdo imposta quando a mudanca de referéncia é aplicada e tenta manter, durante
o tempo correspondente, a variavel na restri¢do imposta, garantindo, assim, o correto
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funcionamento do processo. Como podemos concluir deste estudo de caso, o MPC é
extremamente flexivel e permite atender diversas especificagdes. Estudaremos com mais
detalhes estes aspectos nos proximos capitulos.

All Outputs
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i e}
ok : saa
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All Inputs
0.5 m ul .
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V :
T
2
050 - . LY.
0 100 200

Figura 2.3 Respostas do fracionador de 6leo pesado para o caso com restrigdes.

2.3 COMENTARIOS FINAIS

Neste capitulo, apresentamos as principais ideias e notac¢do usada no MPC SISO, que
foram desenvolvidas com detalhe no Volume 1, e que servirdo de base para a apresentacio
do MPC MIMO e néo linear dos proéximos capitulos. Também apresentamos um exemplo
para motivar o estudo do MPC MIMO, mostrando a potencialidade da técnica.
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2.4 EXERCICIO PROPOSTO

1. Utilizando a ferramenta de simulacdo para GPC MIMO apresentada no
Apéndice, escolha o processo 3 X 3 da ferramenta. Ajuste um GPC sem
restricoes de forma intuitiva usando a analise do efeito dos parametros
de sintonia apresentados neste capitulo. Mude os pardmetros e observe
o efeito nas respostas. Inclua restri¢cdes no problema e analise os resulta-
dos, considerando restri¢des apenas em uma das variaveis manipuladas.
Mude a restri¢do para considerar apenas cada uma das outras variaveis
manipuladas e, finalmente, considere restri¢oes em todas elas de forma
simultdnea. Observe a flexibilidade no ajuste do sistema de controle
que o MPC proporciona.



CAPITULO 3

DMC e GPC multivariaveis

Na pratica, ¢ comum que se necessite controlar simultaneamente mais de uma
variavel de um dado processo, utilizando, para isso, mais de uma variavel manipulada.
Se cada variavel manipulada apenas afeta uma controlada, entdo o projeto do controle
pode ser realizado usando varios controladores monovariaveis independentes. Porém,
as variaveis desses processos usualmente estdo acopladas, ou seja, a variacdo de uma
variavel manipulada pode causar efeitos em mais de uma controlada, simultaneamente.
Nesse caso, o uso de varios controladores independentes pode nio ser adequado e,
tipicamente, faz mais sentido considerar o processo como um sistema multivariavel, que
tem multiplas variaveis manipuladas e multiplas controladas sendo consideradas como
um conjunto, e ndo como a unido de varios sistemas monovariaveis.

Os controladores monovariaveis, como os PIDs, que tém muito sucesso no controle
de sistemas monovariaveis (controle local), em geral, tém dificuldades para lidar com essa
interacdo de forma adequada. Por isso, existem técnicas para melhorar o desempenho
dos PIDs no caso multivariavel, como o uso de desacopladores, mas a complexidade
do projeto do sistema de controle aumenta consideravelmente quando o sistema é de
dimenséo elevada. Além disso, nem sempre é possivel desacoplar completamente a
resposta de um processo multivariavel e, em muitos casos, desacopladores introduzem
ganhos elevados em altas frequéncias, que acabam levando a outros problemas do
ponto de vista pratico, como a amplificacdo de ruidos. Nesses casos, técnicas avancadas,
como a de controle preditivo, permitem, em geral, obter melhores resultados que os
obtidos com controladores PID, dado que, além de serem capazes de tratar o problema
multivariavel diretamente, podem incluir diversos objetivos e restricdes no problema.
Cabe aqui lembrar que o MPC teve sua origem no controle de plantas multivariaveis no
setor industrial petroquimico (CUTLER; RAMAKER, 1980; RICHALET et al., 1976).

Outro aspecto importante que deve ser destacado dos sistemas multivariaveis é
que, dependendo das caracteristicas do processo, nem sempre é possivel que o sistema
alcance um ponto de operacéo arbitrariamente definido pelo usuario. Nos sistemas de
controle monovariaveis estudados no Volume 1, mostramos que, sob estabilidade em
malha fechada e com um controle que possui agéo integral, é possivel levar a saida do
sistema para uma referéncia desejada constante com erro zero contanto que a agio de
controle necessaria para isso esteja dentro da faixa de atuagio do atuador. No caso de
sistemas multivariaveis, para que essa propriedade seja verdadeira, precisamos adicionar
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uma condicdo extra: ter graus de liberdade suficientes no controle para chegar nas
referéncias desejadas. Por exemplo, se considerarmos um sistema linear estavel de duas
saidas e uma entrada, que tem modelo estatico dado por:

yi| _ Kel

u,
Y2 Keo

néo é possivel encontrar um valor de u capaz de levar y; a uma referéncia r; e y2 a uma
referéncia ry simultaneamente, a menos que r1/r2 = K.1/Ke2. De forma geral, para um
sistema multivariavel estavel com modelo estatico:

y = Keu,

uma dada referéncia vetorial r somente sera alcancavel se existe um controle u tal que
r = K.u. Assim, principalmente no caso de plantas com menor numero de variaveis
manipuladas que controladas, a referéncia passada ao controlador tem que ser factivel
quando se deseja erro de seguimento nulo. Uma outra alternativa é que o objetivo
de controle seja buscar o ponto de equilibrio mais proéximo da referéncia escolhida.
Veja que em alguns problemas pode ser requerido, por exemplo, que uma ou mais
variaveis atinjam uma referéncia enquanto outras apenas sejam mantidas em faixas
preestabelecidas de seguranca.

Considerando a discussdo apresentada, as técnicas de controle preditivo sdo capazes
de lidar muito facilmente com sistemas multivariaveis, pois: (i) os conceitos utilizados na
formulacéo do controle ndo dependem da dimensao do processo; (ii) podem utilizar o mo-
delo completo do processo explicitamente, assim, as interacdes entre as variaveis ficam
refletidas nas predigoes; (iii) podem ser usadas com as mais diversas fung¢des objetivo, o
que da muita flexibilidade ao controlador para, inclusive, considerar problemas como o
de chegar a um ponto de operacgéo proximo de uma referéncia néo factivel; e (iv) em
termos de sintonia, a influéncia dos parametros de ajuste do controlador na resposta do
sistema é similar aquela observada no caso monovariavel, apesar de que a quantidade de
parametros para ajustar cresce linearmente com a quantidade de entradas e de saidas.

Neste capitulo, serdo apresentadas as versdes multivariaveis dos algoritmos DMC e
GPC. Como as diferencas entre essas formula¢des para uma dada funcéo custo sio as
mesmas que no caso monovariavel, isto é, sao dadas pela forma como se calcula a resposta
livre do sistema, iniciamos a apresentacdo deste capitulo mostrando como obter a lei de
controle no caso multivariavel para depois analisar cada uma das particularidades dos
algoritmos no que se refere ao célculo das predicdes e da resposta livre. Posteriormente,
no Capitulo 4, estudaremos a formulagdo do MPC para modelos dados por equagdes de
estado, tratando os casos monovariavel e multivariavel no mesmo capitulo.
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Antes de iniciar com aspectos mais formais, vamos introduzir um exemplo de um
sistema multivariavel simples, para ilustrar a relagao entre as entradas e as saidas do
processo e como as predicdes podem ser calculadas.

Exemplo 3.1

Considere um sistema de controle de vazido e de temperatura de agua em
uma tubulagdo de um processo industrial. A dgua com temperatura controlada
¢ obtida pela mistura de duas vazdes de agua com temperaturas diferentes, uma
quente e outra fria. Duas bombas sdo usadas, uma para a linha de 4gua quente e
outra para a linha de agua fria, e a mistura é realizada por uma conexao tipo Y.
Transdutores de temperatura e de vazido sdo adequadamente instalados na secdo
final da tubulagéo, onde a 4gua sera usada. Nesse sistema, pode-se atuar no sinal de
controle das duas bombas. Logicamente, nesse processo, a temperatura e a vazio
sdo duas variaveis acopladas fisicamente, dado que uma variagdo em qualquer um
dos atuadores trara uma variagéo de temperatura e de vazao na dgua entregue ao
proximo processo. Assim, esse processo pode ser considerado multivariavel. Um
modelo simplificado desse processo, funcionando nas vizinhancas de um ponto de
operacio, foi construido usando equacdes diferenciais, obtendo:

20‘”;1?) +T(1) = 5ug (1) - 3u (1),
5TV vy = 1wy (1) +u, (1),

considerando u, e u r, respectivamente, os sinais de controle das bombas de 4gua
quente e fria, e T () e V(t), respectivamente, a temperatura e a vazao da agua no
ponto de medicdo. Os tempos no modelo estdo em segundos.

Um modelo em tempo discreto desse processo, obtido usando um sustentador
de ordem zero e um tempo de amostragem de 1s, é dado por:

T(k) = 0,95T (k — 1) +0,25u, (k — 1) = 0,15u s (k — 1),

V(k) = 0,82V (k — 1) +0,2Tu, (k — 1) + 0,18u s (k — 1).

A partir desse modelo, podemos inferir que os valores futuros de temperatura e
de vazao serdo afetados pelos valores passados dessas variaveis e pelos valores
passados e futuros das variaveis manipuladas. Um modelo de resposta livre e
forcada poderia ser obtido de forma simples como no estudo dos controladores
preditivos monovariaveis apresentados no Volume 1 e discutidos no Capitulo 2
apenas usando o principio de superposicdo. Por exemplo, as respostas forcadas de
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T e V poderiam ser obtidas para a variavel manipulada u s considerando u, =0 e
depois para u, considerando u y = 0. Para cada saida, os resultados podem, entao,
ser somados com a resposta livre do sistema, obtida com todos os controles futuros
nulos. Finalmente, podemos organizar os resultados obtidos de forma vetorial
para ter uma visdo da forma multivariavel de calcular as predicoes da saida desse
processo.

Vamos supor que escolhemos um horizonte de predicdo de 3 amostras para 7,
de 2 amostras para V e um horizonte de controle de 2 amostras para u, e u y. Assim,
usando os conceitos vistos no caso monovariavel para as predi¢des de temperatura,
f, podemos calcular:

T(k+1]k)| (0250 0
T(k+2] k)| =]0,490 0,250 Af”(‘fk(f)l)]
T(k+3|k)| ]0,715 0,490 1
-0,150 0 Jr(k+1)
+1-0,294 —0,150 AMAL_‘&(?D + | frk+2)],
—0,429 -0,294| [T/ fr(k+3)
sendo fr os valores da resposta livre de temperatura.
Ja para as predicdes de vazio, V:
V(k+1|k)| (0270 0 Auy (k)
V(k+2| k)| [0,409 0,270 |Au,(k +1)
L [0180 0 Aup(k) | |fv(k+1)
0,327 0,180 [Aus(k+1)| " | fu(k+2)|

sendo fy os valores da resposta livre de vazdo.
Podemos, agora, agrupar as predi¢des em um vetor y, os incrementos de controle
em um segundo vetor Au e as respostas livres em um terceiro vetor f, definidos

como:
[ T(k+1|k) | [ fr(k+1) ]
. Aug (k)
o\ s |, sun | Mty | RS
Y= ) i VR B ,,T,k, 5
V(k+1]k) Aup(k +1) fv(k+1)
| V(k+2]k) | fv(k+2)
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Finalmente, é possivel escrever:

[ 0,250 0 | -0,150 0
0,490 0,250 ' 0,294 ~0,150
0,490 1 —0,429 —0,294 | Au+f.

<>
Il

N
-3
—
ot

0,409 0,270 ' 0,327 0,180

Assim, observamos que a forma de escrever as predigdes do sistema segue a mesma
logica do caso monovariavel.

Como ilustramos no exemplo anterior (Exemplo 3.1), conceitualmente, a forma de
escrever as predi¢cdes de um modelo linear usando:

¥ = GAu+f (3.1)

nio é afetada pelo fato de o sistema ser mono ou multivariavel. Nessa equacio, se
considerarmos um sistema multivariavel, ¥ representara o vetor de predigdes de todas
as saidas do processo organizadas de forma sequencial, da primeira até a ultima saida,
e Au o vetor dos incrementos de controle futuros de todas as variaveis manipuladas,
também organizadas de forma sequencial, da primeira até a dltima variavel manipulada.
Observe que quando os incrementos de controle futuros sdo nulos, entdo § = f, como
acontece no caso monovariavel. Além disso, se considerarmos todo o passado nulo, as
predicdes apenas dependem dos incrementos de controle futuros. Assim, é esperado
que a obtencéo do sinal de controle a partir da minimizacdo da fung¢éo custo seja feita
de forma semelhante ao que ocorre no caso monovariavel.

Na sequéncia deste capitulo, vamos considerar processos multivaridveis com m
entradas de controle (ou varidveis manipuladas) e n saidas (ou variaveis controladas).
Assim, poderemos tratar tanto processos quadrados, com m = n, ou retangulares, com
m # n. No caso de considerar as perturbacdes medidas no modelo, isto é, para o uso da
acdo antecipativa do MPC, consideraremos um numero de perturba¢des medidas m,.
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3.1 OBTENCAO DA LEI DE CONTROLE

A funcéo custo classica do caso multivaridvel é muito similar aquela utilizada no
caso monovariavel, mostrada no Capitulo 2 em (2.2). O que muda é o fato de que agora
séo levados em conta os erros futuros preditos de todas as n saidas e também o esfor¢o
de controle de todas as m entradas:

n N2,l m Nu,p_l
J = lzll ; 81() (ri(k +0) = 31(k +i | k))* + Z:l Z(; A, (D) Aup(k+0)%,  (3.2)
=1 i=N1. p=1 i=

onde 77, N1 1, No; e 6;(7) sdo a referéncia, o horizonte inicial de predi¢io, o horizonte fi-
nal de predicdo e as ponderacoes da saida /, respectivamente, e Ny, , e 4, (i) sdo, respec-
tivamente, o horizonte de controle e as ponderagdes do esfor¢o de controle da entrada
p. Assim como no caso monovariavel, usualmente utilizam-se ponderagdes constan-
tes ao longo do horizonte, ou seja, 6;(i) = 6; e 4,,(i) = A, Vi. No caso monovariavel,
é comum fixar uma das ponderacdes com valor unitario (tipicamente ¢ = 1) e ajustar
apenas a outra. No caso multivariavel, note que ainda é possivel fixar uma das pondera-
¢des como sendo unitaria, porém, isso ndo pode ser feito para todos os pesos do erro de
seguimento de referéncia, pois é justamente por meio de diferentes ponderagdes que é
possivel priorizar o seguimento de referéncia de uma saida em detrimento das outras.
Assim, no caso multivariavel, além da priorizagio entre seguimento rapido de referén-
cia e suavidade no sinal de controle, que ja ocorre no caso monovariavel, é importante
definir a importancia relativa entre as saidas e entre cada uma das saidas e cada um dos
esforcos de controle. Note que o nimero de parametros de sintonia do controlador no
caso multivariavel cresce consideravelmente, visto que cada saida e cada entrada tem
seu conjunto de horizontes e ponderagdes, cuja alteragdo modificara o controlador re-
sultante e, por consequéncia, a resposta de malha fechada. Vamos ilustrar esse ponto
com um exemplo de escolha de pardmetros de ajuste de um MPC no caso multivariavel.

Exemplo 3.2

Considere o sistema de controle de uma coluna de destilagdo multi-produto, na
qual se deseja controlar a temperatura de extracdo de quatro produtos diferentes.
Nessa coluna, o erro de seguimento de temperatura em cada uma das extracoes de
produto é inversamente proporcional a qualidade do produto extraido. Assim, man-
ter o erro abaixo de um dado valor implica manter a qualidade do produto acima de
uma certa especificacdo. Ainda, considere que os produtos 1 e 3 tém valor comercial
muito maior que os produtos 2 e 4. Por outro lado, as dindmicas das temperaturas
associadas aos produtos 1 e 2 sdo mais lentas que as das temperaturas associadas
aos produtos 3 e 4 e ainda possuem um atraso de transporte de 5 amostras. Final-
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mente, entre as varidveis manipuladas do processo Au,,, p = 1...4 (consideramos
aqui um processo quadrado), Au; é a que tem maior impacto econdmico, por se tra-
tar da regulagem da alimentacédo de combustivel na base da coluna. Suponha, ainda,
que todas as temperaturas estdo normalizadas para a mesma faixa de variacdo de
0% a 100% e que todas as variaveis manipuladas estao também entre 0% e 100%.

Nesse problema simples, de dimenséio 4 X 4, precisamos ajustar 20 pardmetros,
sendo 12 referentes aos horizontes e 8 a ponderacdes. Como discutido anterior-
mente, até seria possivel fixar uma das ponderacdes a um valor unitario, mas ainda
restariam 7 ponderagOes para serem ajustadas, além dos pardmetros referentes aos
horizontes. Seguindo as indicacdes praticas de escolha de parametros ja discutidas
no caso SISO, os horizontes das variaveis controladas 1 e 3 serdo escolhidos como
Ni1 = Ni3 =541 =6 por causa do atraso (nao faz sentido colocar na fungao
custo um termo que nio depende dos sinais de controle a serem calculados) e com
N3,1 e Ny 3 compativeis com a dindmica lenta dessas variaveis (usamos uma janela
que capture o regime transitorio das variaveis). Como as variaveis 2 e 4 ndo tém
atraso, utilizamos N1 2 = N1 4 = 1 e N2 2 e N2 4 menores que os das outras varia-
veis controladas, dado que sdo mais rapidas que aquelas. Os horizontes de controle
podem ser escolhidos inicialmente como um terco da janela média de predicéo das
controladas e depois um ajuste fino pode ser feito.

Com as considerac¢des sobre a importancia das variaveis para o processo, o
ajuste do controlador multivariavel deve considerar 61 e 63 com valores maiores
que 03 e dy4, para refletir a importancia dos produtos 1 e 3 com relacéo aos produtos
2 e 4. Para considerar corretamente o peso na fungéo custo, é interessante também
considerar um ajuste que leve em conta o tamanho do horizonte de predigio.

Com relagéo as variaveis manipuladas, as ponderagdes de controle usardo A;
muito maior que A;,i = 2. ..4 para tentar minimizar o consumo de combustivel,
que é a variavel que mais impacta o custo de operagdo. Novamente aqui, caso os ho-
rizontes de controle sejam diferentes para cada variavel manipulada, podemos cal-
cular os pesos para levar em consideracio o efeito na funcdo custo a ser minimizada.

E, por fim, vale ressaltar que o valor relativo entre as ponderagdes da saida
e do esforco de controle também influencia o resultado final. Se, por exemplo,
as ponderagdes das saidas forem muito maiores do que as dos incrementos de
controle, a resposta tende a ser mais agressiva, um comportamento idéntico ao
caso monovariavel (veja, por exemplo, os casos simulados na ferramenta interativa
do Capitulo 2 do Volume 1).

No exemplo anterior — Exemplo 3.2, consideramos um caso simples no qual todas
as variaveis controladas e manipuladas estavam no mesmo intervalo de operacéo. Isso
nem sempre acontece na pratica. Por exemplo, uma temperatura pode ter uma faixa
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de variaciio com valores entre 100°C e 200°C e uma concentracio entre 1 gmol ™"
e 2 gmol_l. Neste caso, o erro de temperatura tera valores da ordem de 100 vezes
maior que o erro de concentragdo. Por exemplo, um erro de 1% de temperatura sera,
em valores absolutos, 100 vezes maior que um erro de 1% na concentragdo. Dessa
forma, o peso na funcéo custo do erro na concentracio sera muito menor que o do erro
na temperatura, quando, na pratica, podem, por exemplo, ter a mesma importancia
para o processo. Esta situacdo pode ser corrigida utilizando um modelo de processo
com variaveis normalizadas, no qual, por exemplo, cada variavel seja dividida pelo seu
valor maximo, ficando normalizada a um valor maximo de 1. Se todas as variaveis
controladas e manipuladas tém o mesmo horizonte, esta modificagio resolve o problema.
Entretanto, se os horizontes de predicéo sdo diferentes, entdo também precisamos ajustar
as ponderacdes colocando um fator inversamente proporcional a cada horizonte em
cada termo.

De forma geral, se uma variavel controlada y; tem valor maximo y; max € horizonte
de predicdo N; = Noj — N1 + 1, podemos escolher uma normalizacdo do peso §; como:

1

01 =0ip—m————,
" (yl,max)le

com dy, sendo o peso normalizado a ser usado na sintonia e §; o peso a ser efetivamente
aplicado na funcéo custo.

Da mesma forma, se uma variavel manipulada Au,, tem valor maximo dado por
Aup max € horizonte de controle N, podemos escolher uma normalizacio do peso 4,
como:

1

Ap =App——"——F—,
P P (Aup, max)QNu

com A, sendo o peso normalizado a ser usado na sintonia e 4, 0 peso a ser efetivamente
aplicado. Vejamos um exemplo desse ajuste.

Exemplo 3.3

Considere um processo com duas variaveis controladas, y; e y9, e duas variaveis
manipuladas, u; e us. A variavel y; tem horizonte de 20 amostras e valores no
intervalo [0; 100], y5 tem horizonte de 10 amostras e valores no intervalo [0; 10],
Auq tem horizonte de 5 amostras e valores no intervalo [—1; +1] e Aus tem
horizonte de 3 amostras e valores no intervalo [-5; +5]. Se quisermos que uma
variacdo em qualquer uma das variaveis tenha o mesmo peso na funcéao custo,
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precisamos trabalhar com pesos normalizados pelo maximo de cada variavel ao
quadrado e pelo horizonte, como:

01 = 51nLi = 61n;’
1002 20 2105
1 1 1
62:62n102E =023
A1 /llnil =/11n1
125 5°
Ao =/12nil 2ni-
523 75

Assim, se os pesos normalizados, d;, € d;,, com i = 1, 2, forem todos iguais e
aplicarmos os pesos resultantes, §; e A;, com i = 1, 2, na funcéo custo, todas as
variaveis terdo contribui¢des iguais na func¢io custo. Da mesma forma, quando um
peso normalizado for, por exemplo, o dobro do outro, o termo correspondente ao
primeiro peso estara contribuindo duas vezes mais que o segundo termo na fungéo
custo.

E importante atentar ao fato de que essa analise deve servir como ponto de
partida para a analise, mas ela deve ser aprofundada em cada caso especifico. Por
exemplo, se o nivel de um tanque pode ir de 0% a 100%, porém em uma dada
aplicacéo ele sera operado sempre abaixo de 20% da capacidade nominal, o valor
de 20% deve ser considerado. O mesmo vale para as variaveis manipuladas. Além
disso, se o horizonte de predigéo for muito longo, é natural que as predicdes atinjam
regime permanente, entdo, se o valor de regime das predi¢des for préoximo da
referéncia, o fato de aumentar o horizonte de predi¢do nio ira contribuir para
aumentar a parcela do erro de predicdo na funcéo custo.

Esses exemplos mostram como, apesar de intuitiva, a defini¢do dos horizontes e dos
pesos pode ser um problema complexo em sistemas com grandes dimensdes. Além disso,
no Exemplo 3.3 ilustramos que a normalizacio das variaveis e pesos pode simplificar o
problema. Vamos, agora, desenvolver a forma da funcdo custo multivariavel em notacéo
matricial, assim como foi feito para o caso monovariavel no Volume 1, e mostrado no
em (2.3) no anterior.
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E possivel escrever a funcdo custo na forma matricial assumindo que o vetor de
predicdes futuras é organizado da forma padrao apresentada em (3.1). Nesse caso, a
fungio custo pode ser escrita como:

J = [r=31" Q. [r - §] + Au’ Q,Au, (3.3)
com
r ri(k+N1;) ¥1
r) ri(k+ Ny +1) |y
r=|.|, r= . oy =1
r, rl(k+N2,l) yn
Vi(k+ Ny | k) Auy Aup, (k)
Vi(k+Nyg+1]k) Auy Aup(k+1)
5’1 = . £l Au = . 9 Aup = . 9
Yi(k +Na | k) Auy, Aup(k+ N, p—1)
611N2,1—N1,1+1 0 e 0
Qe — 0 621N2’2:—N1,2+1 : 0 ,
0 0 OnINg - Ny 41
Ay, , 0 0
0 /lQINm2 0
Qu = . . . .
0 0 - A,In

u,m

Nessa formulagio, os vetores de predi¢do de cada uma das saidas sdo empilhados no

vetor §, que tem dimensdo 3., (N2; — N1 + 1), e os incrementos de controle sdo
. . ~ m

empilhados no vetor Au, que tem dimenséo 27,y Ny, p.

A funcéo custo J no caso multivariavel, em sua forma matricial, é quase idéntica
aquela obtida no caso monovariavel, apresentada em (2.3). As alteracdes se ddo apenas
nas defini¢bes das matrizes e dos vetores. Note que, na formulacéo apresentada, foram
empregadas ponderagdes constantes ao longo dos horizontes para cada variavel, como
forma de simplificar a notacdo das matrizes Q. e Q,,, porém, é possivel empregar valores
diferentes para cada posicdo do horizonte, definindo matrizes diagonais com essas
ponderacdes no lugar da ponderagéo constante multiplicada pela matriz identidade. Na
defini¢do das matrizes de ponderacéo, a notacdo 0 é usada para designar matrizes com



DMC e GPC multivariaveis 33

todos os elementos nulos, de dimenséo apropriada, como forma de nido complicar a
notacao.

Como o formato final da funcdo custo é semelhante ao ja apresentado no caso
monovariavel, é possivel reescrever a funcédo custo no formato padrio de programacio
quadrética (QP, do inglés Quadratic Programming):

J= %AuTquAu +£] Au" +cgp, (3.4)
com
H,, =2 (GTQeG + Qu)
f,, = -2G7Q, [r - f]
cqp=Ir—£1" Qe [r-1f].

Para chegar em (3.4), basta substituir a expressdo de y = GAu + f na funcéo custo e ma-
nipular o resultado®. Da mesma forma que ocorre com a funcio custo e as predicdes,
para as restricdes seguimos o mesmo procedimento do caso monovariavel, considerando
cada restricdo associada a cada variavel manipulada e transformando-a em uma expres-
sdo vetorial. Finalmente, a equacio que representa todas as restri¢des de desigualdade
do problema pode ser colocada como:

RAu<T.

Vamos ilustrar a montagem das matrizes R e T para o caso estudado no Exemplo 3.3
por meio de um novo exemplo.

Exemplo 3.4

Considere o mesmo caso do Exemplo 3.3, um processo multivariavel 2 x 2,
considerando que as ac¢des de controle estdo restritas ao intervalo [0; 10] e os
incrementos das acOes de controle estio restritos ao intervalo [—1; +1]. Como os
horizontes de controle sdo N, 1 =5 e N, 2 = 3, teremos:

0 <ui(k+j) <10, -1<Aui(k+j)<1 j=1,..,5,

0 < us(k +j) < 10, “1<Aus(k+j)<1 j=1,..3.

30s detalhes desta manipulagio so apresentados no Capitulo 3 do Volume 1.
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O vetor de incremento de a¢des de controle a ser usado pelo otimizador é:
Au = [Auq (k) Auy(k +1) ... Auq(k +4) Aus(k) Aus(k +1) Aug(k +2)]7,

que tem dimensdo 8 X 1. Assim, vamos escrever as restricdes em fung¢io desse vetor.
Para as restri¢des no incremento, podemos escrever:

—1g < Au < 1g,

ou
IgAll < 18,

—IgAll < 18-

Para as restri¢des no sinal de controle, lembre-se de que podemos reescrever o
sinal de controle futuro em funcdo dos incrementos de controle futuros:

J
wp(k+j) = up(k = 1)+ > Aup(k +i),
i=0

e, matricialmente,
u, =1y, up(k —1)+ Ty, Auy,

sendo Ty, , uma matriz quadrada triangular inferior com elementos néo nulos
todos iguais a um de dimensdo N, ,,. Assim, para este caso particular,

u; = T5A111 + 15u1(k - 1),
us = T3All2 + 13M2(k - 1).
Entao, as restri¢des no sinal de controle podem ser representadas por

05 < T5Au; +15u1(k—1) <10-15

03 < T3Auy + 13us(k—1) <10-15

ou
TsAu; <1015 — 15u1(k—1) = 15(10 — u1(k — 1))

TsAus < 1013 — 13us(k — 1) = 13(10 — us(k — 1))
—Ts5Au; < 15u(k—-1)
—T3Auy < 13us(k — 1)
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Agrupando todas as restri¢des, temos como colocar as inequagdes na forma
RAu<r:

I 0 15
0 Is 13
-I; 0 1
S0 S fAw) b 0y
Ty 0 Aug| 7 | 15(10 —u(k=1)) |’
0 Ty 15010 — 1y (k — 1))
-Ts o | | Lsup(k—1)
0 —T3 13M2(k - 1)

obtendo a matriz R e o vetor T usados no otimizador.

A minimizacdo da fungdo custo (3.2) considerando as restri¢des, como explicado no
caso monovariavel no Volume 1, nos da o vetor de incrementos futuros a serem aplicados
no processo a cada instante de amostragem, que no caso sem restri¢cdes se reduz a

Au=K|[r-f], (3.5)

com

K=(6"Q.G+Q.) G'Q.

Note que Au define um vetor de incrementos futuros de controle, porém, apenas
0s Auy (k) com p = 1...m sdo aplicados ao processo no instante k, pois Au deve
ser recalculado a cada instante de amostragem, seguindo o principio de horizonte
deslizante. Assim, é necessario obter apenas o valor de Au, (k) 6timo, dado pelo vetor
de incrementos de controle para o instante atual, definido como:

Auy (k)

Aus (k)

Au, = , (3.6)

Aty (K)

com elementos iguais aos primeiros elementos de cada um dos subvetores do vetor Au.
No caso irrestrito, é possivel obter uma matriz simplificada K; obtida a partir das m
linhas de K associadas ao calculo de Au, (k), V p. Por fim, as acdes de controle a serem
aplicadas no processo séo:

up(k) =up(k —=1)+Au,(k),Vp=1...m. (3.7)
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Agora que temos a forma da lei de controle estabelecida para o caso multivariavel,
podemos retomar a analise do funcionamento do sistema em malha fechada para o
caso de referéncias constantes. Assim como no caso monovariavel, por ter incluido
um modelo de controle incremental e um modelo de perturba¢ao degrau nas predigoes,
sabemos que, assumindo a estabilidade de malha fechada, a resposta livre converge
para a saida do processo e o sistema tera um incremento de controle Au = 0 em regime
permanente, o que significa que K(r — f) = 0, sendo 0 um vetor de zeros de dimensao
apropriada. Mas essa igualdade néo garante que, em regime permanente, os valores de
cada uma das respostas livres f; ;¢ alcancem a correspondente referéncia r;, dado que a
condicdo imposta em regime permanente é:

n n
K(I‘ - fss) = Z Kl(rl - fl.ss) = Z Kie;ss =0, (3-8)
=1 =1
na qual o vetor de ganho foi escrito como K = [K; Ky ... K] e f;; é o vetor de

resposta livre no regime permanente. Observe que (3.8) pode ser satisfeita com valores
de erro estatico e; s ndo nulos, basta encontrar uma combinacéo linear de erros que
satisfaca a equacéo.

Uma forma mais direta de visualizar este problema é analisar a caracteristica estatica
do sistema, assumindo um processo estavel de ganho estatico K,. Temos quey = K.u e
desejamos que y =r, entéo,
r=K.u.

Podemos interpretar essa equacido como um sistema linear de equacgdes em que a in-
cognita é o vetor de controle u. Se o sistema for quadrado, n = m, entdo temos um
numero de equacdes iguais ao numero de incognitas e, se o posto de K, for completo
(todas as linhas, ou colunas, séo linearmente independentes), ha uma tnica solugéo, que
éu= Ke_lr. Se ha um nimero de entradas maior do que saidas, m > n, entdo ha um
numero de equagdes menor do que o de incognitas. Assim, se o posto de K, for igual
a n, hd um ndmero infinito de combinacdes de u que satisfaz a equacdo. Em malha fe-
chada, o ponto a ser escolhido vai depender da sintonia do controlador, das restri¢cdes
e do estado atual do sistema. Porém, se o nimero de saidas é maior que o nimero de
variaveis manipuladas, n > m, o nimero de equag¢des é maior do que o numero de in-
cognitas. Assim, mesmo se o posto de K, for igual a m, ndo ha solugio que satisfaca
todas as equacdes simultaneamente. Dessa forma, o controlador convergira a um ponto
em que Au = K(r - f5) = 0, mesmo que os erros de rastreamento individuais néo se-
jam nulos, e esse ponto dependeré da sintonia utilizada e do estado atual do sistema
(por conta das restri¢des). O préximo exemplo ilustra esse caso.
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Exemplo 3.5

Considere um processo com duas saidas e uma entrada, com horizonte de
predigdo 2 para as duas saidas e horizonte de controle 1, 61 = d2 = 1 e 4 = 0. Assim,
0o MPC tem liberdade total para escolher a acdo de controle e os dois erros tém o
mesmo peso na funcio custo. Considere, ainda, que o ganho estatico de u para
y1 € 2 e o ganho estético de u para ys é 3. O controle sem restricdes em regime
permanente neste caso pode ser colocado como:

Auss=[K1 KQ] CLss| 2,
€2 ss

ou:

T
[K11 K12 Ko1 Koa] [€1,55 €1,55 €2,55 €2,55

(K11 + Ki2)eq,s5 + (K21 + K2)eg s¢ = 0.

Assim, qualquer par de erros que satisfaca a igualdade anterior pode ser uma
solugdo do problema. Se a referéncia escolhida for ry = 1 e ro = 1, sabemos que
nio existe um valor de u que leve as duas saidas para a referéncia, pois r1/ry = 1
é diferente de K,1/K.2 = 2/3. O MPC vai encontrar, em regime permanente, o
valor de u tal que obtenha o minimo de J, porém a igualdade dos ganhos estaticos
sempre sera obedecida, dado que é uma caracteristica do sistema.

Neste problema simples, podemos calcular a solugdo de forma analitica se
aceitarmos que o sistema é estavel em malha fechada para o ajuste proposto. Veja
que, em regime permanente, todas as variaveis estardo em valores constantes, entiao
o incremento de controle ser4 nulo e a fung¢io custo proposta sera:

J = 2(1"1 - y1,ss)2 + 2(1"2 - y2,ss)2,

sendo yi g5 € 2,55 Os valores de estado estacionario das saidas, que verificam
Vi.ss = 2Uss € V2,55 = Slss, COM Ugs sendo o valor de equilibrio do controle. Note
que os valores 2 que aparecem antes de cada termo em J vém dos somatérios dos
erros tomados ao longo dos horizontes de predi¢do de duas amostras. Como os
pesos sdo unitarios e em regime permanente ambos os elementos do somatorio
sdo iguais, cada termo quadratico aparece duas vezes em J.

Substituindo os valores das referéncias e saidas em J temos:

J =2(1 = 2ugs)? + 2(1 = 3ugs)? = 2(2 — 10ug, + 13u?).

O minimo de J é obtido com uy, = 5/13, valor esse que levara a saida 1 ao valor
V1.ss = 10/13 e a saida 2 ao valor ys s = 15/13. Note que os erros em regime

37
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permanente sdo similares em modulo (com valor 3/13) e de diferente sinal. Isso
ocorre porque os pesos e os horizontes de ambas as saidas sdo iguais na fungéo custo.

Observe que, como o MPC encontrara sempre aquela combinacio que minimize
J e respeite o modelo estatico do sistema, o resultado vai depender do ajuste de
parametros do controlador. Se os pesos das saidas forem alterados para 6; =1 e
09 = 2, obtemos:

J =21 = 2ugs)? + 4(1 = 3ug)? = 2(3 — 16ugs + 22u>),

e o minimo de J é obtido com ug; = 4/11, que leva a saida 1 ao valor y; 3 = 8/11
e a saida 2 ao valor yg ¢¢ = 12/11, melhorando o erro da segunda saida, de maior
peso, em detrimento do erro da primeira saida, de menor peso.

Do ponto de vista da formulacdo do MPC, o modelo do processo sempre pode ser
visto como uma restri¢do de igualdade que deve ser cumprida pelas entradas e saidas do
sistema, fazendo com que o problema de otimizagéo sempre chegue a uma solucdo que
satisfaca as condi¢des de operacéo do processo.

Finalmente, outro ponto deve ser destacado. Apesar de a solucdo do problema de
otimizagio neste caso ter a mesma forma que no caso monovariavel, o aumento da
dimensio do problema a ser resolvido tem grande impacto no tempo de processamento,
aumentando consideravelmente para um sistema multivariavel com grande nimero de
variaveis manipuladas e controladas. Como o tempo necessario para obter a solucdo
do problema de otimizagdo pode ser um limitante em uma dada aplicacdo pratica,
discutiremos, no Capitulo 7, alguns métodos para diminuir o tempo computacional e
conseguir aplicar o MPC em processos rapidos. O préoximo exemplo ilustra o calculo do
tamanho do problema a ser resolvido.
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Exemplo 3.6

Considere o mesmo processo 2 X 2 do Exemplo 3.4, com os mesmos horizontes
de controle N, ;1 =5 e N, 2 = 3. A solucdo do problema de otimizacéo, neste caso,
fornece um vetor de incrementos de controle dado por:

Auy (k)
Aul(k + 1)
Auy(k +2)
Aul(k + 3)
Aui(k+4) |

Au =

Aus(k +2)

mas apenas os valores de Auj (k) e Aug(k) sdo usados no instante k para calcular
ui(k) =ui(k—1)+Auy (k) e ua(k) = ug(k — 1) + Aug(k) para serem enviados ao
processo. Apesar disso, todos os incrementos de controle precisam ser calculados
no caso geral.

Ainda para este exemplo, podemos calcular as dimensdes do problema de
otimizacdo. A dimensao do vetor § é Z?Zl(Ng,l —-Ni;+1)=20+10=30eado
vetor Au é 2?7:1 Ny,p =5+ 3 = 8. Assim, temos um problema com 8 variaveis de
decisdo e 30 predi¢des a serem calculadas em cada amostra.

Apresentada a forma como se obtém a lei de controle do MPC a partir do conheci-
mento do modelo compacto das predi¢des, da funcéo custo e das restri¢des, analisare-
mos, na sequéncia, as particularidades de cada formulagdo de MPC multivariavel no que
diz respeito ao calculo das predi¢des, comeg¢ando com o DMC.

3.2 DMC MULTIVARIAVEL

Nesta secdo, estudaremos aspectos relacionados com o calculo das predi¢des no
DMC multivariavel, sempre para um processo com m entradas de controle e n saidas a
serem controladas.
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3.2.1 Calculo das predicoes no caso estavel

Considere que o sistema multivariavel é estavel e que ndo ha perturbacdes medidas
(o caso multivariavel com perturbacdes medidas sera apresentado na Secéo 3.2.2). Assim,
o modelo de malha aberta de cada saida / é dado por

vilk) = Z D g1piduy (k=) (3.10)

p: =1

onde Au, é o incremento de controle associado a variavel manipulada p e g;,,; repre-
senta o i-ésimo coeficiente da resposta ao degrau que relaciona a variavel manipulada p
com a saida /. Observe que, como o modelo é linear, podemos obter o modelo completo
apenas somando as respostas obtidas de forma individual para um degrau aplicado em
cada uma das entradas. Essa simplicidade do modelo usado pelo DMC é uma das suas
vantagens, pois, na pratica industrial, basta realizar um ensaio de resposta ao degrau
para cada uma das entradas de controle e armazenar as repostas obtidas em todas as
saidas do processo e, depois, organizar e compor as somas.

A partir do modelo de malha aberta em (3.10), considerando condi¢des iniciais nulas,

as predicoes da saida / no tempo k + j podem ser calculadas da seguinte forma:

m oo

Sk +j 1K) =" g1 pidup(k+j—i)+ ik +j| k), (3.11)
p=1i=1

com 7j;(k + j | k) representando uma predicdo da perturba¢do ndo mensuravel em k + j
observada na saida /. Assim como no caso monovariavel, consideramos um modelo de
perturbacdo constante, isto é,

Mk +j 1 k) =ni(k | k) = yi(k) = Yoi(k | k),
sendo y;(k) a saida real do processo e o termo y,;(k | k), calculado a partir de (3.10), é
a estimacdo da saida / do sistema sem correcio.

Separando as parcelas do somatoério que dependem de valores futuros de Au,, é
possivel reescrever a predi¢do como:

m
$ilk+j | k) =ZZgl,p,iAup(k+j—i>
p=1i=1

0 gpiBup(k+j =) +iuk | k). (3.12)

p=li=j+1
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Utilizando a defini¢do de 7j;(k | k) e (3.10) para obter y,;(k | k), temos

m
ik +j 1) =D grpibup(k+j =)
p=1i=1
m [o'e)
+ZZ (81.p.j+i — &1.p.i) Aup(k — i) + yi(k), (3.13)
p=1i=1
ou, de forma mais compacta,
m.J
Silk+j 1K) =" g1 pibup(k+j—i)+ filk+j | k), (3.14)
p=1i=1

onde fi(k+j | k) é aresposta livre da saida [ do sistema, ou seja, a parte da resposta que
ndo depende das a¢des de controle futuras e que, apds o truncamento dos somatorios
infinitos, é dada por:

G100 =" D (st = 80pa) Btp(k =D 4 31(K). (319

Note que o truncamento é possivel, pois, para sistemas assintoticamente estaveis, a
resposta ao degrau de um dado par entrada-saida tende a se tornar constante ap6s um
numero suficiente de amostras Ny 7, portanto, (g7,p,j+i — 81,p,i) 0, Vi > Ngs 1 p.
Uma observacdo importante é que, no caso geral, é possivel definir um horizonte de
modelo N , para cada modelo de resposta ao degrau do sistema multivariavel. Isso
passa a ser interessante quando se tem modelos com tempos de assentamento muito
diferentes. Assim, para os modelos com tempo de assentamento baixo, é possivel
escolher valores de N ; ,, menores, o que pode impactar o tamanho de algumas matrizes,
tornando mais eficiente a implementacgio do algoritmo. Comentaremos esse ponto com
mais detalhes ainda nesta secdo, ao apresentar a forma matricial das predicdes.

Considerando o célculo das predi¢des de 1 a Na, as predicoes futuras da saida /,
dadas por (3.14), podem ser escritas de forma matricial da seguinte maneira:

m
1= Giphu,+1, (3.16)
p=1

onde Gy, € RV20*Nu.p ¢ a matriz de coeficientes da resposta ao degrau da entrada p
para a saida /, N3 ; é o horizonte de predicdo da saida /, N, , é o horizonte de controle
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da entrada p,ef; € RN21 g resposta livre da saida / do sistema. Esses vetores e matrizes
sdo dados por:

fitk+11k) Aup(k=1)

fk+2(k) | o Aup(k=2)
S S Hpauy 1 (0, A =]

p=1

] =

fl(k + No | k) Aup(k - Nss,l,p)

hipaa  hipi2 0 hpinNg,-1 PLp NG,
hl,P9251 hl,p,2,2 e thNtx,l,p_l h’lsps2,Nss,l,p
Hl,p = . . . ’
hip,Nyyt hip,Nop2 o Mp Ny Neip=1 Plp,Ny i Nes s
com o
hi,p.ji = 8,p,j+i = 8Lp,is J +1 < Nss,1,p,
hl,p,j,i = gl’p’NSS,l,p - gl,p,i’ ] +l > NSS,l,p’
e
lp.1 0 0
81,p.2 8Lp1 - 0
Gl,p = . . .
8l,p,Na;  8l,p,Na;—1 " 81,p,Naj—N, p+1

Da mesma forma que no caso monovariavel, se o horizonte inicial de predicdo da saida
[ for maior do que um (Ny1; > 1), as N1 ; — 1 linhas iniciais de §;, G;,, e f; devem ser
removidas.

Também, como no caso monovariavel, note que 4; ,, ; ; = 0 parai = Ny, , € para
todo j, dado que se calcula a diferenca entre 0 g1, N, ,+j € © 81,p. N,y ,» qU€ S30 iguais,
dado que no modelo se consideram todos os coeficientes da resposta ao degrau iguais
depois do elemento Ny ; ,. Assim, a ultima coluna da matriz H; ,, sera nula, como
verificaremos nos exemplos desta segéo.

Combinando as predi¢des de todas as n saidas, dadas por (3.16), obtemos o formato
padrao de predigao:

= GAu+t, (3.17)
comf = Héll+ Iy(k) e
Gi1 - Gim fi
~ Go,1 - G ‘o f
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Hi: -+ Hipn Awy
Hoy -+ Hip Auy
= , Au= ,
: : : — :
Hn,l e Hn,m AHum
In,, 0 -~ 0 y1(k)
0 1n,, ==+ 0 ya(k)
I= : :2’2 .. : ’ y(k) - : ’
0 0 1Ny, yn(k)

Observe que a matriz H resulta do empilhamento das matrizes H; ,,. Assim, para cada p,
todas as matrizes H; , devem ter o mesmo nimero de colunas, independentemente do
Nis.,1,p escolhido. Dessa forma, para um dado p, é necessario adicionar colunas nulas
em cada submatriz para ajustar a dimenséo de todas ao maior dos Ny ; , paral =1...n.
Ja para o nimero de linhas, nio é necessario ajustar dimensdes, pois para uma dada
saida [, todas as H; ,,, p = 1...m tém o mesmo nimero de linhas, igual ao horizonte de
predicdo da respectiva saida.
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