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computacional de estruturas aplicando o método dos elementos finitos. 
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para discretização, endereçamento de elementos, juntas e graus de 
liberdade. A interação com o meio é considerada por ações e restrições 
nos graus de liberdade das juntas. Quando indiretamente aplicadas no 
elemento, ações são tratadas como carregamentos nodais equivalentes. 
Formulados os elementos de treliça, viga e pórtico, apresenta soluções 
analíticas e computacionais de casos práticos com respectivos códigos em 
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recursos mobily e usando o Google colab.
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1. TRELIÇAS

1.1. INTRODUÇÃO  

A análise estrutural é um estudo de engenharia cujo objetivo é compreender o 
comportamento das estruturas admitindo hipóteses quanto às possíveis ações externas 
e às eventuais interações com o meio para simular condições de carregamentos e graus 
de liberdade compatíveis com a fenomenologia.  

Em geral, as estruturas são projetadas para resistir com considerável grau de se-
gurança a todas as solicitações, trabalhando com pequenas deformações e abaixo do 
limite de resistência dos materiais que a compõe. Admitem-se como válidas as seguin-
tes hipóteses:  

• da linearidade física para o comportamento mecânico dos materiais, ou seja,
os componentes da estrutura trabalham dentro do regime elástico linear,
sendo válida a Lei de Hooke;

• da linearidade geométrica para a estrutura, sendo considerados como muito
pequenos os deslocamentos de juntas de ligação e as deformações dos ele-
mentos estruturais.

1.2. A LEI DA ELASTICIDADE  

Conhecida também como Lei de Hooke, em homenagem ao cientista inglês Ro-
bert Hooke (1635-1705), assim foi definida: No regime elástico, a deformação sofrida 
por uma mola é diretamente proporcional à intensidade da força que a provoca. 

Seja F a força aplicada na extremidade livre de uma mola e U a deformação ob-
servada após a aplicação dessa força (Figura 1.1).  

i
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 10 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

Figura 1.1 Representação de uma mola deformada pela ação de uma força 

Estando a mola no regime elástico, haverá linearidade entre U e F, ou seja, o va-
lor numérico de U será proporcional ao de F. Assim, matematicamente a fenomenolo-
gia pode ser escrita pela equação (1.1): 𝑘.𝑈 = 𝐹   (1.1) 

em que k é a constante de proporcionalidade, também conhecida como constante de 
mola, conforme demonstrado pelo gráfico da Figura 1.2.  

Figura 1.2  Gráfico representativo da deformação de uma mola em função  
da força aplicada 

Uma vez que se trata da equação de uma reta que passa pela origem das posições, 
k representa o coeficiente angular nos termos da equação (1.2). tan∅ = 𝑘   (1.2) 

Esta relação de linearidade física é também aplicável a estruturas, o que será dis-
cutido adiante.  
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 11 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

1.3. ANALOGIA DE MOLA APLICADA A ESTRUTURAS RETICULADAS  

As estruturas reticuladas são aquelas passíveis de serem idealizadas como com-
postas por hastes interligadas entre si por juntas ou ao meio externo por vínculos. A 
junta de ligação entre elementos de uma estrutura também é denominada na literatura 
por nó. Hastes são componentes estruturais que contêm uma das dimensões significa-
tivamente maior que outras duas, portanto, graficamente representados pelo compri-
mento (dimensão maior) e pela linha de eixo do centro de gravidade. A Figura 1.3 
apresenta, à esquerda, alguns exemplos de componentes estruturais comumente con-
siderados como a haste, representada à direita. 

Figura 1.3 Componentes estruturais idealizados como haste 

Estes elementos interligados por juntas formam os diferentes tipos de estruturas 
reticuladas. As juntas de ligações podem ser rígidas, quando transmitem rotação entre 
os elementos, conforme apresentado na Figura 1.4(a), ou articuladas, quando não 
transmitem a rotação na conectividade, como na Figura 1.4(b). As juntas articuladas 
são denominadas rótulas. 

(a) (b)

Figura 1.4  Juntas de ligação entre hastes 
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 12 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

Estruturas reticuladas podem ser classificadas conforme características geomé-
tricas e são o tipo de junta mais comumente utilizado na construção.   

As treliças são estruturas reticuladas formadas por elementos de barras geome-
tricamente dispostas na forma de triângulos e interligadas por rótulas. Portanto, são 
formadas por elementos sensíveis apenas a esforços axiais, conforme pode ser visto na 
Figura 1.5(a), que apresenta o exemplo de uma treliça plana, e na Figura 1.5(b), uma 
treliça espacial. Estruturas de grande eficácia, as treliças são empregadas na construção 
de pontes, viadutos, torres de transmissão, guindastes, plataformas de exploração de 
petróleo e coberturas de galpão. Este conceito viabiliza a concepção de estruturas de 
grande rigidez com baixo consumo de materiais. 

     (b)      (a)   

Figura 1.5  Treliça plana e espacial 

As vigas são componentes estruturais lineares, dispostos em regra na horizontal, 
com ações principais tangenciais – carregamentos verticais, quando interligados, po-
dem ser por juntas rígidas ou em algumas situações articuladas, como é o caso das vigas 
Gerber. Os elementos de vigas são comumente investigados aos efeitos destas ações 
tangenciais aos quais são submetidos. Em virtude disso, os elementos de viga conside-
ram apenas os efeitos de rotações nas juntas e deslocamentos verticais, sendo despre-
zados os efeitos das cargas axiais. São aplicados em construção de pontes, passarelas, 
viadutos e para compor pavimentos de edificações. A Figura 1.6 apresenta o modelo 
estrutural de uma viga. 

i
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 13 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

Figura 1.6 Viga 

As grelhas são formações planas de elementos lineares concorrentes submetidos 
a ações transversais, conforme mostra a Figura 1.7. Além dos tradicionais efeitos per-
cebidos pelos elementos de vigas, ou seja, rotação e translação tangencial, os compo-
nentes de uma grelha também podem receber rotações axiais em virtude da rigidez 
conferida pelas juntas de interação. Assim, os elementos de grelha são sensíveis à trans-
lação tangencial, à rotação tangencial em direção paralela ao plano da grelha e às even-
tuais rotações axiais oriundas da torção.  

Figura 1.7  Grelha 

Na construção de edifícios, é comum o emprego de estruturas reticuladas tipo 
pórticos planos, como apresentado na Figura 1.8(a), e pórtico espacial, Figura 1.8(b). 
Tais estruturas são formadas por elementos de pórticos, sensíveis a esforços axiais, tan-
genciais e momentos, geometricamente dispostas em retângulos, normalmente inter-
ligadas por juntas rígidas.   

i
i

“grafica” — 2024/9/15 — 17:25 — page 13 — #13 i
i

i
i

i
i



 14 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

(a) (b)
Figura 1.8  Pórtico plano e espacial 

No geral, as estruturas convencionais são dimensionadas para trabalhar com pe-
quenas deformações, objetivando a manutenção da forma originária e do conforto ao 
usuário. Assim, para estruturas com tais características, viabiliza-se com conside-
rável grau de correspondência física a análise comportamental, considerando a                
analogia de mola. Desse modo, todos os elementos constituintes da estrutura são ana-
logamente considerados como molas interligadas por juntas. A Figura 1.9 apresenta a 
idealização de uma estrutura espacial reticulada usando essa analogia de mola. As 
juntas e os elementos estão numerados aleatoriamente de 1 a n, sendo as juntas 
representadas pelos círculos e os elementos, pelos quadrados.  

Por meio das juntas, ocorrem as interações da estrutura com o meio externo, 
pelas quais se aplicam as ações (cargas) e as restrições de movimentação das juntas 
(apoios). Assim, conhecendo-se a geometria, as propriedades físicas dos elementos 
componentes da estrutura, as ações e as restrições de movimento das juntas, definem-
se o domínio e as condições de contorno, viabilizando a solução da estrutura como um 
problema de valor de contorno. 

i
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 15 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

Figura 1.9  Idealização de uma estrutura aplicando a analogia de mola 

1.4. EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO PARA O ELEMENTO  

Considere o elemento de mola idealizado, posicionado na direção horizontal e 
interligado a duas juntas, sendo j a junta avante, e i a junta à ré, conforme apresentado 
na Figura 1.10.  

Se aplicarmos simultaneamente sobre as juntas duas forças horizontais, sendo 
Fi < Fj, por conseguinte ocorrerão deslocamentos Ui < Uj e a mola sofrerá distensão, 
conforme apresenta a Figura 1.11.  

Figura 1.10  Elemento de mola em repouso 
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 16 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

Figura 1.11  Elemento de mola submetido à ação de forças horizontais aplicadas nas juntas 

Essa distensão faz o elemento de mola reagir no sentido oposto para neutralizar 
as ações externas e assegurar o equilíbrio. Sendo Fm a força exercida pela mola, con-
forme apresenta a Figura 1.12, e retornando na equação (1.1), como 𝑈 = 𝑈 − 𝑈  e 𝐹 = 𝐹, tem-se que: 𝑘. ൫𝑈 − 𝑈൯ = 𝐹  (1.3) 

Figura 1.12  Forças exercidas nas juntas 

O equilíbrio do elemento é obtido mediante equilíbrio simultâneo dos graus de 
liberdade vinculados às juntas i e j. Assim, considerando o somatório das forças verti-
cais horizontais (direção de Z) iguais a zero, tem-se: 

൜  junta 𝑖:  𝐹 + 𝐹 = 0 junta 𝑗:  𝐹 − 𝐹 = 0൜ − 𝐹 =  𝐹  + 𝐹 =   𝐹ቊ− 𝑘. ൫𝑈 − 𝑈൯ =  𝐹+ 𝑘. ൫𝑈 − 𝑈൯ =  𝐹൜ + 𝑘.𝑈 −  𝑘.𝑈 = 𝐹 − 𝑘.𝑈 +  𝑘.𝑈 = 𝐹ቂ+𝑘 −𝑘−𝑘 +𝑘ቃ . ൜𝑈𝑈ൠ = ൜𝐹𝐹ൠ   (1.4) 
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 17 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

A equação matricial (1.4) pode ser utilizada também de forma análoga para ob-
ter o equilíbrio de quaisquer elementos, ainda que possuam mais graus de liberdade do 
que o elemento de mola ora estudado. Isso porque os graus de liberdade i e j vinculados 
aos nós avante e à ré podem variar de 1 a n. É comumente apresentada de forma matri-
cial simplificada ou indicial, conforme a equação (1.5), uma vez que possui amplo em-
prego na solução de problemas estruturais mediante implementação computacional.  

ሾ𝐾ሿ. ሼ𝑈ሽ = ሼ𝐹ሽ     ou     𝑘𝑈 = 𝐹          (1.5) 

Assim, define-se a equação de equilíbrio nas formas anteriores apresentadas, em 
que ሼ𝑈ሽ = 𝑈  e ሼ𝐹ሽ = 𝐹 correspondem aos vetores de deslocamentos e de forças nas 
juntas, os quais correlacionam os graus de liberdade por meio de ሾ𝐾ሿ =  𝑘 , que é 
definida como matriz de rigidez. Desse modo, define-se a equação de equilíbrio aplicá-
vel a qualquer elemento do qual se conheça a rigidez ሾ𝐾ሿ, que para o elemento de mola 
idealizado é apresentada pela equação (1.6). 

𝑘 = ሾ𝑘ሿ = ቂ+𝑘 −𝑘−𝑘 +𝑘ቃ  (1.6) 

1.5. MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O ELEMENTO DE BARRA COM DOIS 
GRAUS DE LIBERDADE  

1.5.1. Método da rigidez direta  

Considere o elemento de barra indeformado e deformado após a aplicação de 
forças nas juntas, em condições análogas às do elemento de mola apresentado, con-
forme as Figuras 1.13 e 1.14.  

Figura 1.13  Elemento de barra indeformado 
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 18 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

Figura 1.14  Elemento de barra submetido à ação de forças horizontais    
aplicadas nas juntas 

Por outro lado, para este elemento de barra, a rigidez k pode ser perfeitamente 
determinada pela teoria da elasticidade. Assim, considere a Figura 1.15, que apresenta 
uma barra em lugar de uma mola sob a ação de uma força axial F. Considere como 
válida a hipótese de linearidade física estabelecida pela lei de Hooke conforme apre-
sentado pelo gráfico da Figura 1.16, em que a tensão axial 𝜎 é proporcional à deforma-
ção unitária 𝜀. 

Figura 1.15  Elemento de barra submetido à ação de uma força horizontal 

Figura 1.16  Relação tensão-deformação 
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 19 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

A equação (1.7) corresponde ao gráfico apresentado na Figura 1.16, sendo o pa-
râmetro E corresponde ao módulo de elasticidade do material também conhecido por 
módulo de Young – razão de proporcionalidade entre a variação da tensão e a variação 
da deformação unitária.  

𝜎 = 𝐸. 𝜀   (1.7) 

Considere que o elemento de barra apresentado pela Figura 1.15 possui compri-
mento L, área da seção transversal A e sofrerá pela ação de uma força F uma deforma-
ção ∆𝐿 de mesmo valor que deslocamento U da junta da extremidade da barra. Sendo 
a tensão axial 𝜎 a relação entre a força F e a área A, conforme dispõe a equação (1.8), e 
a deformação unitária 𝜀, a relação entre a deformação ∆𝐿 e o comprimento L, apresen-
tado na equação (1.9), é possível determinar, retornando na equação (1.7), a constante 
de mola k do elemento de barra estudado, desenvolvendo a equação (1.10). 

𝜎 =  ி    (1.8) 𝜀 =   ∆    (1.9) ி =  𝐸  ∆       (1.10) 

É possível, então, determinar a constante de mola k, da equação (1.1) em termos 
das demais constantes: modulo de elasticidade, área da seção transversal, compri-
mento do elemento. 

ா. .𝑈 = 𝐹             (1.11) 

Portanto, define-se k para o elemento de barra conforme a equação (1.12).  

𝑘 =  ா.       (1.12) 

Retornando o valor de k para a equação (1.4), chega-se a equação matricial 
(1.13) de equilíbrio para o elemento de barra.  

i
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 20 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

+ ா. − ா.− ா. + ா.  . ൜𝑈𝑈ൠ = ൜𝐹𝐹ൠ     (1.13) 

Nesse caso, 𝑘 = ሾ𝑘ሿ = ሾ𝐾ሿ é definida como matriz de rigidez, que, para o 
elemento de barra, pode ser apresentada pela equação (1.14): 

ሾ𝐾ሿ = + ா. − ா.− ா. + ா.       (1.14) 

1.5.2. Formulação do elemento de barra aplicado nas treliças pelo método dos 
elementos finitos  

Os deslocamentos nodais são determinados pelo método dos elementos finitos, 
considerando um elemento de barra bidimensional, composto por dois nós i e j, sensí-
vel apenas a esforços e deformações axiais, seja de tração ou compressão. É conhecido 
o comprimento L do elemento e o endereçamento nodal, sendo j o índice do nó avante 
e i o índice do nó à ré. Conforme apresentado na Figura 1.17, ambos os nós terão seus
deslocamentos horizontais u correlatos com a deformação do elemento, o qual res-
ponde fisicamente apenas na referida direção longitudinal ao comprimento L e normal 
à seção transversal da barra.

Figura 1.17  Elemento finito de barra de comprimento L e dois graus de liberdade 
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 21 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

1.5.2.1. Determinação do campo de deslocamentos 

O campo de deslocamentos de cada elemento é aproximado pelas funções de in-
terpolação polinomiais de primeiro grau, sendo 𝛼ଵ e 𝛼ଶ constantes da função que repre-
sentam, respectivamente, os coeficientes linear e angular da função de interpolação.   𝑢ሺ𝑧ሻ = 𝛼ଵ + 𝛼ଶ𝑧         (1.15) 

Aplicando o método dos elementos finitos, pode-se então determinar os deslo-
camentos nodais no interior do elemento, representados pelo vetor ሼ𝑢ሽ, por aproxi-
mação pela multiplicação da matriz de interpolação do elementoሾ𝑁ሿ pelo vetor ሼ𝛿ሽ que guarda como parâmetros nodais – deslocamentos dos nós do sistema vincu-
lados ao elemento. Assim, escrevendo no formato indicial, tem-se a seguinte equação 
matricial: 

ሼ𝑢ሽ = ሾ𝑁ሿ ሼ𝛿ሽ                   (1.16) 

Portanto, é possível escrever a função dos deslocamentos da matriz de interpo-
lação e do vetor de parâmetros nodais. 

𝑢ሺ𝑧ሻ = 𝑁𝑢 + 𝑁𝑢 = ሾ𝑁 𝑁ሿ ቂ𝑢𝑢ቃ (1.17) 

As funções 𝑁  e 𝑁  de forma do elemento são retas que possuem valor unitário 
no nó de mesmo índice e zero no nó oposto, sendo escritas em função de z e L, con-
forme apresentado pelos gráficos da Figura 1.18.  
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 22 Delgado Júnior, Ferreira, Xavier e Castro

Figura 1.18  Função 𝑁 e 𝑁 de forma para o elemento nos nós i e j, respectivamente 

As equações de interpolação do primeiro grau podem ser extraídas dos gráfi-
cos anteriormente apresentados de forma direta por meio da simples semelhança 
de triângulo. 

𝑁 =  ௭ೕି௭ , 𝑁 =  ି௭ା௭ (1.18) 

Adotando como origem para as coordenadas locais o nó i, assim 𝑧 = 0 e 𝑧 = 𝐿, 
é possível reescrever as funções.  

𝑁 = 1 −  ௭ , 𝑁 =  ௭                 (1.19) 

Reescrevendo a matriz de interpolação nos termos de z e L.  

ሾ𝑁ሿ = ൣ1 −  ௭ ௭൧ (1.20) 
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 23 ANÁLISE ESTRUTURAL APLICADA 

1.5.2.2. Equações constitutivas  

Considera-se que o material possui comportamento elástico e linear, sendo vá-
lida a lei de Hooke, escrita de forma indicial, em que o tensor de tensões se relaciona 
linearmente com o tensor de deformações por meio do tensor 𝐶 de quarta ordem, 
que representa fisicamente a matriz de elasticidade.  

𝜎 = 𝐶𝜀  (1.21) 

Sendo os materiais supostamente homogêneos e isotópicos, e o tensor de ten-
sões de Cauchy um tensor simétrico (𝜎 = 𝜎), as componentes da tensão se redu-
zem a seis, viabilizando a simplificação da equação tensorial para a equação matricial.  

ሼ𝜎ሽ = ሾ𝐶ሿ . ሼ𝜀ሽ   (1.22) 

Trata-se de um problema de valor de contorno, em que os deslocamentos dos 
nós dos elementos finitos que integram o sistema correspondem às deformações inter-
nas sofridas pelo elemento. Dessa maneira, retornando em (1.16), nos termos da equa-
ção constitutiva dada pela lei de Hooke, uma vez que é conhecida a relação ሼ𝜀ሽ =ሾ𝜕ሿ ሼ𝑢ሽ, pode-se perfeitamente obter a correlação entre as deformações internas e os 
deslocamentos nodais. 

ሼ𝜀ሽ = ሾ𝜕ሿሾ𝑁ሿ ሼ𝛿ሽ            (1.23)  

Seja, portanto, definida a matriz de deformação do elemento ሾ𝐵ሿ dada por: 

ሾ𝐵ሿ = ሾ𝜕ሿሾ𝑁ሿ  (1.24)  

Retornando à equação (1.23), tem-se:   

ሼ𝜀ሽ = ሾ𝐵ሿ. ሼ𝛿ሽ   (1.25) 
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A matriz de deformação ሾ𝐵ሿ pode ser perfeitamente definida, posto que ሼ𝜀ሽ =ሾ𝜕ሿ ሼ𝑢ሽ, sendo o operador ሾ𝜕ሿ dado por: 

ሾ𝜕ሿ =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ డడ௫ 0 00 డడ௬ 00 0 డడ௭డడ௬ డడ௫ 00 డడ௭ డడ௬డడ௭ 0 డడ௫⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎤
                   (1.26) 

Nesse caso, por se tratar de deslocamentos e deformações na direção do eixo 
do elemento, atribuído a este a letra z, o operador se resume simplesmente à deri-
vada total. 

ሾ𝜕ሿ  =  ௗௗ௭  (1.27) 

Define-se a matriz de deformação do elemento ሾ𝐵ሿ por meio da diferenciação 
da equação (1.20).  ሾ𝐵ሿ = ௗௗ௭  ሾ𝑁ሿ  (1.28) ሾ𝐵ሿ = ௗௗ௭ ൣ1 −  ௭ ௭൧  (1.29) ሾ𝐵ሿ = ቂ−  ଵ ଵቃ  (1.30) 

1.5.2.3. Teorema dos trabalhos virtuais – condições de equilíbrio 

As condições para equilíbrio do sistema composto pelos elementos são então 
verificadas pela aplicação do teorema dos trabalhos virtuais, que considera como nula 
a soma dos trabalhos 𝑊 realizados pelas forças externas ሼ𝐹ሽ durante os deslocamen-
tos virtuais ሼ𝛿∗ሽ 𝑒 ሼ𝑢∗ሽ com os trabalhos internos 𝑊 realizados pelas tensões ሼ𝜎ሽ du-
rante as deformações virtuais ሼ𝜀∗ሽ.  
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