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1. TRELICAS

1.1.INTRODUCAO

A andlise estrutural é um estudo de engenharia cujo objetivo é compreender o
comportamento das estruturas admitindo hipdteses quanto as possiveis agoes externas
e as eventuais interagdes com o meio para simular condig¢des de carregamentos e graus
de liberdade compativeis com a fenomenologia.

Em geral, as estruturas sao projetadas para resistir com consideravel grau de se-
guranga a todas as solicitagdes, trabalhando com pequenas deformagées e abaixo do
limite de resisténcia dos materiais que a compde. Admitem-se como validas as seguin-
tes hipoteses:

e dalinearidade fisica para o comportamento mecénico dos materiais, ou seja,
os componentes da estrutura trabalham dentro do regime elastico linear,
sendo vélida a Lei de Hooke;

¢ dalinearidade geométrica para a estrutura, sendo considerados como muito
pequenos os deslocamentos de juntas de ligagao e as deformagdes dos ele-

mentos estruturais.

1.2.A LEI DA ELASTICIDADE

Conhecida também como Lei de Hooke, em homenagem ao cientista inglés Ro-
bert Hooke (1635-1705), assim foi definida: No regime eldstico, a deformagdo sofrida
por uma mola é diretamente proporcional a intensidade da for¢a que a provoca.

Seja F a forga aplicada na extremidade livre de uma mola e U a deformacao ob-

servada apés a aplicagdo dessa forca (Figura 1.1).
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Figura 1.1 Representacio de uma mola deformada pela acdo de uma forca

Estando a mola no regime eldstico, havera linearidade entre U e F, ou seja, o va-
lor numérico de U serd proporcional ao de F. Assim, matematicamente a fenomenolo-

gia pode ser escrita pela equagao (1.1):

k.U=F (1.1)

em que k é a constante de proporcionalidade, também conhecida como constante de

mola, conforme demonstrado pelo grafico da Figura 1.2.

0 U

Figura 1.2 Grafico representativo da deformagdo de uma mola em fungéo
da forca aplicada

Uma vez que se trata da equagao de uma reta que passa pela origem das posigoes,
k representa o coeficiente angular nos termos da equacgao (1.2).
tan@ =k (1.2)

Esta relagao de linearidade fisica é também aplicavel a estruturas, o que sera dis-

cutido adiante.
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1.3.ANALOGIA DE MOLA APLICADA A ESTRUTURAS RETICULADAS

As estruturas reticuladas s3o aquelas passiveis de serem idealizadas como com-
postas por hastes interligadas entre si por juntas ou ao meio externo por vinculos. A
junta de ligacao entre elementos de uma estrutura também é denominada na literatura
por né. Hastes sio componentes estruturais que contém uma das dimensoes significa-
tivamente maior que outras duas, portanto, graficamente representados pelo compri-
mento (dimensio maior) e pela linha de eixo do centro de gravidade. A Figura 1.3
apresenta, a esquerda, alguns exemplos de componentes estruturais comumente con-

siderados como a haste, representada a direita.

largura

Figura 1.3 Componentes estruturais idealizados como haste

Estes elementos interligados por juntas formam os diferentes tipos de estruturas
reticuladas. As juntas de ligagdes podem ser rigidas, quando transmitem rotagao entre
os elementos, conforme apresentado na Figura 1.4(a), ou articuladas, quando nao
transmitem a rotagdo na conectividade, como na Figura 1.4(b). As juntas articuladas

sio denominadas rétulas.
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(b)

Figura 1.4 Juntas de ligagao entre hastes
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Estruturas reticuladas podem ser classificadas conforme caracteristicas geomé-
tricas e sao o tipo de junta mais comumente utilizado na construgao.

As treligas sao estruturas reticuladas formadas por elementos de barras geome-
tricamente dispostas na forma de tridngulos e interligadas por rétulas. Portanto, sao
formadas por elementos sensiveis apenas a esforgos axiais, conforme pode ser visto na
Figura 1.5(a), que apresenta o exemplo de uma treli¢a plana, e na Figura 1.5(b), uma
treliga espacial. Estruturas de grande eficicia, as trelicas sao empregadas na construgao
de pontes, viadutos, torres de transmissao, guindastes, plataformas de exploragao de
petroleo e coberturas de galpao. Este conceito viabiliza a concepgao de estruturas de

grande rigidez com baixo consumo de materiais.

(a) (b)
Figura 1.5 Trelica plana e espacial

As vigas sao componentes estruturais lineares, dispostos em regra na horizontal,
com agOes principais tangenciais — carregamentos verticais, quando interligados, po-
dem ser por juntas rigidas ou em algumas situagdes articuladas, como é o caso das vigas
Gerber. Os elementos de vigas sio comumente investigados aos efeitos destas agoes
tangenciais aos quais sao submetidos. Em virtude disso, os elementos de viga conside-
ram apenas os efeitos de rotagdes nas juntas e deslocamentos verticais, sendo despre-
zados os efeitos das cargas axiais. Sao aplicados em construcio de pontes, passarelas,
viadutos e para compor pavimentos de edificagdes. A Figura 1.6 apresenta o modelo

estrutural de uma viga.
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Figura 1.6 Viga

L 2

As grelhas sao formagoes planas de elementos lineares concorrentes submetidos
a agOes transversais, conforme mostra a Figura 1.7. Além dos tradicionais efeitos per-
cebidos pelos elementos de vigas, ou seja, rotagao e translagao tangencial, os compo-
nentes de uma grelha também podem receber rotagoes axiais em virtude da rigidez
conferida pelas juntas de interagao. Assim, os elementos de grelha sao sensiveis a trans-
lagao tangencial, a rotagao tangencial em dire¢ao paralela ao plano da grelha e as even-

tuais rotagoes axiais oriundas da tor¢ao.

LS

Figura 1.7 Grelha

Na construgao de edificios, ¢ comum o emprego de estruturas reticuladas tipo
porticos planos, como apresentado na Figura 1.8(a), e pértico espacial, Figura 1.8(b).
Tais estruturas sdo formadas por elementos de porticos, sensiveis a esfor¢os axiais, tan-
genciais e momentos, geometricamente dispostas em retingulos, normalmente inter-

ligadas por juntas rigidas.

13
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A 77 A 7 7

(a) (b)

Figura 1.8 Poértico plano e espacial

No geral, as estruturas convencionais sio dimensionadas para trabalhar com pe-
quenas deformagdes, objetivando a manutengao da forma originéria e do conforto ao
usudrio. Assim, para estruturas com tais caracteristicas, viabiliza-se com conside-
ravel grau de correspondéncia fisica a andlise comportamental, considerando a
analogia de mola. Desse modo, todos os elementos constituintes da estrutura sao ana-
logamente considerados como molas interligadas por juntas. A Figura 1.9 apresenta a
idealizagao de uma estrutura espacial reticulada usando essa analogia de mola. As
juntas e os elementos estao numerados aleatoriamente de 1 a n, sendo as juntas
representadas pelos circulos e os elementos, pelos quadrados.

Por meio das juntas, ocorrem as intera¢des da estrutura com o meio externo,
pelas quais se aplicam as agdes (cargas) e as restri¢des de movimentagdo das juntas
(apoios). Assim, conhecendo-se a geometria, as propriedades fisicas dos elementos
componentes da estrutura, as acoes e as restri¢coes de movimento das juntas, definem-
se o dominio e as condi¢des de contorno, viabilizando a solu¢io da estrutura como um

problema de valor de contorno.
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X

Figura 1.9 Idealizacao de uma estrutura aplicando a analogia de mola

1.4.EQUACOES DE EQUILIBRIO PARA O ELEMENTO
Considere o elemento de mola idealizado, posicionado na diregao horizontal e
interligado a duas juntas, sendo j a junta avante, e i a junta a ré, conforme apresentado

na Figura 1.10.
Se aplicarmos simultaneamente sobre as juntas duas forgas horizontais, sendo

F; < F;, por conseguinte ocorrerao deslocamentos U; < Uj e a mola sofrera distensao,

conforme apresenta a Figura 1.11.

;o ////-\\\
[ — YT YA Van J //\
N~

N / \\/\/\/\/\/\/\/
N NIV YV

Figura 1.10 Elemento de mola em repouso
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U; Uj
Figura 1.11 Elemento de mola submetido a acao de forcas horizontais aplicadas nas juntas

Essa distensao faz o elemento de mola reagir no sentido oposto para neutralizar
as agoes externas e assegurar o equilibrio. Sendo Fy, a forga exercida pela mola, con-
forme apresenta a Figura 1.12, e retornando na equagio (1.1), como U = U; — U; e

F = F,,, tem-se que:

k.(U;—U;) =Fy (1.3)

Py ey L P

Figura 1.12 Forgas exercidas nas juntas

Z

O equilibrio do elemento é obtido mediante equilibrio simultdneo dos graus de
liberdade vinculados as juntas i e j. Assim, considerando o somatdrio das forgas verti-
cais horizontais (dire¢ao de Z) iguais a zero, tem-se:

juntai: F; +F, =0
juntaj: F; —F, =0

+k (U;—U;) = F

+kU—kU—ﬂ
k.U + k.U =F;

k+k{}=g} (1.4)

{
[vr
{ k@l—u)_P;
-
M
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A equagio matricial (1.4) pode ser utilizada também de forma analoga para ob-
ter o equilibrio de quaisquer elementos, ainda que possuam mais graus de liberdade do
que o elemento de mola ora estudado. Isso porque os graus de liberdade i e j vinculados
aos nés avante e a ré podem variar de 1 a n. E comumente apresentada de forma matri-
cial simplificada ou indicial, conforme a equagio (1.5), uma vez que possui amplo em-

prego na solugao de problemas estruturais mediante implementagao computacional.

[K].{U}={F} ou kU =F (1.5)

Assim, define-se a equagao de equilibrio nas formas anteriores apresentadas, em
que{U}=U ;e {F} = F; correspondem aos vetores de deslocamentos e de forgas nas
juntas, os quais correlacionam os graus de liberdade por meio de [K] = k;j, que é
definida como matriz de rigidez. Desse modo, define-se a equagao de equilibrio aplica-
vel a qualquer elemento do qual se conheca arigidez [K], que para o elemento de mola

idealizado é apresentada pela equagdo (1.6).

1tk —k

1.5. MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O ELEMENTO DE BARRA COM DOIS
GRAUS DE LIBERDADE

1.5.1. Método da rigidez direta

Considere o elemento de barra indeformado e deformado ap6s a aplicagao de
forgas nas juntas, em condigdes analogas as do elemento de mola apresentado, con-

forme as Figuras 1.13 e 1.14.

. =N

\
~ // ~ //

- - Z

Figura 1.13 Elemento de barra indeformado
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Ui Uj

Figura 1.14 Elemento de barra submetido a agao de forcas horizontais
aplicadas nas juntas

Por outro lado, para este elemento de barra, a rigidez k pode ser perfeitamente
determinada pela teoria da elasticidade. Assim, considere a Figura 1.15, que apresenta
uma barra em lugar de uma mola sob a a¢do de uma forga axial F. Considere como
vélida a hipdtese de linearidade fisica estabelecida pela lei de Hooke conforme apre-
sentado pelo grafico da Figura 1.16, em que a tensao axial 0 é proporcional a deforma-

¢ao unitaria &.

L AL

Figura 1.15 Elemento de barra submetido a acao de uma forca horizontal

0 £

Figura 1.16 Relagao tensdo-deformagao
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A equacio (1.7) corresponde ao grafico apresentado na Figura 1.16, sendo o pa-
rametro E corresponde a0 mddulo de elasticidade do material também conhecido por
modulo de Young — razao de proporcionalidade entre a variagao da tensao e a variagao

da deformagao unitdria.
oc=E.c¢ (1.7)

Considere que o elemento de barra apresentado pela Figura 1.15 possui compri-
mento L, drea da secao transversal A e sofrera pela agao de uma for¢a F uma deforma-
¢ao AL de mesmo valor que deslocamento U da junta da extremidade da barra. Sendo
a tensio axial 0 arelagdo entre a forga F e a drea A, conforme dispde a equagio (1.8), e
a deformagao unitdria &, arelagao entre a deformagao AL e o comprimento L, apresen-
tado na equagio (1.9), é possivel determinar, retornando na equagio (1.7), a constante

de mola k do elemento de barra estudado, desenvolvendo a equagio (1.10).

F
o = Z (1.8)
AL
e= = (1.9)
F AL
~=E = (1.10)

E possivel, entao, determinar a constante de mola k, da equagao (1.1) em termos
das demais constantes: modulo de elasticidade, drea da secio transversal, compri-

mento do elemento.

T U=F (1.11)
Portanto, define-se k para o elemento de barra conforme a equagio (1.12).
EA

k = — (1.12)

Retornando o valor de k para a equagdo (1.4), chega-se a equagio matricial

(1.13) de equilibrio para o elemento de barra.

19
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E.A E.A
T T {Ui} {Fi}

B ety (1.13)
U UL

Nesse caso, k;; = [k] = [K.] é definida como matriz de rigidez, que, para o

elemento de barra, pode ser apresentada pela equagao (1.14):

EA E.A
T T
[Kel=| g4 Ea (1.14)

1.5.2. Formulagao do elemento de barra aplicado nas trelicas pelo método dos
elementos finitos

Os deslocamentos nodais sao determinados pelo método dos elementos finitos,
considerando um elemento de barra bidimensional, composto por dois nds i e j, sensi-
vel apenas a esforcos e deformacdes axiais, seja de tragao ou compressio. E conhecido
o comprimento L do elemento e o enderecamento nodal, sendo j o indice do né6 avante
eioindice doné aré. Conforme apresentado na Figura 1.17, ambos os nds terao seus
deslocamentos horizontais u correlatos com a deformagao do elemento, o qual res-
ponde fisicamente apenas na referida dire¢ao longitudinal ao comprimento L e normal

a secdo transversal da barra.

i Yi  Elemento j
- — - b D—-—>

0 L z

Figura 1.17 Elemento finito de barra de comprimento L e dois graus de liberdade
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1.5.2.1. Determinagdo do campo de deslocamentos

O campo de deslocamentos de cada elemento ¢ aproximado pelas fungoes de in-
terpolagao polinomiais de primeiro grau, sendo a4 e @, constantes da fungao que repre-

sentam, respectivamente, os coeficientes linear e angular da fungao de interpolagao.
u(z) =a, + a,z (1.15)

Aplicando o método dos elementos finitos, pode-se entao determinar os deslo-
camentos nodais no interior do elemento, representados pelo vetor {u,}, por aproxi-
magio pela multiplicagio da matriz de interpolagio do elemento[N,] pelo vetor
{3} que guarda como pardmetros nodais — deslocamentos dos nés do sistema vincu-
lados ao elemento. Assim, escrevendo no formato indicial, tem-se a seguinte equagao

matricial:

{ue} = [N] {6.} (1.16)

Portanto, é possivel escrever a fun¢ao dos deslocamentos da matriz de interpo-

lagao e do vetor de pardmetros nodais.

Uj

Uj
u(z) = Nju; + Nyu; = [Ni - Nj] ] (1.17)
As fungoes N; e N;j de forma do elemento sao retas que possuem valor unitdrio
no né de mesmo indice e zero no nd oposto, sendo escritas em fun¢ao de z e L, con-

forme apresentado pelos gréficos da Figura 1.18.
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Ni
i N;(2) \J
Zi =0 Elemento Zj =L z
z
Nj
N(L)= 1
\
/
\
i Nj(z) L
Py
z;= 0 Elemento Zj =L z
z

Figura 1.18 Funcao N; e N; de forma para o elemento nos nos i e j, respectivamente

As equagoes de interpolagao do primeiro grau podem ser extraidas dos grafi-
cos anteriormente apresentados de forma direta por meio da simples semelhanga

de triangulo.

Zj—Z
L

—Zitz

Ni: L

N = (1.18)

Adotando como origem para as coordenadas locais ond i, assim z; = O e z; = L,

é possivel reescrever as fungdes.
(1.19)

Reescrevendo a matriz de interpolagao nos termos de z e L.

z V4

Nl=[1—-7 7 (1.20)
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1.5.2.2. Equagoes constitutivas

Considera-se que o material possui comportamento elastico e linear, sendo vé-
lida a lei de Hooke, escrita de forma indicial, em que o tensor de tensdes se relaciona
linearmente com o tensor de deformagdes por meio do tensor Cjjy; de quarta ordem,

que representa fisicamente a matriz de elasticidade.

0ij = Cijri€nl (1.21)

Sendo os materiais supostamente homogéneos e isotdpicos, e o tensor de ten-
sdes de Cauchy um tensor simétrico (0;; = 0j;), as componentes da tensio se redu-

zem a seis, viabilizando a simplificagdao da equagao tensorial para a equagao matricial.

{o}i = [C]ij.-{e}; (1.22)

Trata-se de um problema de valor de contorno, em que os deslocamentos dos
nds dos elementos finitos que integram o sistema correspondem as deformagoes inter-
nas sofridas pelo elemento. Dessa maneira, retornando em (1.16), nos termos da equa-
¢ao constitutiva dada pela lei de Hooke, uma vez que ¢ conhecida a relagao {€} =
[0] {u}, pode-se perfeitamente obter a correlagio entre as deformagdes internas e os

deslocamentos nodais.

{ee} = [0][N,] {8} (1.23)

Seja, portanto, definida a matriz de deformacio do elemento [B,] dada por:

[Be] = [0][Ne] (1.24)

Retornando a equacio (1.23), tem-se:

{Se} = [Be]-{6e} (1.25)
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A matriz de deformagio [B,] pode ser perfeitamente definida, posto que {¢} =
[0] {u}, sendo o operador [@] dado por:

_a -
o 0 0
a
0 F 0
0 0 %
Bl=|, , : (1.26)
ay ox
a 9
9 9
-0z dx-

Nesse caso, por se tratar de deslocamentos e deformagdes na diregao do eixo

do elemento, atribuido a este a letra z, o operador se resume simplesmente a deri-
vada total.

— (1.27)

Define-se a matriz de deformagio do elemento [B,] por meio da diferenciagio
da equacio (1.20).

d
[B.] = E [Ne] (1.28)
(Bl ==[1-7 7] (1.29)
11
5. [ Pl (1:30)
1.5.2.3. Teorema dos trabalhos virtuais — condi¢ées de equilibrio

As condi¢des para equilibrio do sistema composto pelos elementos siao entao
verificadas pela aplicagao do teorema dos trabalhos virtuais, que considera como nula
a soma dos trabalhos W, realizados pelas forcas externas {F,} durante os deslocamen-

tos virtuais {0, } e {u3} com os trabalhos internos W; realizados pelas tensées {0’} du-

rante as deformagées virtuais {&, }.
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python. Possibilita que o leitor resolva estruturas langando méo dos
recursos mobily e usando o Google colab.
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