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Nota da edicao

Décadas atrds, ndo tive a dimensao do inusitado encontro. O prof. Dr. Marcus Vinicius
Midena Ramos aproximou-se, entregando-me um texto que dizia ser do meu interesse a res-
peito do paradigma de programagdo orientado a objetos. Iniciava-se uma relacdo que se
transformou em uma grande amizade e da qual muito aprendi em diversos campos de conhe-
cimento. Esta obra me faz perceber que sempre existe um amplo e espetacular caminho para
novos espacos de aprendizagem com esse brilhante e genial amigo, docente e pesquisador.

Este livro apresenta uma abordagem clara, rigorosa e acessivel aos pilares conceituais da
Ciéncia da Computagdo. Voltada tanto para estudantes de graduacdo quanto para pesquisa-
dores e profissionais da drea, a obra explora os fundamentos tedricos que sustentam o fun-
cionamento dos sistemas computacionais contemporaneos. Os principais topicos abordados
incluem: interconexio entre programas e maquinas; uma ampla e inovadora apresentacio
de maquinas universais, contextualizando as questdes de decidibilidade e complexidade no
tempo; e por fim uma discussdo sobre o cdlculo lambda néo tipado.

A estrutura do livro reflete uma trajetéria construtiva muito interessante, que pode ser vi-
sualizada em trés partes. A primeira estabelece a nocdo de programa de computador como
ponto de inicio para a organizacdo de operacdes e testes que devem ser executados por uma
mdaquina com comportamento sequencial. Tal maquina, por sua vez, assume uma forma abs-
trata nesta obra, caracterizando-se por apresentar uma memoria capaz de ler e devolver dados,
além de atribuir significado para cada ocorréncia de identificador, seja de operagdo, seja de
teste em um programa. Com isso, o autor prepara o terreno para discorrer a respeito de algo-
ritmos e maquinas universais, nicleos fundamentais da Teoria da Computacio cldssica. Na
segunda parte, duas importantissimas questdes sdo discutidas: a decidibilidade (problemas
cujas respostas correspondem a SIM ou NAO) e a complexidade, no tempo, para as solugdes
de problemas decidiveis (tempo necessdrio para que a maquina execute o algoritmo). A ter-
ceira parte oferece uma via alternativa para a representacio de computacdes que ndo seja por
meio de maquinas; trata-se do Célculo Lambda (nfo tipado), fundamentado no conceito de
funcdo matematica.

O diferencial do livro estd em sua abordagem pedagégica: cada conceito € ilustrado com
exemplos préticos, exercicios originais, sem descuidar do rigor matematico, esperado em um
texto desta natureza. Além disso, observa-se a preocupagdo em incorporar discussdes histori-
cas sobre os pensadores que moldaram a teoria, enriquecendo intelectualmente o contetido.
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Em termos de motiva¢do, muito se pode descrever. Entendo que se trata de um livro essen-
cial para quem deseja compreender ndo apenas “como” os computadores funcionam, mas “o
que” eles podem ou ndo fazer. Em uma era dominada por algoritmos, inteligéncia artificial e
sistemas cada vez mais complexos, torna-se fundamental refletir sobre os limites inerentes a
computacdo. A Teoria da Computacdo cldssica ndo € apenas um campo académico abstrato;
ela fornece as ferramentas conceituais para identificar problemas que ndo possuem solucdo
algoritmica, prever o custo computacional de solucdes e projetar sistemas mais eficientes e
Seguros.

Leitores de areas como Ciéncia da Computacdo, Matemadtica, Engenharia de Software e
Inteligéncia Artificial encontrardo neste livro uma base sélida para decisdes técnicas infor-
madas. Por exemplo, ao desenvolver um novo algoritmo, saber se o problema subjacente é
NP-completo pode poupar meses de esfor¢o infrutifero. Da mesma forma, compreender o
que ¢ decidivel ajuda a evitar a implementagdo de sistemas que, por natureza, ndo podem
funcionar corretamente em todos os casos.

Além disso, o livro enfrenta o crescente desconhecimento dos fundamentos tedricos entre
profissionais da tecnologia. Muitos programadores utilizam recursos poderosos sem entender
os principios que os sustentam. Este texto busca preencher essa lacuna, promovendo uma
formag@o mais profunda, critica e rigorosa. Ele também é valioso para professores, pois
oferece uma estrutura clara e atualizada para cursos de teoria da computag@o, com sugestdes
de atividades, projetos e discussdes em sala de aula.

A longa convivéncia com o autor me fez desenvolver o hdbito do pensamento formal, uma
das marcas presentes nesta memoravel obra. Porém, algo me chamou a atencdo e ouso com-
partilhar neste momento. Fui surpreendido pela inesperada estratégia de apresentar um as-
sunto tdo complexo de forma inédita. Para ilustrar a minha percepg¢ao, recordo o conceito de
programa que, para ser concebido, leva a nocdo de paradigma, de linguagem de programacio,
culminando com as caracteristicas que uma maquina de execucao deve apresentar. A coerente
sequéncia de temas estimula o pensamento 16gico e a capacidade de abstracdo, habilidades
cada vez mais escassas, entretanto, indispensaveis em um mundo tecnolégico acelerado. Ao
ler esta obra, ndo se aprende apenas conceitos técnicos, mas desenvolve-se uma mentalidade
cientifica capaz de questionar, analisar e inovar, efetivamente.

Por fim, o livro inclui um apéndice com respostas comentadas dos exercicios, um glossa-
rio de termos técnicos e um indice remissivo. Esses recursos tornam a obra autocontida e
adequada tanto para estudo individual quanto para uso em sala de aula.

Para encerrar, Teoria da computacdo é mais do que um livro-texto: € um convite a re-
flex@o profunda sobre os fundamentos da computagdo. Ao combinar rigor matematico com
clareza expositiva e relevancia pritica, ele se consolida como uma referéncia indispensavel
para todos que desejam ir além do c6digo e compreender a alma da computagdo. Sua leitura
ndo apenas amplia o conhecimento técnico, mas transforma a maneira como enxergamos 0s
computadores, os algoritmos e os préprios limites do pensamento humano.

Sinto-me honrado pelo convite de apresentar mais um grandioso trabalho do prof. Dr.
Marcus Vinicius Midena Ramos. Otima leitura!

Prof. Dr. Italo Santiago Vega

Sdo Paulo, julho de 2025

Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Pontificia Universidade Catdlica de Sdao Paulo



Prefacio

Por virias décadas, o prof. Dr. Marcus Vinicius Midena Ramos muito me tem honrado
com sua amizade, convivio e trabalho, como orientando de mestrado, parceiro de pesquisa e
colega de magistério.

Vem atuando ha quase quarenta anos no ensino superior em varias universidades brasileiras,
destacando-se a Universidade de Sdo Paulo, a Pontificia Universidade Catdlica de Sdao Paulo
e a Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco.

Dentre os assuntos em que se aprofundou, e aos quais dedica sua pesquisa e docéncia, e
nos quais muito investiu através da autoria de diversas obras, receberam sem divida especial
atencdo aqueles ligados a Ciéncia da Computacdo, tais como: Linguagens de Programacgao,
Compiladores, Autdmatos, Teoria da Computagao, Linguagens Formais.

Nao posso deixar de menciond-lo, com muito orgulho, como meu coautor no livro Lin-
guagens formais: teoria, modelagem e implementacdo (Bookman, 2009), ganhador em 2010
do honroso Prémio Jabuti, na categoria Ciéncias Exatas, Tecnologia e Informatica.

O prof. Marcus posteriormente escreveu Linguagens formais: exercicios e solucdes, uma
primorosa extensdo dessa obra, langada pela editora Novatec em 2021.

Foi ele também o principal responsavel pela extensa revisao e ampliacdo do primeiro livro,
ora disponivel sob o titulo de Linguagens formais: teoria e conceitos, obra publicada pela
editora Blucher, em 2023, e vencedor do 12 Prémio Jabuti Académico em 2024 na categoria
Ciéncia da Computacio.

Observando as obras existentes acerca dos diversos temas da Ciéncia da Computacdo, é
preocupante constatar que, com o tempo, suas taxas de langamento estdo progressivamente
minguando, e que visivelmente muitas delas se mostram cada vez menos abrangentes, rigoro-
sas e cientificas, e seus conteidos, cada vez mais superficiais e incompletos.

Na contramao dessa tendéncia nefasta, com o presente livro, Teoria da computagdo, o prof.
Marcus prossegue cumprindo sua missdo de ajudar a reverter esse cendrio, insistindo em
popularizar e desmistificar em suas obras alguns temas complexos e pouco divulgados desses
assuntos tedricos, procurando para isso expd-los, sempre que possivel, de maneira intuitiva,
acessivel e menos artificiosa do que usualmente se encontra na literatura disponivel.

O texto compde-se de cinco capitulos, todos acompanhados das respectivas listas de exer-
cicios. No primeiro, os assuntos estudados sdo as abstracdes de maquinas computacionais,
0S seus programas, e as equivaléncias, entre maquinas e entre programas. O segundo capi-
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tulo conceitua e aprofunda as maquinas universais e, através da andlise de algumas delas,
apresenta e aplica técnicas Uteis para que essa andlise seja realizada.

A decidibilidade de problemas estd em foco no capitulo seguinte, que faz um estudo desse
conceito, apresenta e aplica alguns métodos e técnicas de verifica¢do da decidibilidade de pro-
blemas. No penultimo capitulo, que fornece uma introducdo a complexidade computacional
através do estudo da complexidade de tempo, sdo investigadas as mais importantes classes
de complexidade computacional, bem como o conceito e algumas técnicas de reducdo de
problemas.

O quinto capitulo encerra o livro fazendo uma suave introducéo a formulagao néo tipada
do Célculo Lambda, o qual, talvez pela sua relativa aridez, é pouco discutido na literatura.
Explora a manipulacdo e a equivaléncia de expressdes lambda, representacdes numéricas e
de computacdes, e os importantes conceitos de ponto fixo e de recursdo.

E ficil identificar as caracteristicas deste livro que o distinguem da maior parte das obras
recentemente langadas no mercado: obra didatica, fortemente voltada ao uso em ensino; preo-
cupagdo constante em apresentar os assuntos de maneira palatdvel ao iniciante; cuidado com
a elaboracdo de um material abrangente, sem ser superficial;, coragem de garantir elevado
padrdo ao contetido da obra, através da disponibilizacao de tdpicos avancados, pouco encon-
trados na literatura; uso de uma linguagem clara, que d4 ao leitor uma oportunidade concreta
de formacdo autodidatica; cuidado em dar ao leitor, que esteja interessado em aprofundar-
-se nos temas mais importantes da drea, o conhecimento necessdrio para complementar sua
pesquisa em obras mais especificas.

Com todas essas caracteristicas, tdo desejdveis e pouco encontradas, o leitor passa a ter
acesso a mais uma obra deste autor, cujo legado, nesta area tdo carente, sem divida disponi-
biliza com este livro mais um instrumento pedagégico de alta qualidade na literatura técnica
nacional.

Concluo este prefacio parabenizando o prof. Marcus e a Editora Blucher pelo langamento
deste livro, desejando ndo apenas que seja um sucesso editorial, mas que também estimule os
docentes da drea a contribuirem para que a qualidade do ensino em nossas escolas ndo conti-
nue a ser determinado apenas pelo sucesso editorial das obras publicadas, mas principalmente
pelo alto padrdo de seu contetdo.

Prof. Dr. Joao José Neto

Sao Paulo, marco de 2025

Departamento de Engenharia de Computagdo e Sistemas Digitais
Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo



Apresentacao

O conhecimento da Teoria da Computagdo permite, entre outras coisas, a percep¢ao da com-
putacdo como uma drea com muitas possibilidades, mas também com muitas limita¢des. Co-
nhecer essas limitagdes € importante para a formacdo de profissionais que, em suas vidas,
muitas vezes, irdo se deparar com problemas intratdveis ou mesmo insoluvéis. Represen-
tar computacdes por meio de modelos matemadticos e atribuir significados precisos para os
principais termos usados na drea também ¢é importante para a formagdo de profissionais de
qualidade.

O assunto Teoria da Computacdo € vasto e a escolha dos principais topicos a serem aborda-
dos em um texto introdutério é um tanto arbitrdria, variando de autor para autor. No presente
caso, foram escolhidos tépicos formando capitulos relativamente independentes uns dos ou-
tros, mas que cobrem os assuntos mais importantes da drea.

Sdo, portanto, cinco os capitulos que compdem este livro. Cada um deles pode ser apre-
sentado em cerca de 12 horas-aula, fazendo com que a obra inteira possa ser usada como
livro-texto em numa disciplina com cerca de 60 horas-aula, tanto em nivel de graduacgio
quanto em nivel de p6s-graduacio, em Cié€ncia da Computagéo ou dreas relacionadas.

No Capitulo 1 introduzimos algumas das no¢des mais fundamentais da computagido, como
é o caso de programas, maquinas, computacao e fun¢do computada, mostrando as respectivas
formalizacdes matematicas. Ainda neste capitulo, sdo estudadas as relagcdes de equivaléncia
forte de programas e de poder computacional que existem entre os vdrios paradigmas de
programacdo considerados.

O Capitulo 2 introduz as importantes no¢des de algoritmo e maquina universal. A ideia é
deixar claro como as computac¢des podem ser representadas em dispositivos do tipo maquina,
e para essa finalidade sdo discutidos modelos tais como Méaquina Norma, Maquina de Post,
Maéquina com Pilhas, Autdmato com Duas Pilhas e Mdquina de Turing. Esta dltima, inclusive,
é discutida a luz de diversas extensoes e restricdes que podem ser feitas sobre o modelo basico,
preparando o caminho para os capitulos seguintes.

O uso de linguagens para representar problemas de decisdo é apresentado no Capitulo 3. A
partir dai, mostra-se que os problemas podem ser classificados em decidiveis e indecidiveis.
Ap6s a ilustracdo de diversos problemas em cada uma dessas categorias, é apresentada uma
técnica que permite classificar problemas, de natureza inicialmente desconhecida, em decidi-
veis ou indecidiveis (Se¢ao 3.9). Por fim, o famoso problema PCP ¢ apresentado, seguido de
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aplicacdes envolvendo a indecidibilidade de diversos problemas relacionados com gramaticas
e linguagens livres de contexto.

Problemas decidiveis podem ter solu¢des que demandem tempo excessivo para a sua exe-
cugdo. Por esse motivo, o Capitulo 4 classifica os problemas decidiveis em tratdveis ou
intratdveis. De maneira similar ao que foi feito na Secao 3.9, uma técnica é apresentada na
Secdo 4.8 para classificar problemas de natureza inicialmente desconhecida em trataveis (se
este for o caso). O capitulo termina com uma discussao sobre uma classe muito especial de
problemas, os chamados problemas A P-completos.

A Teoria da Decidibilidade e a Teoria da Complexidade (apresentadas brevemente, respec-
tivamente, nos Capitulos 3 e 4) sdo dependentes do principal modelo de computacdo usado
desde a década de 1930, a Mdquina de Turing (apresentada na Secao 2.6 e depois novamente
na Sec¢do 2.15). Se algum dia for descoberto algum modelo de computagdo mais poderoso
que a Maquina de Turing, é provavel que os principais resultados dessas teorias tenham que
ser revistos. Enquanto isso nio acontece, tais resultados sdo apresentados nos referidos capi-
tulos.

O Capitulo 5 serve a dois propésitos. Em primeiro lugar, ele mostra ao leitor que compu-
tagdes podem ser representadas por intermédio de outros tipos de formalismos, e ndo apenas
por formalismos do tipo maquina, como visto no Capitulo 2. Em segundo lugar, ele apresenta
os principios fundamentais das chamadas linguagens de programacao funcionais, baseadas na
definicdo e chamada de funcdes.

Este livro pressupde que o leitor esteja familiarizado com conceitos fundamentais da Teoria
de Linguagens, assim como das nocdes e definicdes mais importantes da Matemadtica Discreta.
Para ambos os casos recomendam-se os titulos [1], [2], [3], [4], [5] ou [6] (em portugués) ou
ainda [7], [8], [9], [10] ou [11] (em inglés), entre outros. O livro [12] é uma excelente
referéncia sobre linguagens formais e autdmatos (provavelmente a mais usada em todo o
mundo), mas ndo dispde de um capitulo introdutdrio sobre matematica discreta.

Teoremas (e lemas e coroldrios) e exemplos terminam, respectivamente, com as cadeias
“000” e “x x x” no lado direito da pagina.

Ao término de cada capitulo, um conjunto de exercicios permite ao leitor praticar o con-
tetdo estudado. Sdo 230 exercicios no total e as solugdes de todos eles sdo apresentadas no
final do livro, na forma de um apéndice.

Um conjunto de slides é disponibilizado em http://www.marcusramos.com.br
/univasf/teoriadacomputacao. Eles sdo atualizados constantemente e podem ser
usados livremente.

A importancia da Teoria da Computagdo para estudantes e profissionais da drea é o assunto
de [13], cuja leitura é recomendada.

Marcus Vinicius Midena Ramos
Abril de 2025


http://www.marcusramos.com.br/univasf/teoriadacomputacao
http://www.marcusramos.com.br/univasf/teoriadacomputacao

Capitulo 1

Programas, maquinas e
equivaléncias

Este capitulo tem trés objetivos principais. O primeiro € introduzir, de maneira rigorosa (com
o emprego da matemadtica), as diversas no¢des empregadas habitualmente por estudantes e
profissionais de computac¢do. Sao no¢des como programa, maquina, computacao etc., que sao
normalmente usadas com elevado grau de informalidade, e que serdo revisitadas e definidas
de maneira precisa, o que poderd inclusive revelar aspectos pouco conhecidos acerca destas
nocoes.

O segundo objetivo € apresentar algumas nog¢des de equivaléncia de programas e maquinas,
em especial a nocao de equivaléncia forte de programas. Tal nocdo, que poderd se mostrar
util no dia a dia do profissional de computagdo, € acompanhada de um algoritmo que permite
determinar se dois programas sdo equivalentes (ou nio).

O terceiro objetivo é mostrar que, apesar de existirem diversos paradigmas de programacio,
o poder computacional deles € o mesmo. Ou seja, a escolha de um particular paradigma
ndo restringe as possibilidades computacionais decorrentes do seu uso. Isto constrasta com
a noc¢do de equivaléncia forte de programas, em que os paradigmas considerados nao sio
equivalentes.

O conteudo deste capitulo é baseado em [14] e [15].

1.1 Programas

A maioria das pessoas que atuam na computacao (como estudantes, profissionais ou usuarios)
possui alguma familiaridade com a noc¢ao de programa. Existem centenas de linguagens de
programacdo, e este nimero nao para de crescer. Linguagens de programagdo permitem a
construgdo de programas, porém a no¢do que apresentaremos aqui é um pouco diferente da
nog¢do que a maioria das pessoas tém.

A noc¢do mais difundida de programa (de computador) refere-se a uma cole¢do de instru-
¢des que sdo sequenciadas no tempo. As instrugdes, por sua vez, sdo formadas por operagdes
(como adigdo, subtracgdo etc.) e testes (como maior, diferente etc.), além dos elementos de es-
truturagdo do fluxo de controle (isto é, a maneira como as operagdes e testes sdo sequenciados
no tempo, desde o inicio da execugdo do programa até o seu término).

Naturalmente, estamos nos referindo aqui apenas ao modelo sequencial de execugdo, ou
seja, ao modelo de computagdo em que as operacdes e os testes sdo executados um de cada
vez e um apds o outro na ordem determinada pelo programa. Modelos diversos, como é o
caso do modelo concorrente (no qual varias instrugdes compartilham um mesmo processador,
porém uma de cada vez) ou do modelo paralelo (no qual as vdrias instru¢des sdo executados
simultaneamente em varios processadores), nao sdo discutidos neste texto.
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Diferentemente desta no¢@o mais difundida, no entanto, a no¢ao que estamos introduzindo
aqui € a no¢do de programa enquanto elemento de sequencializacdo de operagdes e testes no
tempo. As operacgdes e os testes propriamente ditos ndo sdo definidos pelo programa (ou pela
linguagem de programagao), mas sim definidos pela maquina subjacente (real ou virtual), na
qual o programa é executado. Assim, o programa nada mais faz do que “tomar emprestado”
as operagdes e testes definidos maquina na qual ele executado, determinando a ordem de
execucdo destes. Portanto:

¢ Um programa ¢ um conjunto de instrugdes que estabelecem a sequéncia em que certas
operacdes e testes devem ser executados.

 Ele tem por finalidade manipular dados de entrada, produzindo as saidas desejadas.

* A estrutura de controle do programa define a maneira como as operagdes e 0s testes
sdo sequenciados no tempo.

Em vez de considerarmos operagdes e testes especificos, como adicdo, subtra¢do, maior ou
igual, por exemplo, usaremos operagdes e testes denotados por nomes abstratos:

* Identificadores de operagdes: F, G, H, ...
* Identificadores de testes: 17,7, T, ...
¢ Operacio vazia: v’ (ndo executa nenhuma operagio).

Quantas linguagens de programacgdo existem? Nao se sabe ao certo, mas os nimeros
variam de quase 700 ([16]) a quase 9.000. Este nimero cresce todos os anos, € ¢ bom que
seja assim. Um nimero crescente linguagens de programacgao costuma indicar que elas estdo
aderentes a um nimero cada vez maior de dreas de aplicagdo, facilitando a construcdo de
solucdes para os problemas destas areas.

Na década de 1960, ndo havia muitas linguagens para se escolher. A opcao tinha que ser
entre 0 COBOL (para aplicagcdes comerciais), 0 FORTRAN (para aplicagdes de engenharia
ou muméricas de uma forma geral), 0 ALGOL (muito usada na academia), o BASIC (para
aplicacdes domésticas e usudrios “leigos”) ou o Lisp (para pesquisas em inteligéncia artifi-
cial). Desde entdo, novas linguagens surgem todos os anos, voltadas para um grande nimero
de novas dreas de aplicagdo distintas. Como ja dizia o professor Jodo José Neto, em uma
das suas aulas, “quando a tinica ferramenta que se tem é um martelo, todos os problemas
se parecem com um prego”." Ou seja, o surgimento de novas linguagens de programacio é
bem-vindo na medida em que permite que os programadores fagcam escolhas mais aderentes
as areas de aplicagdo em que trabalham. Caso contrério, as possibilidades do programador
ficam limitadas pelas possibilidades da linguagem que ele adota (ou conhece), o que pode ser
desastroso. E o caso, por exemplo, de querer colocar um parafuso numa parede usando um
martelo: € possivel, mas o resultado seria muito melhor se uma chave de fenda fosse usada
no lugar de um martelo.

Mas como selecionar, entre um nimero grande e crescente de linguagens de programacio,
aquelas que representam as melhores escolhas para cada caso? Parte da resposta estd no

!Originalmente esta frase é de Abraham Harold Maslow (psic6logo norte-americano, 1908-1970), tendo sido publi-
cada pela primeira vez em [17]. A frase original é “I suppose it is tempting, if the only tool you have is a hammer, to
treat everything as if it were a nail”. Ela é também conhecida como Maslow’s Hammer (ou “Martelo de Maslow”,
em traducio livre).
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conceito de paradigma. Um paradigma € um estilo, um modelo de uma linguagem de pro-
gramagdo, e descreve um certo conjunto de recursos que pode ser usado para a construgéo de
programas nesta linguagem. Em outras palavras, um paradigma representa uma certa filosofia
de programacio, correspondendo a uma descricdo abstrata de uma linguagem. Normalmente,
uma linguagem de programagdo suporta um Unico paradigma de programagdo, mas ndo é
raro encontrar linguagens que suportam mais de um paradigma ao mesmo tempo.

Linguagens de programaco que suportam um mesmo paradigma costumam exibir seme-
lIhancas (tanto do ponto de vista sintdtico quando semintico), ao passo que linguagens que
suportam paradigmas distintos costumam exibir grandes diferencas entre si.

Felizmente, e diferentemente do que acontece com o nimero de linguagens de programa-
¢d0, o nimero de paradigmas de linguagens de programacao que existe € pequeno. Portanto,
conhecer bem os paradigmas, e sabendo a priori quais linguagens suportam quais paradigmas
(uma linguagem pode suportar mais de um paradigma ao mesmo tempo), é o melhor caminho
para escolher a linguagem mais indicada para cada caso, ainda que seus detalhes ndo sejam
conhecidos.

Nao parece haver muito consenso em relagdo a quais sdo os principais paradigmas existen-
tes (o critério varia de autor para autor). Entretanto, ¢ mais ou menos consenso que os prin-
cipais paradigmas sdo o imperativo e o declarativo. No primeiro se encontram as linguagens
que permitem ao programador expressar a forma como um certo problema deve ser resolvido.
No segundo se encontram as linguagens que permitem ao programador concentrar-se no que
deve ser feito, em detrimento do como fazé-lo. Portanto:

Imperativo

Paradlgmas{ Declarativo

O paradigma imperativo costuma ser subdividido em trés: o monolitico (linguagens que
usam desvios arbitrdrios), o iterativo (linguagens estruturadas) e o orientado a objetos (no
qual objetos abstratos representam objetos do mundo real e se comunicam através de men-
sagens). J4 o paradigma declarativo costuma se dividir em dois: o funcional (no qual a
defini¢do e chamada de funcdes € a base da programacao) e o 16gico (no qual fatos e regras
de inferéncia sdo usados para se chegar a solucdo do problema):

Monolitico
Imperativo ¢ Iterativo
. Orientado a objetos
Paradigmas
. { Funcional
Declarativo L.
Logico

No que segue, dos cinco paradigmas citados (monolitico, iterativo, orientado a objetos,
funcional e 16gico), serdo estudados neste livro apenas trés: o monolitico, o iterativo e o
funcional (aqui chamado recursivo). Estes paradigmas serdo considerados apenas no modelo
sequencial de execug@o. Os modelos concorrente e paralelo ndo serdo levados em conta,
tampouco os paradigmas orientado a objetos e 16gico.

Cada um dos trés paradigmas considerados serd apresentado por meio de uma linguagem
de programacao pequena, de baixa complexidade e que suporta apenas o paradigma em ques-
tdo. Aqui, o objetivo ndo € apresentar linguagens de programacao reais, mas apenas lin-
guagens que ilustram os respectivos paradigmas e que sirvam aos propdsitos de estudo que
serdo conduzidos mais adiante. Cada um destes paradigmas oferece uma forma diferente de
sequenciar operagdes e testes ao longo do tempo, ou seja, de estruturar o fluxo de controle.
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Esta forma de estruturar o fluxo de controle também € conhecida por estrutura de controle
da linguagem de programacgdo. Os paradigmas de programacgao que serdo considerados no
presente texto sdo, portanto:

* Monolitico (flowchart programs).
e Iterativo (while programs).
e Recursivo (procedure programs).

Cada um destes paradigmas serd estudado por meio de uma mini-linguagem de progra-
magdo. Concebida com finalidades exclusivamente diddticas, estas mini-linguagens sio pe-
quenas por natureza e incorporam apenas os recursos relevantes ao seu estudo. Nao é o que
acontece com as linguagens de programacao comerciais, nas quais € frequente a incorporagio
de um ou mais paradigmas na sua defini¢do, além de uma quantidade grande de detalhes que
sdo irrelevantes para 0s nossos objetivos.

Em todos estes paradigmas, os quais serdo estudados em detalhes mais adiante, a compo-
sicdo sequencial € utilizada como elemento de estruturagdo do fluxo. Ela determina que as
instru¢des do programa devem ser executadas em uma certa sequéncia, de tal forma que a
instrucdo seguinte s6 pode ser executada apds o término da execugdo da anterior. Tal tipo
de composicao estd presente em praticamente todas as linguagens de programacio e costuma
ser denotada pelo simbolo “;” (ponto e virgula). Os demais elementos de estrutura¢do sdo
especificos dos paradigmas considerados.

1.1.1 Programas monoliticos

O paradigma monolitico é aquele em que os elementos de estruturagio do fluxo sdo, além
da composicdo sequencial, o desvio incondicional e o desvio condicional (além de algumas
variagdes destes). O desvio incondicional e condicional correspondem, respectivamente, a
transferéncia do controle de uma instrucio qualquer para uma outra rotulada para essa finali-
dade (de forma incondicional) e a transferéncia do controle de forma similar, porém apenas
se uma certa condicdo for verificada (portanto, de forma condicional). Tais instrugdes sdo
normalmente encontradas nas linguagens de programagdo com os nomes GOTO ou JUMP e
servem, portanto, para trasnferir o controle para uma outra instru¢cdo do programa, rompendo
o modelo sequencial de execucdo, no qual a instrugdo seguinte € sempre executada ao término
da execugdo da instrugdo corrente.

No que segue, (rétulo) identifica uma instrugdo qualquer do programa e (exp) denota
uma expressao qualquer que, ao ser avaliada, retorna os valores verdadeiro ou falso:

Desvio incondicional (para uma instru¢ao anterior):

(rétulo)

GOTO (rétulo)

Desvio incondicional (para uma instrugio posterior):
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GOTO (rétulo)
(rétulo)

Desvio condicional (para uma instru¢io anterior):

(rétulo)

IF (exp) GOTO (rétulo)
Desvio incondicional (para uma instrugao posterior):

IF (exp) GOTO (rétulo)
(rétulo)

Programas monoliticos, portanto, sdo programas que fazem uso de desvio arbitrdrios (con-
dicionais ou incondicionais) e sdo normalmente constituidos por um tnico bloco.?

O paradigma monolitico é provavelmente o paradigma de programacgido mais antigo que
se conhece. De fato, os primeiros computadores eram programados por meio do uso exclu-
sivo de desvios condicionais e incondicionais, tornando esta forma de programagao bastante
popular nas décadas de 1950 e 1960, em particular nas primeiras versdes do Fortran e do Ba-
sic.>**3 Diversos problemas foram identificados neste paradigma de programacio, os quais
serdo discutidos mais adiante.

Um programa monolitico pode ser representado de forma grafica ou textual:

* Grifica, por meio de um fluxograma.

* Textual, por meio de um conjunto de instrucées rotuladas.

Os componentes de um fluxograma sio os seguintes:

Inicio (iinico em cada fluxograma, ele indica o ponto de inicio da execugdo do fluxograma).
Veja Figura 1.1.

Término (pode ocorrer em qualquer quantidade no fluxograma, indicando os pontos de tér-
mino da execug¢do do fluxograma). Veja Figura 1.2.

Operacao (indica o local em que ocorre, no fluxograma, a execugdo de uma operagdo, como
F, G, H etc.). Veja Figura 1.3.

Desvio condicional (indica a execucéo de um teste, como T, T, etc., seguido da ramifi-
cacdo do fluxo de controle conforme o seu resultado). Veja Figura 1.4.

2Um bloco corresponde a uma sequéncia de declaracdes e comandos que pode ser considerado como uma abstragio
independente dentro do programa.
3Sigla de FORmula TRANslator, foi uma linguagem de programacio bastante popular nesse periodo e que continua
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.

Figura 1.1 Componente “Inicio” de um fluxograma.

[ Término ]

Figura 1.2 Componente “Término” de um fluxograma.

Operagéo

Figura 1.3 Componente “Opera¢éo” de um fluxograma.

Figura 1.4 Componente “Desvio condicional” de um fluxograma.
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Estes componentes sdo interligados de forma arbitraria por linhas direcionadas, e dessa
forma o fluxo de execucio fica estabelecido. Note que o desvio incondicional € representado
apenas por uma linha direcionada.

Exemplo 1.1 A Figura 1.5 ilustra o fluxograma de um programa monolitico. * * *

Inicio

\% F
T
v \ v
F H
\%
T, N
F
y
G I

A 4

Término

Figura 1.5 Exemplo de fluxograma para programa monolitico.

Programas monoliticos também podem ser representados de forma textual. Formalmente,
uma instrucao rotulada é uma cadeia finita de caracteres que possui um dos seguintes
formatos:

* Desvio incondicional com execug¢do de operagdo:

r.: faca F va_para r,

* Desvio incondicional sem execugdo de operagao:

popular até hoje, especialmente em aplicagdes cientificas nos grandes computadores.

4Sigla de Beginners All-Purpose Simbolic Instruction Code, também foi uma linguagem de programacio bastante
popular nesse periodo.

5Tanto 0 FORTRAN II (1958) como o BASIC (1964) tinham outras estruturas de controle, além do GOTO. Em
FORTRAN, o comando DO...CONTINUE funcionava para designar repeti¢des, ¢ o IF aritmético fazia desvios

triplos conforme o valor de um inteiro. Também havia o comando FOR, para repeticdes. Em BASIC, havia
comandos dessa mesma natureza.
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r,:  faca v’ vé&_para Ty

¢ Desvio condicional:

r ¢ se T entao va_para r, senao va_para s

onder ,r, er, sdo rétulos numéricos, F' € um identificador de operagdo e 7" ¢ um identifica-
dor de teste.

Um programa monolitico P é um par ordenado

P=(1I,r)

onde:

e [ é um conjunto finito de instrugdes rotuladas.
e r ¢ o rétulo inicial.

Observacdes importantes:
* Duas instru¢des nao podem ter o mesmo rétulo.

» Rétulos finais sdo aqueles que sdo referenciados mas nio estdo associados a nenhuma
instrucao.

Exemplo 1.2 O programa P abaixo é um exemplo de programa monolitico:

P=(I,1), onde I={

1 se T1 entdo va&_para 2 sendo va_para 3,
2: faca F va_para 4,

3: faca H va_para 5,

4 se T2 entdo va_para 5 sendo va_para 6,
5 faca I va_para 1,

6 faca G va_para 7}

Note que P é uma representagdo textual do fluxograma do Exemplo 1.1. Observe que o rétulo final

de P é7 (pois ele ndo é definido no programa). * * *

Exemplo 1.3  Sdo outros exemplos de programas monoliticos:

* Este programa ndo faz nada e termina. O rétulo final neste caso é 2.
({1: faca v va_para 2}, 1)

» Este programa executa a operacgdo F até que o teste T seja falso. F € executada pelo menos uma
vez. O rétulo final neste caso € 3.

({1: faca F véa_para 2, 2: se T va_para 1 sendo va_para 3}, 1)

* %k

Para mais informacgdes sobre o comando GOTO, acesse [18].
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1.1.2 Programas iterativos

O paradigma iterativo® representa programas estruturados sem subprogramas. A programa-
¢do estruturada é aquela em que os desvios arbitrarios (como no paradigma monolitico) sdo
eliminados e, no seu lugar, sdo usados apenas dois elementos de estruturacdo (além, € claro,
da composic¢do sequencial):

* Execugdo condicional (com uma tinica entrada e uma tnica saida).
* Execugdo iterativa (com uma tnica entrada e uma tnica saida).

A programacdo estruturada ([19]) surgiu no final da década de 19607 como alternativa
a programacao ndo estruturada (ou baseada exclusivamente em desvios arbitrarios). Ela foi
criada como uma solug¢@o para os problemas apresentados pela programagdo monolitica e que
foram relatados numa carta ao editor da revista Communications of the ACM publicada por
Dijkstra em 1968 ([20]). Neste carta, talvez um dos documentos mais famosos da histéria
da computacio (e cuja polémica se estendeu por anos, veja [21] e [22]), Dijkstra alega que o
comando GOTO deveria ser abolido em func¢édo dos seus maleficios. Segundo ele:

“The goto statement as it stands is just too primitive; it is too much an invitation
to make a mess of one’s program.”

ou, em traducdo livre:

“O comando goto, da forma como ele se apresenta, é muito primitivo;, é um
convite para fazer uma baguncga do programa de alguém.”

De fato, o uso de desvios arbitrarios produz um efeito nocivo, especialmente no que se
refere a andlise e a manutencdo de programas de computador. Tal efeito estd relacionado
com a distancia que existe entre a representacio estatica do programa (texto ou fluxograma)
e o seu comportamento dinamico (execucdo). Quando esta distancia € reduzida (como no
caso da programacao iterativa), considera-se que a andlise e a manuten¢do sejam facilitadas.
Quando ela aumenta (como no caso da programa¢ao monolitica), considera-se que a anélise
e a manutencgdo sejam dificultadas.

Para entender o que acontece num certo trecho de programa (condi¢@o necessaria para sua
andlise e manutencdo), o programador deve entender como se chega até ele. Na programacdo
estruturada, a chegada a uma instru¢do pode acontecer tendo como ponto de partida o co-
mando anterior (por isso todas as instru¢des possuem uma Unica entrada e uma tnica saida)
ou o proprio comando (no caso do comando iterativo). J4 na programacio monolitica, a che-
gada a uma instrug¢do pode acontecer tendo como ponto de partida qualquer outra instrugio
do programa. Considerado de forma recorrente, o processo mental necessario a compreen-
sdo de um programa monolitico pode ser extremamente complexo. Esta complexidade, no
entanto, € bastante reduzida quando se faz uso da programacao estruturada.

Entre outros efeitos negativos, Dijkstra alega, em seu artigo, que a qualidade dos pro-
gramadores € inversamente proporcional a quantidade de comandos GOTO usados nos seus
programas (ou seja, segundo Dijkstra, quanto mais comandos GOTO o programador usasse
em seus programas, pior programador ele seria). Ao final do seu artigo, Dijkstra cita a pro-
gramacao estruturada como uma possivel alternativa a programacao com desvios arbitrarios,

6Nio confundir “iterativo” com “interativo”. No primeiro caso a palavra se refere aquilo que se repete; no segundo
caso a palavra se refere a dois elementos (humanos ou maquinas) que trocam agdes entre si.
7Portanto, ndo muito antes do surgimento das ideias que levaram ao estabelecimento da Engenharia de Software.



30 Teoria da computagéo

eliminando os seus efeitos nocivos. Neste momento, portanto, comegava 0 movimento que
conduziria a substitui¢do do paradigma monolitico pelo paradigma iterativo (ou programagio
estruturada).

O uso excessivo e indiscriminado do comando GOTO deu origem, inclusive, a um termo
pejorativo para se referir a este tipo de programacao (“spaghetti code”, veja mais em [23]).

Ja que a programacao estruturada apresentava uma grande vantagem em relacdo a progra-
magdo ndo estruturada, a questdo a ser considerada passou a ser: até que ponto serd possivel
resolver os mesmos problemas se a programacao estruturada for adotada no lugar da pro-
gramagao nao estruturada? Haverd alguma limitacdo na nossa capacidade de resolucdo de
problemas?

Felizmente a resposta para esta dltima questdo € negativa. Conforme demonstrado por
Bohm e Jacopini, no seu famoso Teorema de Bohm-Jacopini ([24], Teorema 1.6)), também
conhecido como Teorema do Programa Estruturado ([25]), todo programa monolitico pode
ser transformado num programa iterativo equivalente ([26], [27]). Este teorema possui grande
valor tedrico, pois estabelece que a mudanca de paradigma de programacio ndo introduz
nenhum prejuizo na nossa capacidade de resolucao de programas. Ou seja, o comando GOTO
€ desnecessario e pode ser substituido pelos comandos estruturados.

Apesar de o teorema mostrar como esta conversdo pode ser feita, na pratica ela ndo é
realizada, pois o programa iterativo construido a partir do programa monolitico tende a ser
maior e mais complexo. Para evitar isso, sugere-se, em vez de fazer programas monoliticos
e depois converté-los para as versdes iterativas correspodentes, que se adote um raciocinio
estruturado desde o inicio, dando origem a programas estruturados que nao precisam ser
convertidos posteriormente. Desta maneira, evitam-se os custos adicionados pela conversido
apresentada no artigo e obtém-se um programa com as caracteristicas desejadas.

A programacdo estruturada posteriormente se desenvolveu bastante, tornando-se a base
ndo apenas das principais linguagens de programacao daquela época (como a familia Algol),
mas também da maioria das linguagens usadas até os dias de hoje (Java, C etc.). Quatro
trabalhos de trés importantes pesquisadores foram fundamentais no estabelecimento do que
hoje conhecemos como programagio estruturada: um relatério de Dijkstra (publicado em
[28]), dois artigos de Wirth ([29] e [30]) e um artigo de Knuth ([31]). Neste dltimo, inclusive,
Knuth procurou retirar um pouco da culpa que recaia sobre os programadores que usavam o
comando GOTO, e que fora langada por Dijkstra anos antes. A comegar pelo titulo do seu ar-
tigo (“Structured programming with Goto statements”, ou “Programacao estruturada usando
o comando Goto”), Knuth sustenta que o problema da programacio nio é o comando GOTO
em si, mas a maneira como € utilizado. Dessa forma, Knuth prevé a possibilidade de que um
programa possa manter-se estruturado, ainda que fazendo uso do comando GOTO. Em outras
palavras, Knuth defendia uma abordagem estruturada ao problema da programagao, sem se
importar muito com os comandos utilizados para a sua implementagao.

Assim como no caso do paradigma monolitico, no paradigma iterativo um programa pode
ser representado de forma grafica ou textual. Na forma grafica, ele é representado por meio de
um fluxograma estruturado. Na forma textual, ele é representado por meio de um conjunto
de instrucdes que realizam os elementos de estruturacao.

A diferenca entre um fluxograma qualquer (usado na construcio de programas monoliticos)
e o fluxograma estruturado citado acima € que, neste ultimo, toda instruc¢do deve ter uma tinica
entrada e uma unica saida (veja Figura 1.6). Trata-se, pois, de uma restri¢do a forma como
fluxogramas podem ser obtidos. Como resultado, todo fluxograma estruturado é também um
fluxograma, mas nem todo fluxograma é também um fluxograma estruturado.

Exemplo 1.4 A Figura 1.7 ilustra o fluxograma de um programa iterativo. * * *



U

Programas, maquinas e equivaléncias 31

F v
v F

ste Teste

@F |
!

|

Sequéncia Condicional Enquanto Até

Figura 1.6 Componentes de um fluxograma estruturado.

m programa iterativo ¢ definido de forma indutiva como segue (observe que esta defi-

ni¢do também permite a obtencao de representacdes textuais para programas iterativos):

1.
2.

6.

A operacdo vazia v’ e os identificadores de operacgdo sdo programas iterativos.

Se V e W sdo programas iterativos, entdo V; W é um programa iterativo (execucao se-
quencial).

. Se V e W sdo programas iterativos, e T € um identificador de teste, entdo se T entdo
V sendo W éum programa iterativo (execucdo condicional).

Se vV é um programa iterativo, e T é um identificador de teste, entdo enquanto T
faca Véum programa iterativo (execugao iterativa do tipo “enquanto”).

Se vV é um programa iterativo, e T é um identificador de teste, entdo até T faca V
€ um programa iterativo (execucdo iterativa do tipo “até”, substitui o “enquanto” com
a condicdo negada).

Se V é um programa iterativo, entdo (V) € um programa iterativo.

Exemplo 1.5 A seguir apresentamos um exemplo de programa iterativo. Observe que a versdo textual

do pr

ograma iterativo deste exemplo corresponde ao fluxograma do Exemplo 1.4 (Figura 1.7). Inicial-

mente em multiplas linhas, para facilitar o entendimento:

se T1
entdo enquanto 72 faca até 7; faca (F;G)
sendo v

Em uma tnica linha, para facilitar a verificag@o:

se T1 entdo enquanto T2 faca até T3 faca (F;G) sendo v

Verificagao:

Pelaregra 1, v/, F e G s@o programas iterativos.
Pela regra 2, F'; G é um programa iterativo.

Pelaregra 6, (F; G) € um programa iterativo.
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Inicio

A

T2

A 4

Término

Figura 1.7 Exemplo de fluxograma para programa iterativo.
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* Pelaregra5, até T3 fagca (F;G) €é um programa iterativo.
* Pelaregra 4, enquanto T2 faca até T3 faga (F;G) € um programa iterativo.

* Pelaregra 3, se T1 entdo enquanto T2 faca até T3 faca (F;G) sendo v é
um programa iterativo.

senao

se T1 entdo |enquanto T2 faca |até T3 faca | (

* % Kk

Exemplo 1.6 Sao outros exemplos de programas iterativos:

» Este programa ndo faz nada e termina.

v

» Este programa executa a operagdo F até que o teste T seja falso. F € executada pelo menos uma
vez.
F; enquanto T faga F

* % k&

1.1.3 Programas recursivos

O paradigma recursivo representa programas por meio da definicdo de subprogramas e de
chamadas (eventualmente recursivas) de subprogramas. Cada subprograma estd associado a
uma expressao que, depois de avaliada, define o valor a ser retornado pelo correspondente
subprograma. Nao hd comando iterativo, e toda repeti¢do deve ser expressa por meio da
recursdo. Os elementos de estruturacdo do fluxo sdo, portanto (além da composicao sequen-
cial), a execugdo condicional (com uma Unica entrada e uma tnica saida, como no paradigma
iterativo), a definicdo de subprograma e a chamada de subprograma.

Este paradigma, também conhecido como funcional, representa computacdes usando ape-
nas os elementos descritos anteriormente, em particular a definicdo e a chamada de subpro-
gramas. Um subprograma representa uma sequéncia de declara¢des e comandos e serve para
implementar novas operagdes ou comandos na linguagem de programagao. No primeiro caso
o subprograma recebe o nome de fun¢do, no segundo ele € chamado de procedimento. Sub-
programas sio encontrados em linguagens modernas e antigas, eventualmente combinados
com outros paradigmas. A linguagem Lisp,® usada desde a década de 1960 para pesquisas
em inteligéncia artificial, ¢ uma destas linguagens. Outras, mais modernas, incluem Haskell e
Erlang, OCaml. No entanto, a maioria das linguagens de programag¢@o modernas oferece pelo
menos algum tipo de suporte a este paradigma através da definicdo e uso de subprogramas,
ainda que nao de forma exclusiva.

Diferentemente dos paradigmas monolitico e iterativo, o paradigma recursivo ndo possui
representacio grafica, apenas textual. Assim, considere que R, R,, ... sdo “identificadores
de subprogramas”. Entdo, a no¢cdo de expressao, fundamental para a defini¢do de programas
interativos, pode ser definida de maneira indutiva:

8Sigla de List Processing Language.
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1. A operacdo vazia v' e os identificadores de operacgdo sdo expressoes.
2. Todos os identificadores de subprograma sdo expressoes.
3. Se V e W s@o expressdes, entdo V; W é uma expressao (composicio sequencial).

4. Se V e W sdo expressdes, € T € um identificador de teste, entdo se T entdo V
sendo W éuma expressdo (execugdo condicional).

5. Se V € uma expressao, entdo (V) € uma expressao.

Uma expressao denota uma férmula matemadtica que € avaliada em tempo de execugdo para
produzir um valor ou algum efeito colateral (por exemplo, a mudanga no valor da memoria).
Formalmente, um programa recursivo € definido da seguinte maneira:

P é Eo onde
R1 def E1’
R2 def E2,

ey
R def FE ;
n n

sendo que R, R,, ..., R sdo identificadores de subprogramas, E', E,, ..., E sdo as expres-
soes que definem, respectivamente, os subprogramas identificados por R, R,,, ..., R e E ¢
a expressdo inicial, correspondente ao programa principal P. Além disso, todos os identifica-
dores de subprograma referenciados em P devem ser definidos em P.

Exemplo 1.7 Exemplo de programa recursivo:

P é onde

R def |F; se T entdo R senéo (G;S)|
S def |se T entdo v sendo (F;R)|

Z def |se T entdo G sendo F

Este programa pode ser visto como:

P é onde

R der

R, def

R, det

onde as expressoes EO, E1 , E2 e E3 sdo analisadas a seguir.

Expressdo (correspondente a I?; Z):

* Pelaregra 2, R e Z sdo expressoes.

* Pelaregra 3, R; Z é uma expressdo.
Expressio (correspondente aF; se T entdo R sendo (G;S)):
* Pelaregra 1, F e G sdo expressoes.

* Pelaregra 2, S € uma expressdo.
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e Pelaregra 3, G; S é uma expressao.
* Pelaregra 5, (G;S) é uma expressdo.
* Pelaregra4, se T entdo R sendo (G;S) éuma expressio.

* Pelaregra3,F; se T entdo R sendo (G;S) éuma expressdo.
Expressﬁo(correspondentease T entdo v'sendo (F;R)):

* Pelaregra l, v’ e F sdo expressoes.

* Pelaregra 2, R é uma expressio.

* Pelaregra 3, F; R € uma expressao.

* Pelaregra5, (F; R) é uma expressdo.

e Pelaregra4, se T entdo v'sendo (F; R) éuma expressdo.
Expressao (correspondente a se T entdo G sendo F):

* Pelaregra 1, F e G sdo expressoes.

* Pelaregra4, se T entdo G sendo F € uma expressio.

* k%

Exemplo 1.8 Sdo outros exemplos de programas recursivos:

» Este programa ndo faz nada e termina.
P é R onde
R def vV

» Este programa executa a operacdo F até que o teste T seja falso. F € executada pelo menos uma
vez.
P &€ T; R onde
R def se T entdo F; R senido Vv

* %k

1.2 Maquinas

Miquinas sao dispositivos que executam programas. Elas podem ser reais (implementadas
por meio de circuitos eletrdnicos) ou virtuais (implementadas por software). Neste tdltimo
caso elas sdo também chamadas de abstratas e a sua execugdo acontece por meio de emu-
ladores (interpretadores que executam a maquina abstrata na maquina real). Neste texto, a
particular forma de implementacdo da maquina € irrelevante, uma vez que o objetivo é cons-
truir um modelo matemadtico para tal dispositivo.

O conceito de maquina, introduzido na presente se¢do, também é definido de forma um
pouco diferente da usual. Normalmente, entende-se que maquina é um dispositivo eletronico
(portanto material), capaz de executar programas. Aqui, no entanto, maquinas sdo definidas
de forma abstrata, por meio de formula¢des matemadticas dos processos de computagao.

Uma madquina deve possuir as trés seguintes caracteristicas: (i) estrutura para armazena-
mento de dados (memdria); (ii) capacidade de ler (entrada) e devolver dados para o meio
externo (saida); (iii) atribuir significado para os identificadores de operacdo e de teste usados
nos programas.



36 Teoria da computagéo

Conforme antecipado na Secdo 1.1, as operacdes e testes usados num programa devem
ser definidos na maquina na qual o programa é executado. Isto é feito por intermédio da
definicdo de fungdes, associadas a defini¢do da maquina, as quais atribuem significado para
os identificadores de operagdo e de teste.

No caso das operagdes, estas fungdes mapeiam o valor corrente da memoria (anterior a
execucdo da operacao) no valor futuro da memoria (posterior a execucgdo da operacao).

No caso dos testes, as fungdes associam o valor corrente da memoria aos valores 16gicos
verdadeiro ou falso. A meméria ndo ¢ alterada pela execucdo dos testes.

Formalmente, uma méquina é uma 7-upla:

M=V, X,Y,my,m, 11, 11,)
onde:
* V ¢ o conjunto de valores que podem ser armazenados na memoria.
* X ¢é o conjunto de valores que podem ser lidos na entrada.
* Y € o conjunto de valores que podem ser escritos na saida.

* 7, € afungdo de entrada, tal que 7, : X — V.

* 7, ¢ afunclo de saida, talque 7y, : V — Y.

Sejam O, e T, , respectivamente, os conjuntos de identificadores de operagdes e testes
definidos por M. Entdo as seguintes convencdes serdo usadas:

¢ I, representando o conjunto de interpretagdes de operagdes tal que:

Vo€ O,,(r :V—=V)ell,

¢ 11, representando o conjunto de interpretagdes de testes tal que:

vteT,,,

(m, : V — {verdadeiro, falso}) € 11,

Note, pelas defini¢des acima, que uma funcio que implementa a interpretacdo de uma opera-
¢d0 mapeia sempre o valor total da memdria em um novo valor total (mesmo que apenas uma
parte da memoria sofra modifica¢do). No caso de uma fungdo que implementa a interpretacio
de um teste, o mapeamento € feito sempre entre o valor total da memdria (mesmo que apenas
uma parte dela seja usado) e os valores 16gicos.

Exemplo 1.9 O significado de valor total de memdria é exemplificado a seguir. Suponha V' = N x
N x N em uma maquina com trés registradores (a, b e c). Entdo:
* A operagdo inc_, que incrementa o valor do registador a, deve ter como dominio N x N x N e
ndo apenas N. Ou seja, inca(:p, y,2) = (z + 1,y, z). Note que o registrador a é incrementado
(passa do valor x para o valor x 4 1), ao passo que os demais registradores permanecem com
seus valores originais (respectivamente b e ¢, com ¥y € z).

* A operagdo zero,, que testa se o valor do registador b é zero, deve ter como dominio N x N x N
e ndo apenas N. Ou seja, zerob(az, y, z) = verdadeiro se y = 0 ou falso caso contrério.

* %k
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Exemplo 1.10 A Méquina de Um Registrador M, = (V,X,Y, mosmy I, HT) possui as seguintes
caracteristicas:

* V=N
* X =N
*Y=N
My, = idN
o m, =1dy
* O,, = {add, sub}
* T,, = {zero}
Func¢des que implementam entrada, saida, operacdes e testes em M U
*id :N—N
vn € N,id (n) =n
e add: N—» N
Vn € N, add(n) =n +1
e sub: N—= N

Vn € N,n >0, sub(n) =n—1
sen =0, sub(n) =0

* zero: N — {verdadeiro, falso}
se n = 0, zero(n) = verdadeiro
sen # 0, zero(n) = falso

* k%

Exemplo 1.11 A Midquina de Dois Registradores: M

p, = VX Y,r w111 ) possui as
seguintes caracteristicas:

e V=N
e X=N
Y =N

Ay x —armazena_a

Ld =
T, retorna_b

* O,, = {subtrai_a, adiciona_b}
 T,, = {a_zero}
Fungdes que implementam entrada, saida, operagdes e testes em M

» armazena_a: N — N?
Vn € N, armazena_a(n) = (n, 0)
» retorna_b: N> — N
Y(n,m) € N?, retorna_b(n, m) = m
« adiciona_b: N* — N?
Y(n,m) € N?, adiciona_b(n, m) = (n,m + 1)
* subtrai_a: N — N?
Y(n,m) € N?,n > 0, subtrai_a(n,m) = (n — 1,m)
se n = 0, subtrai_a(n,m) = (0, m)
+ a_zero: N> — {verdadeiro, falso}
V(n,m) € N?, sen = 0, a_zero(n, m) = verdadeiro
Y(n,m) € N, sen # 0, a_zero(n, m) = falso

* k%
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1.3 Programa para uma maquina

Nas Secdes 1.1 e 1.2 definimos, respectivamente, e de forma isolada, as nogdes de programa
e de maquina. Na presente secdo € investigada a condicdo que deve ser satisfeita para que um
programa possa ser executado por uma maquina.

Sejam uma mdquina M = (V, XY, Ty Ty, 1, HT) e P um programa onde O, e T,
sdo os respectivos conjuntos de identificadores de operacdes e testes. Diz-se que P é um
programa para a maquina M se, e somente se:

* Vo € O, existe uma Unica fungdo (7 : V' — V) € Il
* Vt € T, existe uma tnica fungdo (7, : V' — {verdadeiro, falso}) € 11 ..

¢ A operagdo vazia v’ é sempre interpretada em qualquer maquina.

Portanto, P é um programa para uma maquina )/ se todos os identificadores de opera-
¢oes e testes utilizados em P estiverem definidos, em M, através das correspondentes fungdes
de operagdes e testes, respectivamente.

Exemplo 1.12  Exemplos de programas para a Maquina de Um Registrador. Comeg¢amos com um
programa monolitico:

1: faca add va_para 2
2: faca add va_para 3

Este programa monolitico adiciona 2 no registrador. Exemplo de programa iterativo que faz a mesma
coisa:

(add; add)

Exemplo de programa recursivo que dobra o valor da entrada:
P é R onde

R def se zero entdo v'sendo (sub;R;add;add)

* k%

Exemplo 1.13 Exemplos de programas para a Mdquina de Dois Registradores. Comegamos com um
programa monolitico:

1: se a_zero va_para 4 sendo va_para 2
faca subtrai_a va_para 3
3: faca adiciona_b véa_para 1

Programa iterativo:

até a_zero
faca (subtrai_a; adiciona_Db)

Programa recursivo:

P é R onde
R def se a_zero entdo v'sendo (S;R),
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S def (subtrai_a; adiciona_b)

Os trés programas deste exemplo fazem a mesma coisa: eles copiam o dado da entrada para a saida.
* ok *

Um programa nao precisa usar todas as operagdes e testes definidos pela maquina. Para
que um programa possa ser executado numa maquina € suficiente que as operacdes e testes do
programa sejam implementados na maquina. O conjunto de operacdes e testes do programa
pode ser um subconjunto das operagdes e testes implementados na maquina.

1.4 Computacao

A nogao de computacio também ¢é familiar para quem € da drea homdnima. Aqui, no entanto,
vamos definir computac¢io como sendo a sequéncia de configuracdes que a execugdo de um
programa assume desde o seu inicio até o seu término (se ele terminar). A nogdo de configu-
racio serd, portanto, especifica para cada tipo paradigma considerado. Uma computagao é
dita finita quando a sequéncia de configuracdes € finita. Caso contrdrio, ela é dita infinita.

1.4.1 Computacao de programa monolitico

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, 7, 7,11 ;,11,.) e um programa monolitico P = (I,)
para M, e suponha que R € o conjunto de rétulos de P. Uma computacio do programa
monolitico P na maquina M é uma cadeia de elementos de R x V:

(Tov vo)(rla 'Ul)(T2, 'U2)‘.‘

onde r, =1 é orotulo inicial de P e v, € o conteddo (total) inicial da memoria de M.

 Essa cadeia indica a sequéncia de configuragdes que sdo assumidas pela maquina M
durante a execucdo do programa P.

* Uma computagdo pode ser finita ou infinita.

. Os pares (rkjl, V1), k = 0, sao obtidos a partir dos pares (r,, v, ), a partir da andlise do
tipo da instrugdo rotulada por 7 :

* 7, : faca F va_para 7’
(Tk+17vk+1) = (’I"/,WF(U]C))

* 7, : faca vva_para 1’
(Fg1s V) = (', v)

er : se T entdo va_para r sendo véa_para 7’
se 7. (v, )=verdadeiro, entdo (r, ., v, )= (r',v,)
se (v, )=falso, entdo (r, v, )= (r",v,)

Exemplo 1.14 Considere o programa monolitico P:

1: se a_zero va_para 4 sendo va_para 2
2: faca subtrai_a va_para 3
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3: faga adiciona_b va_para 1

4. faca adiciona__b va_para 5

A computagdo de P na Mdquina de Dois Registradores M € (supondo que o valor inicial da memo-
ria é (3,0)):

(1,3,0)) (2,3.0)) (3.(2,0) (1,(2.1)) (2.(2.1)) 3.(1.1)) (1,(1,2)) (2.(1.2)) (3.(0,2)) (1,(0.3)) (4.(0.3))
(5. (0:4)

e, portanto, finita. * * *
Exemplo 1.15 Considere o programa monolitico Q:

1: faca adiciona_b va_para 2
2: faca adiciona_b véa_para 1

A computacdo de (Q na Maquina de Dois Registradores M = é (supondo que o valor inicial da memo-
ria é (3,0)):

(1,30 @G.1) (1.32) 2.63) 1.G4) 2.3.5) (LE6) 2.6.7) (1.G3.8) (2.03.9)

e, portanto, infinita. * * *

1.4.2 Computacao de programa iterativo

Sejam uma médquina M = (V, X,Y, 7,7, I, I1,.) e um programa iterativo P para M.
Uma computacio do programa iterativo P na maquina M é uma cadeia de elementos de

IxV:

(1. 09) iy, 0) (1,0, .
onde / € um conjunto de programas iterativos, ¢, = P; v" e v, € o contetdo (total) inicial da
memoria de M.

0

 Essa cadeia indica a sequéncia de configuragdes que sdo assumidas pela maquina M
durante a execu¢do do programa P.

* Uma computagdo pode ser finita ou infinita.

O.s pares (ik+1’~vkﬂ)3 k> Q, sdo ob.tidos a partir dos pares (i),v,), @ pgrtir d.a anélis?
do tipo da instrugdo inicial de ¢, . Considere que U, W e Z sdo programas iterativos, F' ¢
identificador de operacdo e T' € identificador de teste. Entdo:

* 4=V

A computagio termina com o valor v, na memoria.

. ik:se T entdo U sendo W;Z
se 7, (v, )=verdadeiro, (i, , ,,v, ) = (U; Z,v)

se 7. (v, )=falso, (i, 1,0, ) = (W;Z,v,)
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. ik:enquanto T faca U;W

se 7. (v, )=verdadeiro, (i, . ,,v, ) = (U; enquanto T faga U; W, v, )

se 7. (v, )=falso, (i, ,,v, ) = (W,v,)

e i, =até T faca U;W
se 7. (v, )=falso, (i), v, ) = (U; até T faca U; W, v, )
se 7. (v, )=verdadeiro, (i, . ,,v, ) = (W,v,)
Observe que, diferentemente do que acontece com os programas monoliticos, no caso de
um programa iterativo ndo é possivel registrar o seu estado atual de execucdo apenas ano-
tando o rétulo da préxima instrugdo a ser executada (pois ndo existem rétulos em programas
iterativos). Assim, a Uinica forma de se registrar o estado do programa é anotando toda a parte
do programa que ainda resta ser executada (e que também é um programa iterativo).

Exemplo 1.16 Considere o programa iterativo P:

até a_zero
faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b)

A computagdo de P na Mdquina de Dois Registradores M € (supondo que o valor inicial da memo-
ria é (2,0)):

(até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(2,0))

(subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b; até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(2,0))
(adiciona_b; adiciona_b; até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(1,0))
(adiciona_b; até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v/,(1,1))

(até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(1,2))

(subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b; até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(1,2))
(adiciona_b; adiciona_b; até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(0,2))
(adiciona_b; até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(0,3))

(até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b; adiciona_b);v",(0,4))

(v',(0,4))

A computacio €, portanto, finita. * * *

Exemplo 1.17 Considere o programa iterativo Q):
enquanto a_zero faga v

A computacdo de () na Maquina de Dois Registradores M 1, € (supondo que o valor inicial da mem6-
ria € (0,0)):

(enquanto a_zero faga v',(0,0))
(v'; enquanto a_zero faca v,(0,0))
(enquanto a_zero faga v',(0,0))
(v'; enquanto a_zero faca v,(0,0))
(enquanto a_zero faga v',(0,0))
(v'; enquanto a_zero faca v,(0,0))

A computagdo é, portanto, infinita. * * *
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1.4.3 Computacao de programa recursivo

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, Ty, my, 1, HT) e P um programa recursivo para M :

P é E0 onde
R1 def El,
R2 def E2,

R def FE
n n

Uma computacio do programa recursivo P na miquina M é uma cadeia de elementos
de J x V:
(o> o) (150, (g vy) -
onde J ¢ um conjunto de expressoes, j, = E; v e v, € o contetdo (total) inicial da memoria

de M.

0

 Essa cadeia indica a sequéncia de configuragdes que sdo assumidas pela maquina M
durante toda a execug¢do do programa P.

* Uma computag¢do pode ser finita ou infinita.

. Os pares (jk;+1j yk.ﬂ), k 2 0, sﬁol obtidos a partir dos pares (Jy.» UE), a pa}rt.ir da.anélise do
tipo da instrugdo inicial de j, . Considere que U, W e Z sdo expressdes, F’ € identificador de
operagdo, ' € identificador de teste e R, ¢ identificador de subprograma. Entdo:

* J,=viU

ki1 Osr) = Urv)
. jk=F;U

Groirtes) = U mp(0,)
* j,=R.;U

Ukp1: Usn) = (B Usyy)

o jk:se T entdo U sendo W;7Z
se WT(vk)zverdade'iro, Ups1 V) = U3 Z,0p)
se 7. (v, )=falso, (jkﬂ,vkﬂ) =W;Z,v,)

A computacdo de um programa recursivo corresponde a avaliagdo da expressdo inicial
(E,). Durante essa avaliagdo (que corresponde ao processo de determinar o valor da expres-
sd0 ou gerar seus efeitos colaterais), se um identificador de subprograma for usado, entdo a
correspondente expressao deve ser empregada em seu lugar (ocorre uma substituicdo, como
acontece com a expansao de macros). A avaliagdo continua até que a expressdo se torne
apenas v'.

Exemplo 1.18 Considere o programa recursivo para a Maquina de Um Registrador do Exemplo 1.12.
Avaliar a expressdo I (expressdo inicial deste programa) significa substituir o nome do subprograma
(R) pela sua definicdo. Assim, gera-se a nova expressdo:

se zero entdo v sendo (sub;R;add;add)

Se o contetido da memdria no instante da avaliag@o do teste for zero, entdo esta expressdo se transforma
em v'. Caso contrario, se transforma em sub; R; add; add. A avaliagdo desta tltima, por sua vez,
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produz um efeito colateral ao decrementar o registrador (operagdo sub). Em seguida, procede-se com
a avaliacdo de R; add; add (o que ird provocar uma nova substitui¢do) e assim por diante até que a
expressdo seja apenas v . * * *

Observe que, diferentemente do que acontece com os programas monoliticos, e de forma
similar ao que acontece com os programas iterativos, no caso de um programa recursivo
ndo é possivel registrar o seu estado atual de execucdo apenas anotando o rétulo da préxima
instrucdo a ser executada (pois ndo existem rétulos em programas recursivos). Assim, a
unica forma de se registrar o estado do programa € anotando a expressao que ainda resta ser
avaliada.

Exemplo 1.19 Considere o programa recursivo P:

P é R onde
R def se a_zero entdo V'sendo (S;R),
S def subtrai_a; adiciona_b

A computacdo de P na Maquina de Dois Registradores M b ¢ (supondo que o valor inicial da memé-
ria é (2,0)):

(R; v ,(2,0))

((se a_zero entdo v sendo (S; R));v,(2,0))
(S5 Ryv',(2,0))

(subtrai_a; adiciona_b;R;v",(2,0))
(adiciona_b;R;v/,(1,0))

(R; v,(1,1)

((se a_zero entdo v sendo (S; R));v/,(1,1))

(S5 Ry, (1,1)

(subtrai_a; adiciona_b;R;v/,(1,1))

(adiciona_b;R;v/,(0,1))

(R;v',(0,2))

((se a_zero entdo v sendo (S; R));v,(0,2))

(v'3v,(0,2))

(v,(0,2))

A computacio €, portanto, finita. * * *

Exemplo 1.20 Considere o programa recursivo :
Q é R onde R def R

A computagio de @) na Maquina de Dois Registradores M , (supondo que o valor inicial da meméria
€(2,0)):

(R; v(2,0) (B;v,(2,0) (R;v,(2,0) (B;v,(2,0) (R;v.,(2,0) (B;v,(2,0) (B;v.,(2,0) ...
A computagdo €, portanto, infinita. * * *

Exemplo 1.21 Considere o programa recursivo S

P é R onde R def se zero entdo vsendo (sub;R;add;add)
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A computagdo de S na Maquina de Um Registrador M o € (supondo que o valor inicial da memoria
é2):

(R;v,2)

(se zero entdo v* sendo (sub;R;add;add);v",2)

(sub; R;add;add;v",2)

(R;add;add;v’,1)

(se zero entdo v' sendo (sub;R;add;add);add;add;v",1)

(sub; R;add;add;add;add;v",1)

(R;add;add;add;add;v",0)

(se zero entdo v* sendo (sub;R;add;add);add;add;add;add;v",0)
(v';add;add;add;add;v",0)

(add;add;add;add;v",0)
(add;add;add;v’,1)
(add;add;v’,2)
(add;v',3)

.4

A computacdo €, portanto, finita. * k%

1.5 Funcao computada

A nocao de computagio, apresentada na Se¢ao 1.4, envolve apenas a obtencdo de um valor de
memoria final a partir de um valor de memdria inicial por intermédio da execucio sequencial
das operacdes de um programa. A nog¢ado de funcdo computada é mais abrangente e engloba
a composi¢do da fungdo de entrada com a computacdo e com a func¢io de saida, nesta ordem.
Ela exprime o significado do programa, aquilo que ele gera na saida a partir dos dados de
entrada.

A nocdo de funcao computada corresponde a combinacio da funcéo de entrada, com a
computacdo e com a func¢do de saida de um programa. Portanto, fun¢do computada é uma
nocdo que associa valores de saida com valores de entrada. Os valores de saida correspondem
a uma computagdo realizada sobre os dados de entrada. Naturalmente, a fun¢do computada
¢é definida apenas quando a computagdo € finita. Além disso, ela € definida de maneiras dife-
rentes (mas nem tanto) para os paradigmas considerados. Via de regra, a funcdo computada
por um programa P corresponde, nesta ordem, a:

* Aplicagdo da fungdo de entrada 7 . ao dado de entrada.

¢ Execuc¢do da computacao (finita).

* Aplicagdo da fungo de saida ,, ao valor final de memoria.

1.5.1 Funcao computada de programa monolitico

Sejam uma mdquina M = (V, X, Y, 7, , 7, I, I1...) e um programa monolitico P para M.
A funcio computada pelo programa monolitico P na maquina M, denotada:

(PM): X »Y
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€ uma funcdo parcial definida para x € X, se a cadeia:
(19, v ) (15 0) (7 50
€ uma computacdo finita de P em M, onde:
* 1, € orétulo inicial de P
s vy =Ty (T)
A imagem de x, denotada (P, M)(z), € dada por 7y, (v, ).

Exemplo 1.22 Considere a Maquina de Dois Registradores M p €0 programa monolitico P abaixo:

se a_zero va_para 5 sendo va_para 2
faca subtrai_a va_para 3
faca adiciona_b véa_para 4
faca adiciona_b va_para 1

>w N

Entdo:
*(PM_):N—N
* Vn e N (P, M )(n)=2xn.
* P produz na saida o dobro do dado de entrada
* Exemplo:
7rX(3) = (3,0)
A computagdo de P em M | produz o valor final (0, 6)
7ry(0, 6) =06
Portanto, (P, M )(3) =6

* kK&

1.5.2 Funcao computada de programa iterativo

Sejam uma maquina M = (V, XY, « o Ty 1y, HT) e um programa iterativo P para M. A
funcio computada pelo programa iterativo P na maquina M, denotada:

(PM): X =Y
¢ uma func¢do parcial definida para x € X, se a cadeia:
(io, vo)(il, v, ) (i, v2)..‘(in, vn)

€ uma computacdo finita de P em M, onde:

iy =PIV

s v, =Ty (T)

A imagem de , denotada (P, M) (), € dada por 7, (v, ).

Exemplo 1.23  Considere a Mdquina de Dois Registradores M e o programa iterativo P abaixo:
até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_lb; adiciona_b; adiciona_b)

Entao:
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(P,M_):N—N
* Vn e N (P, M )(n)=3xn
* P produz na saida o triplo do dado de entrada

* Exemplo:
e (3) = (3,0)
A computagdo de P em M | produz o valor final (0, 9)
7,(0,9) =9
Portanto, (P, M )(3) =9

* k%

1.5.3 Funcao computada de programa recursivo

Sejam uma mdquina M = (V, X, Y, 7, 7, I, I1..) e um programa recursivo P para M.
A funcio computada pelo programa recursivo P na maquina M, denotada:

(PM): X =Y
€ uma funcdo parcial definida para x € X, se a cadeia:

(o vo) Uy v) Uy vy)-- (5 0,,)
€ uma computacdo finita de P em M, onde:
*Jo=E;v
* Uy =Ty (z)
A imagem de , denotada (P, M)(z), é dada por 7, (v, ).
Exemplo 1.24 Considere a Maquina de Um Registrador M ¢y © O programa recursivo P abaixo:
P é R onde R def se zero entdo vsendo (sub;R;add;add;add;add)

Entdo:
* (P,M,):N—=N
« Vn € N,(P,M,)(n) = 4%n
* P quadruplica na saida o dado de entrada

* Exemplo:
- Ty (3)=3

— A computagdo de P em M U produz o valor final 12

- m,(12) =12

— Portanto, (P, M }(3) = 12

* %k
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1.6 Equivaléncia forte de programas

Dois programas P e @, de quaisquer tipos, sdo ditos fortemente equivalentes, denotado
P = @ se, e somente se, VM, (P, M) = (Q, M), ou seja, P e () sdo fortemente equivalentes
se, e somente se, as respectivas fungdes computadas coincidem para qualquer maquina M
que se possa considerar.

* Essa relacdo induz a uma parti¢do do conjunto universo dos programas em classes de
equivaléncias.

* Ela permite analisar, de forma comparativa, propriedades exibidas pelos programas,
como ¢ o caso da sua complexidade estrutural ou do consumo de recursos como tempo
€ espago.

A fim de prosseguir, antecipamos um resultado que serd demonstrado mais adiante (na
Secdo 1.9): as computacdes de programas (de quaisquer tipos) fortemente equivalentes exe-
cutam as mesmas operagdes na mesma ordem.

Exemplo 1.25 Os programas monoliticos P e P, abaixo sio fortemente equivalentes:

P :

11 se T va_para 2 sendo va_para 3
2: faca F va_para 1

P2:

1: se T vd_para 2 sendo va_para 4
2: faca F va_para 3

3: se T va_para 1 sendo va_para 4

Computagdo de P com a entrada x:

(1,7 ()

(2,7 (2))

(L7 (7 (@)
(2,7, (7 ()
(1,75, (7 (2)))
(2, (7 (2)))
(L (7 ()
(3, (7 (%))

Portanto, (P, M)(z) =, (x"(x (x))).

Computagdo de P, com a entrada x:

(L7 (2))
(2,7 (x))

(8,7 (m ()
(L, (m, ()
(2, (1, ()
(3,72 (m ()
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Portanto, (P,, M)(z) = 7 (77 (7, (z))).

Supondo que T retorna falso apds n execucdes da operagdo F' em qualquer caso, entdo P1 = P2.
* ok *

Exemplo 1.26  Os programas P3 (iterativo) e P4 (recursivo) abaixo sdo fortemente equivalentes:
P3:
enquanto T

faca F

P4:
Iz é R onde
R def se T entdo (F;R) sendo Vv

Computagdo de P3 com a entrada x:

(enquanto T" faga F; v/, z))
(F'; enquanto T faga F;; v/, m ()
(enquanto T faga F'; v/, 7rF(7rX 7))
(F; enquanto T faga I; v/, 7 (7, (7))
)
(

(enquanto T faga F'; v/, 7T2F(7TX(

(enquanto T faga F'; v/, 7"
o (2)))

Portanto, (P,, M)(z) = 7 (7} (7, (z))).

w (7 (@)

Supondo que T retorna falso apés n execugdes da operagdo F' em qualquer caso, entdo P = P, =
P,.
Computagdo de P, com a entrada x:

(B 7 ()

((se T entdo (F'; R) sendo v');v/, 7rX(ac))

(F; Ry, ()

(R (7 (2)))

((se T'entdo (F; R) sendo v );v', m (7 (z)))
(F; Ry m (7, (2)))

(R;/,Wi(ﬂx(x)))

(Rid (. ()
((se T'entdo (F; R) sendo v );v', (7 (z)))
v, (2))

v, (m (@)

Portanto, (P, M)(z) = 7 (7} (7, (z))).

X
xT
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Supondo que T retorna falso apSs n execugdes da operagdo F' em qualquer caso, entdo P = P,
P.=P,. * %
3 4

*

1.6.1 Iterativos C Monoliticos

O Teorema 1.1 mostra que todo programa iterativo possui um programa monolitico forte-
mente equivalente.

Teorema 1.1 (Iterativos C Monoliticos) “Seja P, um programa iterativo. Entéo, existe um
programa monolitico P, talque P, = P,”

A obtencgao de um programa P, monolitico a partir de P, ¢ direta, a partir do mapeamento
das construgdes elementares de um programa iterativo em sequéncias de construgdes equi-
valentes em um programa monolitico. Afinal, lembre-se que todo fluxograma estruturado é
também um fluxograma geral (o contrario, no entanto, ndo é verdadeiro). Em outras palavras,
todo programa iterativo € também um programa monolitico (mas o contrario nao é verdadeiro).
A Figura 1.8 ilustra os componentes de um fluxograma estruturado (conforme visto na Secao
1.1), os quais, como é facil perceber, podem ser representados diretamente como um fluxo-
grama qualquer. Desta maneira, dado P, qualquer, o P, que pode ser construido a partir de
P, é o proprio P,. 0oo

Exemplo 1.27 Considere o seguinte programa iterativo PI:

até a_zero faga (subtrai_a; adiciona_Db)

O programa monolitico P, = abaixo, obtido por mapeamento direto, € fortemente equivalente a P,:

1: se a_zero va_para 4 sendo va_para 2
2 faca subtrai_a va_para 3
3: facga adiciona_b va_para 1

* %k

1.6.2 Iterativos # Monoliticos

O Teorema 1.2 prova que a relagdo de inclusdo mostrada no Teorema 1.1 € prépria.

Teorema 1.2 (lterativos # Monoliticos) “Existe um programa monolitico que ndo possui um
iterativo fortemente equivalente.”

Ou seja, deseja-se provar que, dado um programa monolitico P, ~qualquer, ndo necessa-
riamente existe um programa iterativo P, tal que P, = P, . E suficiente mostrar que existe
pelo menos um programa monolitico que, para uma determinada maquina, nao apresente
nenhum programa iterativo que seja fortemente equivalente.

« Considere o programa monolitico P, - da Figura 1.9 e a maquina de um registrador M, .

* (P,,,M)(n) =1sen éparou0senéimpar.

» A sequéncia de operagdes contida na computacgdo de P, paraum valor de entrada n
é:
sub; sub; ...; sub, se n € impar
N— —
n

sub; sub; ...; sub; add, se n é par
—— —

n
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v F U;w
U
A
F
\ 4
w
\4 \4 i

se T entdo faca U sendo faga W

enquanto T faga U até T fagca U

(e
(e

L b

Figura 1.8 Componentes de um programa iterativo.
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Inicio

A

<

A
\Y
Término < zero?

sub

Figura 1.9 Programa monolitico que determina se um nimero natural € par ou impar.

* Suponha que P, contém k operagoes sub.

» Suponha um valor de entrada n > k.

» Como, por hipétese, P =P ,amesma sequéncia de operagdes é executada por P,

» Como n > k, pelo menos uma instrugédo sub é executada mais de uma vez na compu-
tacao de P,.

 Logo, existe uma instrucao iterativa do tipo “enquanto” ou “até” que controla a execugéo
dessa operagao sub.

« Ao término da execugdo dessa instrugdo, no entanto, ndo é possivel contabilizar a
quantidade de execugbes da operacao sub que foram executadas no loop e, conse-
quentemente, distinguir a condigdo “par” ou “impar” do valor n de entrada.

* Note que em P a avaliagdo do primeiro (segundo) teste implica a execugao de um
namero par (impar) de subtragoes.

» Logo, P, néo é capaz de produzir o resultado desejado.
* Portanto, ndo existe P, que talque P, = P, .

* Nao ¢é possivel construir um programa iterativo para M, que determine se a entrada é
par.

oo

1.6.3 Monoliticos C Recursivos

O Teorema 1.3 mostra que todo programa monolitico possui um programa recursivo forte-
mente equivalente.
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Teorema 1.3 (Monoliticos C Recursivos) “Seja P, um programa monolitico. Entéo, existe
um programa recursivo P, talque P, = P, "

A prova consiste na construgdo de um programa recursivo P, que execute as mesmas ope-
ragdes na mesma ordem que P, . Esta construgéo é explicada a seguir.

Suponha que L = {r ,r,..,r } seja o conjunto de rétulos de P, , que r, seja o rétulo
inicial e que r  seja o (Unico) rétulo final de P, . Entao:
PR é R1 onde
R1 def E1’
R2 def E2,
R def vV

n
e, Vk,1 <k <n, E, ¢é definido da seguinte forma:

» Se r,: faca F va_para 7, entdo:
Ek:F; Ri

* Se T, i se T entdo va_para T, sendo va_para ’I"j entao:

Ek:(se T entdo Ri sendo Rj)

é fortemente equivalente a P, , ou seja, P, = P 0oo

Exemplo 1.28 Considere o programa monolitico Q:

1: se a_zero va_para 4 sendo va_para 2
2: faca subtrai_a va_para 3
3: faca adiciona_b véa_para 1

O programa recursivo R abaixo, obtido por mapeamento direto, é fortemente equivalente a Q:

é R1 onde

def (se a_zero R, senao Rz)
def (subtrai_a;RS)

def (adiciona_b;Rl)

def VvV

=ejieviievii=viliay

=W N =

* k%

A relagdo equivaléncia forte € transitiva, como mostra o Coroldrio 1.1.

Corolario 1.1 (Iterativos C Recursivos) “Seja P, um programa iterativo. Entéo, existe um
programa recursivo P, tal que P, = P,

Prova: conforme demonstrado no Teorema 1.1, todo programa iterativo possui um programa
monolitico fortemente equivalente. De acordo com o Teorema 1.3, todo programa monolitico
possui um programa recursivo fortemente equivalente. Logo, para qualquer programa iterativo
P, existe um programa recursivo P, tal que P,=P,. 0od
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1.6.4 Monoliticos # Recursivos
O Teorema 1.4 prova que a relagdo de inclusdo mostrada no Teorema 1.3 € prépria.

Teorema 1.4 (Monoliticos # Recursivos) “Existe um programa recursivo que ndo possui
um programa monolitico que Ihe seja fortemente equivalente.”

Deseja-se provar que, dado um programa recursivo P, qualquer, ndo necessariamente existe
um programa monolitico P, talque P, = P,. Paraisso, € suficiente mostrar que existe pelo
menos um programa recursivo que, para uma determinada maquina, ndo apresente nenhum
programa monolitico que lhe seja fortemente equivalente.

+ Considere o programa recursivo P, abaixo e a maquina de um registrador M,

PR é R onde
R def se zero entdo v'sendo (sub;R;add;add)

* (P, M )(n) =2n.
* A sequéncia de operagdes contida na computagao de P, para um valor de entrada n
é:
sub; sub; ...; sub; add; add; ...; add

n 2n
« Suponha que P, contém k operagdes add (cada uma numa instrugao diferente).
» Suponha um valor de entrada n > k/2.
» Como, por hipétese, P, = P, amesma sequéncia de operacgdes é executada por

P,

« Como 2n > k, pelo menos uma mesma instrucéo add é executada mais de uma vez na
computagao de P, .

* Isso significa que ha um desvio incondicional que permite a execugao repetida dessa
instrucao, pois ndo seria possivel, com um Unico registrador, controlar a execugao do
loop e ainda assim dobrar o valor da entrada.

* Ha, portanto, um ciclo infinito em P, envolvendo essa instrugao add.

* Logo, a computagéo de P, nao pode ser finita e isso contradiz a hipétese da existéncia
de P, .
M

* Nao existe P, tal que P, =P,

» Nao é possivel construir um programa monolitico para M, que dobre o valor da en-
trada.

oo

1.6.5 Conclusoes

A Figura 1.10 resume os resultados dos teoremas anteriores, lembrando que, em cada caso, a
relacdo de inclusdo € prépria.
Observacdes importantes:

» Equivaléncia forte de programas # poder computacional.

* Os trés formalismos (monolitico, iterativo e recursivo) possuem o mesmo poder com-
putacional.
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Programas recursivos

Programas monoliticos

Programas iterativos

Figura 1.10 Relacéo de equivaléncia forte.

* Para qualquer programa recursivo e para qualquer maquina, existe um programa mono-
litico e uma mdquina tal que as fun¢des computadas coincidem.

 Para qualquer programa monolitico e para qualquer maquina, existe um programa ite-
rativo e uma maquina tal que as fun¢des computadas coincidem.

Logo, do ponto de vista do poder computacional, os trés paradigmas sdo equivalentes.
Em outras palavras, dada uma méaquina M e um programa P para essa miquina, sempre
existem uma maquina M’ e um programa P’ tal que as fungdes computadas coincidem. O
Teorema de Bohm-Jacopini mostra como gerar programas iterativos equivalentes a programas
monoliticos dados como entrada. N&o necessariamente as mesmas operagdes € a mesma
ordem sdo usadas, tampouco o resultado vale para qualquer miquina. Portanto, o fato de
existir um programa monolitico que ndo possui um programa iterativo fortemente equivalente
(conforme o Teorema 1.2) ndo invalida o Teorema de Bohm-Jacopini. Para mais detalhes,
veja a Secdo 1.10, Teorema 1.6.

1.7 Equivaléncia de programas em uma maquina

A nocao de equivaléncia forte de programas, introduzida na Se¢ao 1.6, exige que dois progra-
mas quaisquer possuam a mesma fung¢ao computada em qualquer maquina. Uma nog¢do mais
fraca é a nogdo de equivaléncia em uma mdquina, a qual exige apenas que 0s programas em
questdo possuam a mesma fun¢do computada na maquina considerada.

Dois programas P e (), de quaisquer tipos, s3o ditos equivalentes na maquina )/, deno-
tado P =, @, se, e somente se, as correspondentes fungdes computadas na méquina M sdo
iguais, ou seja (P, M) = (Q, M). P e @, nesse caso, sdo ditos programas M -equivalentes
ou, simplesmente, programas equivalentes na maquina M.



O estudo da Teoria da Computac¢ao permite, entre ou-
tras coisas, a percepcao da computacao como uma area
com muitas possibilidades, mas também com muitas
limitac6es. Conhecer essas limitagoes é importante
para a formacao de profissionais que, em suas vidas,
muitas vezes, irao se deparar com problemas intrata-
veis ou mesmo insoluveis.

De forma introdutdria, este livro apresenta os tépicos mais
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Complexidade no tempo e Calculo Lambda nao tipado, que
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