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Capitulo 1

Discussao inicial

1.1 Objetivos

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma breve discussao sobre
alguns dos conceitos fundamentais que serao adotadas ao longo do livro e

que sao comumente utilizados no estudo de sistemas dinamicos nao lineares.

1.2 Conceitos iniciais

Os primeiros relatos que se tem das investigacoes sobre sistemas dina-
micos datam dos séculos XV e XVI e estao particularmente relacionados
com o estudo da mecanica celeste. Entretanto, a modelagem matematica
de um sistema evoluindo no tempo sé teve progressos com Isaac Newton e
suas leis do movimento. Em um sistema dinamico existe uma relacao ma-
tematica que, a partir do conhecimento de um estado configuracional em
um determinado instante, geralmente caracterizado como a condigao inicial
do sistema, permite encontrar o estado em um instante de tempo posterior.
Um estado fornece a caracterizacao da configuragao de um sistema em um
dado instante. Ao se estudar, por exemplo, o lancamento de um projétil, o

estado inicial é caracterizado pelo conhecimento da posicao e da velocidade

25
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no instante do langcamento, ou seja, um par posicao e velocidade iniciais.

A partir do conhecimento das leis que descrevem a dinamica, muitas
vezes fornecidas a partir das leis de Newton para sistemas mecanicos, os
conjuntos de equagoes determinando posicao e velocidade em instantes fu-
turos podem ser classificados como lineares ou nao lineares. Em um sistema
linear, as equacgoes que descrevem a dinamica assumem apenas poténcias
de primeira ordem, sendo, portanto, equacoes lineares. Como exemplo, po-
demos considerar © = —ax em que a € R e x é uma variavel dinamica.
O termo = = % corresponde a derivada primeira de z(t) em relagao ao
tempo t. Por outro lado, as equagoes nao lineares sao caracterizadas por
poténcias diferentes de 1 nas varidveis dindmicas, bem como podem assu-
mir formas descritas por fungoes seno, cosseno, exponencial, dentre diversas
outras possibilidades. Para ilustrar uma equagao nao linear, podemos con-
siderar & = bsin(x) sendo b € R. Equagbes nao lineares podem depender
de mais de uma variavel. Considere o sistema de equagoes T = a — y e
y = b+ xy. Nesse exemplo a nao linearidade deve-se ao produto dos termos
xy.

As equagOes nao lineares nao estao restritas somente a sistemas meca-
nicos descritos pelas equacoes de Newton. Elas vao muito além e podem
incluir sistemas elétricos/eletronicos com elementos de circuitos exibindo
caracteristicas nao lineares, como transistores, diodos, dentre diversos ou-
tros. Em sistemas fluidos, a densidade, a viscosidade e outros parametros
relevantes podem contribuir com termos nao lineares nas equacoes dinami-
cas. Sistemas de lasers também podem exibir equagoes com termos nao
lineares associados a acoplamentos e outros processos, como controle, retro-
alimentacao, dentre outros. A propria mecanica celeste apresenta, em sua

vasta maioria de sistemas investigados, dinamicas que tém em suas equagoes

termos nao lineares.

A partir de um determinado estado inicial, a evolu¢ao dinamica de um

sistema fornece um conjunto de estados seguintes. A sequéncia cronolo-
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gica desses estados recebe o nome de 6rbita, fornecendo assim a dinamica
temporal de um estado inicial. A partir da troca da configuragao inicial,
a evolugao dinamica fornece outra sequéncia de estados distintos e, conse-
quentemente, outra orbita. O conjunto de todas as dérbitas recebe o nome
de espaco de fases ou espaco de estados e fornece informagoes a respeito de

todos os estados permitidos do sistema dinamico.

Muitas propriedades relevantes da dinamica sao obtidas a partir do co-
nhecimento do espaco de fases. Dependendo do sistema considerado, o
espago de fases pode exibir trés tipos caracteristicos de comportamento: (i)
periddico; (ii) quase-periddico; e (iii) cadtico. Tais comportamentos podem
coexistir no espago de fases, bem como é possivel observar sistemas que
exibem comportamentos peridédicos, outros com dinamica quase-periodica
e ainda outros como sistemas completamente cadticos. No comportamento
periédico, pode-se perceber que a dinamica se repete a intervalos de tempo
regulares muito bem definidos, conduzindo a uma dinamica regular e previ-
sivel. No caso de um movimento quase-periddico, a repeticao da dinamica
a tempos bem determinados, caracteristica de movimento periédico, nao é
mais observada. Entretanto, o fato de nao poder se medir um determinado
periodo nao implica que a dinamica seja completamente erratica. De fato, a
evolugao dinamica se da ao longo de um conjunto supostamente compacto
de pontos no espaco de fases e que nao exibe afastamento, com o decorrer
do tempo, de duas configuracoes iniciais bastante préximas. Por outro lado,
o comportamento cadtico é determinado a partir da evolugao de duas con-
digoes iniciais préximas que se afastam uma da outra exponencialmente no
tempo. Isso garante que o conhecimento de um determinado estado futuro a
partir de uma das condigoes iniciais nao permita dizer nada sobre o compor-
tamento temporal da outra condicao inicial. Essa separagao exponencial de
6rbitas com condigoes iniciais vizinhas no espaco de fases conduz ao conceito
de expoente de Lyapunov positivo. Esse expoente sendo positivo identifica

a dinamica como cadtica. A dinamica cadtica é consequéncia da nao linea-
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ridade nas equacoes que descrevem a evolucao dos sistemas cadticos. A nao
linearidade é necessaria para a existéncia de caos, entretanto, héa sistemas
nao lineares que nao apresentam dinamica cadtica.

O conhecimento das leis que descrevem a dinamica dos sistemas permite
estabelecer uma distin¢ao entre determinismo e nao determinismo. Quando
se fala em determinismo, este esta associado as leis que descrevem a dina-
mica do sistema, conhecidas explicitamente, sendo portanto ausentes termos
associados com estocasticidade.! Considere, por exemplo, a aplicacao da se-
gunda lei de Newton a um sistema massa-mola unidimensional na presenca

de arrasto viscoso conforme mostrado na Figura 1.1. A equacao que rege

Fluido

Figura 1.1 — Tlustragao do oscilador amortecido.

a dinamica do sistema é dada por mi = —y& — kx, em que m é a massa
do oscilador, v é o coeficiente que determina o arrasto viscoso e k é a cons-

tante elastica da mola. A variavel dinamica é representada por x, sendo

dt’ dt? -

um determinado estado inicial z(t = 0) e &(t = 0), todos os estados se-

a velocidade dada por = = e a aceleragao, por & = A partir de
guintes podem ser determinados a partir da solucao explicita da equacao do
movimento, caracterizando portanto um sistema deterministico. A equagao
diferencial que descreve a dinamica do oscilador amortecido é linear. Outro
sistema que também é deterministico, porém descrito por uma equagao nao

linear, é o péndulo simples. A Figura 1.2 ilustra o modelo. Trata-se de uma

1 Por estocasticidade queremos dizer forcas aleatérias sem total conhecimento ou con-

trole explicito no tempo.
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Toy

m

Figura 1.2 — Ilustragao do péndulo simples sem amortecimento.

particula de massa m suspensa por um fio inextensivel de comprimento [ que
oscila, em torno de uma origem, na vertical de um angulo 6(¢). A particula
sofre a acao do campo gravitacional ¢, assumido como constante. A partir
da segunda lei de Newton, podemos encontrar que a equacao que governa
a dinamica é dada por 6 + $sin(f) = 0. A solugao dessa equagao é simples
no limite de angulos pequenos a que a aproximagao sin(f) = 6 se aplica.
Quando a aproximagao de angulos pequenos nao for valida, a solugao pode

ser obtida a partir de integrais elipticas.

Por outro lado, um sistema nao deterministico tem em suas equagoes
dinamicas uma funcao que nao é completamente conhecida e fornece a pro-
babilidade de um determinado evento ocorrer. Por exemplo, o problema
da caminhada aleatéria unidimensional, no qual o caminhante pode dar
um passo para direita com probabilidade p ou um passo para a esquerda
com probabilidade ¢, em que a soma p+ ¢ = 1. A existéncia dessa compo-
nente estocéastica caracteriza o sistema como nao deterministico. Problemas
envolvendo nao determinismo sao muito comuns na area de fisica estatis-
tica, particularmente associados a caminhada aleatoria, em que se usa como
técnica de estudo o formalismo envolvendo a equacao de Fokker-Planck e
também a equacao de Langevin. Nao se deve confundir aqui nao deter-
ministico com cadtico. Em um sistema cadtico deterministico, as leis que

descrevem o movimento sao conhecidas e ndo envolvem termos estocésticos.
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Entretanto, a natureza nao linear das equagoes que descrevem o movimento
e a caracteristica do afastamento exponencial no tempo a partir de duas
condigoes iniciais vizinhas nao permite o conhecimento de estados futuros,
embora o sistema seja deterministico.

Ao resolver? as equacoes diferenciais, sejam elas lineares ou nao lineares,
encontra-se um fluxo de solugoes com dimensao N no espaco de fases. A
evolucao temporal de tal fluxo descreve a dinamica do sistema e, dependendo
da complexidade do conjunto de equacoes que o descreve, pode ser bastante
dispendioso obté-lo, do ponto de vista numérico/computacional. Uma forma
alternativa para investigar os sistemas ¢ interceptar o fluxo de solucoes no
espaco de fases utilizando uma superficie® que corta o conjunto de solucoes.
Essa superficie é também conhecida como superficie de secao ou secao de
Poincaré. Cada intersecao do fluxo de solugoes na superficie produz um
ponto na se¢ao de Poincaré com dimensao N — 1. A sequéncia de pontos é
descrita por um mapeamento discreto F(Z,) = Z,+1 em que F descreve o
operador que evolui o vetor de solucoes 7 de dimensao N — 1 da intersecao n
para a respectiva intersecao n+1. A Figura 1.3 mostra um fluxo de solugoes
sendo interceptado por um plano. A sequéncia de pontos localizados na
secao de Poincaré é descrita por um mapeamento discreto.

A solugao do modelo descrito na Figura 1.1, o oscilador amortecido, na-
turalmente exibe uma reducdo na energia mecanica' do sistema. Com o
decorrer do tempo, a dinamica evolui para o estado estacionario localizado

emx =0ex =0. A existéncia da forca de arrasto viscoso estabelece a

2Em sistemas ndo lineares, poucas sdo as solucoes analiticas conhecidas. Um ntimero
significativo de métodos numéricos para integracao de equacgoOes diferenciais pode ser
utilizado para obter as solugoes numéricas, em particular os métodos do tipo Runge-

Kutta.

3Para fluxos com dimensdes maiores que 3, utiliza-se uma hipersuperficie de dimensao
N —1.

4A energia mecanica é composta pela soma da energia cinética, esta associada ao
estado de movimento do bloco de massa m, com a energia potencial, que por sua vez esta

associada ao estado configuracional do sistema.
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Figura 1.3 — Ilustragéo de uma secao de Poincaré.

presenca de dissipagao no sistema conduzindo a reducao da energia, caracte-
rizando, dessa forma, o sistema como dissipativo. Por outro lado, o modelo
descrito na Figura 1.2, o péndulo simples, nao exibe dissipa¢cao. Uma vez
afastada a massa m da condicao de equilibrio localizada na posicao angular
0 = 0, com velocidade angular § = 0 e ali abandonada, o sistema perma-
necera permanentemente em situacao de nao equilibrio independentemente
de estar em libragao, quando oscila em torno da condicao de equilibrio —
essa situacao ¢ determinada no regime de baixas energias —, ou em rotagao,
quando o sistema gira em torno do ponto de rotagao. Tal rotacao pode
ser tanto no sentido horario quanto anti-horario, e isso depende apenas da
condicdo inicial para a velocidade: 6 > 0 (sentido anti-horério) ou f <0
(sentido horério). Uma vez que o sistema nao exibe dissipagao de energia,

é muitas vezes também chamado de sistema conservativo.

A terminologia conservativo ou nao conservativo® pode ser rigorosamente
determinada a partir do teorema de Liouville, que caracteriza o fluxo de
solucoes no espacgo de fases. Em sistemas conservativos, a densidade de
pontos no espaco de fases é constante e esse fato garante a inexisténcia de

sorvedouros, comumente presentes em sistemas dissipativos. Sorvedouros

5Muitas vezes o termo dissipativo é atribuido a sistemas que nao preservam a energia
total.
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sao definidos como um conjunto de pontos que atraem as soluges para
tempos suficientemente longos. Uma vez atingido o sorvedouro, a solugao
nunca mais escapa de l4, a menos que haja uma interferéncia externa. O
conjunto de pontos para os quais as solucoes convergem assintoticamente
no tempo é denominado atrator. Ao longo do texto veremos que existem
diversos tipos de atratores, que podem ser classificados como pontos fixos

assintoticamente estaveis, ciclos limites, estranhos nao cadticos e cadticos.

Como ilustracao de um ponto fixo assintoticamente estavel, podemos
mencionar a solucao assintética do oscilador amortecido. Iniciando a di-
namica do sistema descrito na Figura 1.1 a partir de uma energia inicial
nao nula, com o decorrer do tempo a solucao assintotica converge para
(x,2) = (0,0). Trata-se de um atrator de dimensao 0, ou seja, um ponto
fixo. Uma vez atingida a condicao de equilibrio, a solucao passa a ser atem-
poral. Em um ciclo limite, a convergéncia de uma condi¢ao inicial nao
evolui para um ponto no espaco de fases, e sim para uma curva fechada,
que s6 é atingida assintoticamente no tempo. Nesse caso trata-se de um
atrator de dimensao 1. O intervalo de tempo para que o atrator seja alcan-
cado é chamado de transiente. A compreensao e a descricao dos transientes
presentes em sistemas dissipativos sao de crucial importancia para a carac-
terizacao das suas propriedades dinamicas. Um transiente fornece o tempo

de evolucao dinamica até que o sistema atinja um determinado atrator.

Nos dois casos discutidos, temos dois tipos de atratores que tém geo-
metrias muito bem definidas, sendo elas um ponto ou uma curva fechada.
Entretanto, a geometria dos atratores nem sempre ¢ tao simples assim. Em
sistemas mais complicados, como osciladores amortecidos e forcados, de-
pendendo da forca externa, a evolugao assintética atinge um conjunto de
pontos que nao é um simples ponto fixo, tampouco uma curva fechada, mas
sim uma distribuicao complicada no espaco de fases e que tem uma forma
geométrica nao usual, ou uma forma estranha. Essa geometria nao usual,

com forma estranha, define o conjunto de pontos como atrator estranho. Tal
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atrator pode ainda ser cadtico ou nao. Partindo de duas condigoes iniciais
bastante proximas e evoluindo-as no tempo, se as Orbitas se afastarem ex-
ponencialmente uma da outra, diz-se que o atrator estranho é cadtico. Um
observavel que caracteriza essa taxa de afastamento é chamado de expoente
de Lyapunov. Um expoente de Lyapunov positivo é suficiente para garantir
a existéncia de dinamica cadtica. Caso o afastamento nao seja exponencial
e a forma do atrator se mantenha nao usual e com aparéncia estranha, o
conjunto de pontos é dito um atrator estranho nao cadtico. Assim, uma
das questoes principais em sistemas dinamicos descritos por equacoes nao
lineares ¢ determinar se o atrator observado é realmente cadtico ou nao e

caracteriza-lo quantitativamente.

Sistemas nao lineares dissipativos, sejam eles descritos por equagoes di-
ferenciais ou por mapeamentos discretos, podem admitir a existéncia de
mais de um atrator simultaneamente, seja ele periddico ou cadtico, muitas
das vezes ambos. No espago de fases, o conjunto de condic¢oes iniciais que
convergem para um determinado atrator define o que é chamado de bacia de
atracao. Cada bacia de atracao de um determinado atrator é formada por
um conjunto de pontos, estabelecendo as condicoes iniciais, para os quais
a evolucao dinamica converge para tempo suficientemente longo. Em sis-
temas deterministicos, o conhecimento da bacia de atracao permite definir

uma condic¢ao inicial que seguramente evolui para um determinado atrator.

Os atratores classificados como pontos fixos assintoticamente estaveis
podem ser estudados a partir da variacao dos parametros que controlam a
dinamica do sistema. Com a variacao dos parametros de controle, um deter-
minado ponto fixo, que admitia a condi¢ao de ser assintoticamente estavel,
pode mudar sua estabilidade, deixando assim de atrair condigoes iniciais
proximas a ele, mudando para ponto fixo instavel. O parametro de controle
critico onde ocorre essa mudanca define o local de ocorréncia de uma bi-
furcacao. As bifurca¢oes podem ser classificadas conforme seu tipo, sendo

elas bifurcacoes locais ou bifurcagoes globais. Uma bifurcacao local pode
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ser completamente determinada a partir da analise de estabilidade de ponto
fixo, sendo portanto uma andlise local. As bifurcagoes locais se classificam
em bifurcacao transcritica, bifurcacao de forquilha supercritica ou subcri-
tica, bifurcacao de duplicagao de periodo, bifurcacao tangente, dentre varias
outras. E importante mencionar também que as bifurcagdes ocorrem nao
somente para pontos fixos, podendo ser observadas em érbitas de periodos
maiores. Por outro lado, nas bifurcagoes globais o conhecimento da esta-
bilidade de um ponto fixo nao permite determinar quando elas ocorrerao.
Em uma bifurcagao global, o espaco de fases sofre uma mudanca estrutu-
ral repentina a ponto de ocorrer a destruicao de um atrator cadtico, sendo
este substituido por um transiente cadtico ou mesmo outro atrator cadtico
com caracteristicas diferentes. Bifurcagoes globais produzem no espaco de
fases eventos de crise, que se classificam em crise de fronteira, crise unindo

atratores e crise interior.

Tendo como motivacao a descricao sobre as bifurcagoes, uma das ques-
toes centrais que se coloca no estudo de sistemas dinamicos é como a di-
namica de um determinado sistema se modifica em decorréncia da variacao
dos parametros de controle? Também, como os observaveis fisicos que ca-
racterizam as grandezas de interesse convergem para seu valor assintético?
Tal convergeéncia é Unica e independente dos parametros de controle? Para
ilustrar a discussao sobre a convergéncia para o estado assintotico, consi-
deraremos um caso especifico que ocorre no mapa logistico® escrito como
Tpi1 = Rx,(1—x,) em que R € [0, 4] corresponde ao parametro de controle
ex € [0, 1] é a varidvel dinamica. O indice n = 0,1,2,. .. identifica o nimero
de iteracoes do mapeamento, sendo sempre um nimero inteiro. Partindo-se
de uma condicao inicial x(, evolui-se a dinamica a partir da equacao do
mapa obtendo-se x1, refaz-se o procedimento usando a equacao do mapa

para obter x5 e assim por diante. A sequéncia discreta e cronolégica de

50 mapa logistico foi proposto originalmente como uma forma discreta para a descri-

¢ao da dinamica de diversas populagoes incluindo insetos, peixes etc.
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Figura 1.4 — Ilustracao do diagrama de orbita para o mapa logistico.

pontos recebe o nome de Orbita e corresponde a evolugao temporal a partir
da condic¢ao inicial zy. Considerando um valor fixo para R, o correspondente
atrator do mapeamento sé é obtido a partir de uma longa evolucao tempo-
ral de zo € (0,1), rigorosamente falando, quando n — oo. Variando-se
R € ]0,4], o comportamento do diagrama de 6rbitas é mostrado na Figura
1.4. As linhas pontilhadas identificam os pontos fixos instaveis. Em R =1
ocorre uma bifurcagdo. Como o diagrama de 6rbita é construido conside-
rando tempo suficientemente longo, a questao que se coloca é: como ¢é a
forma do diagrama de érbitas quando o tempo de transiente foi considerado
pequeno? Como se da o comportamento da convergéncia para o atrator no
parametro de controle correspondente a bifurcacao?

A Figura 1.5(a) mostra o diagrama de érbita construido com o tempo
de transiente pequeno, de fato, 10 iteracoes apenas. Podemos ver clara-

7

mente que proximo as bifurcagoes’ existe um aglomerado de pontos que

"Uma das bifurcacdes é observada em R = 1 (bifurcacio transcritica) e outra em
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Figura 1.5 — Tlustragao do diagrama de 6rbita para o mapa logistico construido
para tempo de transiente finito. Os tempos de iteragoes considera-
dos foram: (a) n = 10; (b) n = 100, (c) n = 1000 e (d) n = 10000.

estao afastados do atrator. Tais pontos sao uma evolucao da condigao ini-
cial xo = 0,5 que nao tiveram ainda tempo suficiente para convergirem ao
atrator. Aumentando o numero de iteracoes para 100, conforme mostrado
na Figura 1.5(b), podemos notar que o aglomerado de pontos diminuiu sig-
nificativamente comparado com aquele observado na Figura 1.5(a), ficando
quase imperceptivel na figura, entretanto ainda persistindo. Aumentando
ainda mais o nimero de iteracoes, dessa vez para 1000, o aglomerado de
pontos afastados do atrator é pequeno, praticamente imperceptivel na Fi-
gura 1.5(c), porém fica evidente quando a parte do diagrama préxima a
R = 1 é amplificada, o que pode ser visto no grafico interno da prépria

figura. Essa ampliagao é ainda maior quando 10000 iteracoes sao conside-

R = 3 (bifurcacdo de duplicagao de periodo).
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radas, conforme mostrado na Figura 1.5(d). Percebe-se que, ao aumentar o
nimero de iteracoes, a distribuicao de pontos esta cada vez mais préxima
do atrator. A escala de ampliacao é inversamente proporcional ao nimero
de iteracoes, conforme pode ser visto nas Figuras 1.5(c, d).

A dinamica da convergéncia para o atrator pode ser descrita utilizando
funcoes homogéneas generalizadas. Para ilustrar, considere que uma dada
medida do sistema, por exemplo a distancia do atrator, que representaremos
aqui por f, seja descrita em termos de dois parametros, x e y. Logo, tem-
se que f(z,y) obedece a uma relagdo de escala se a seguinte relagao for

satisfeita:
flx,y) = 1f (12, 1%y) (1.1)

em que os expoentes a e b sao os expoentes de escala e [ é um fator de escala
arbitrario. Como [ é um fator de escala, podemos escolher, por exemplo,

l=y"% o queleva a

flay) =y P fly /P2, 1) (1.2)

Nas vizinhangas da condigao de equilibrio, a fungao f(x,y) é descrita por leis
de poténcia em suas variaveis. Assim, o estudo das propriedades de escala
de f permite que os expoentes a e b sejam obtidos, bem como a identificagao
de uma possivel universalidade presente no sistema. A generalizacao para
um nimero maior de variaveis é direta. Para o caso em que f é uma funcao

das variaveis x, y e z, tem-se que

flz,y,2) = Lf (1", 1y, 1°2) (1.3)

A questao que deve ser discutida é sobre a interpretacao desse comporta-
mento de escala e o que significa essa universalidade.
Em sistemas nao lineares e com a ocorréncia de caos, seja ele conserva-

tivo® ou dissipativo, o estudo de como as particulas se difundem é um tema

80 caos conservativo é observado quando nao hé violacdo do teorema de Liouville e o

volume do espago de fases é preservado.
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em questao. Para investigagoes desse tipo, ¢ comum determinar as variaveis
representativas do sistema a partir da solucao da equacao da difusao, que
fornece a probabilidade de encontrar uma determinada particula na coor-
denada®’ z em um determinado instante de tempo ¢t. Para determinar a

probabilidade p = p(x,t), a equagao da continuidade é utilizada:

Op(et) __0jr1)

ot ox

(1.4)

em que j(z,t) é a corrente de particulas que cruza um determinado ponto do
espaco de fases x em um intervalo de tempo At. Por outro lado, a corrente
j(z,t) é escrital® como

0
Jj= —Da—z +oFp (1.5)

em que o ¢ a mobilidade das particulas, D é o coeficiente de difusao e F' é a
forga que atua na particula. Quando a Equacao (1.5) é levada na Equagcao
(1.4), obtém-se

op 9?p oF dp

—=D— —0op— —oF— (1.6)

ot 0x? x
Resolver a Equagao (1.6) significa determinar a probabilidade de se encon-
trar uma particula na coordenada x no instante . O formalismo envolvendo
a solucao da equacao da difusao sera utilizado no estudo de difusao cadtica
em uma familia de mapeamentos discretos ao longo do livro.

Ao se considerarem sistemas que exibem difusao, um fenomeno que tem
recebido bastante atencao é a aceleracao de Fermi. Embora os mecanis-
mos de criacao de tais particulas fossem conhecidos a época, suas energias
observadas na producao nao eram compativeis com aquelas altas energias
medidas em detectores de raios césmicos. Assim, o fenomeno de acelera-

¢ao de Fermi foi proposto originalmente pelo fisico italiano Enrico Fermi na

tentativa de explicar a origem das altas energias de tais particulas. Fermi

9Aqui coordenada tem uma conotacdo um pouco mais geral que a posicdo. Ela pode

representar velocidade, energia, momentum, dentre outras grandezas.
10A corrente de particulas é determinada a partir da lei de Fick.
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Zona de colisdo

Figura 1.6 — Ilustracao esquemaética do modelo Fermi-Ulam.

acreditava que os raios césmicos, particulas carregadas e com altas energias,
interagiam com os campos elétricos e magnéticos presentes no meio interes-
telar e, nessa interacao, ganhavam energia. Uma vez que tais campos sao
dependentes do tempo, a particula, ao viajar sob influéncia deles, poderia
ser defletida e, ao longo de sua trajetoria, ganhar energia. Essa ideia foi
modelada matematicamente por Stanislaw Ulam, que propos um sistema
mecanico que tem a esséncia idealizada por Fermi. O sistema consiste de
uma particula classica de massa m que estd confinada a se mover entre
duas paredes rigidas. Uma delas ¢ fixa e a outra se move periodicamente
no tempo, conforme mostra o esboco esquemaético da Figura 1.6. Quando a
particula colide com a parede moével, pode ocorrer uma troca de energia e
momentum de forma que a energia da particula nao é constante. A parede
fixa tem a funcionalidade de reinjetar a particula em direcao a parede movel
para uma proxima colisao. As comparacoes com a ideia original de Fermi
sao imediatas. A particula de massa m corresponde ao raio cosmico. A pa-
rede mdvel seria equivalente aos campos elétricos e magnéticos dependentes
do tempo, ao passo que a parede fixa tem a funcao de reinjetar a parti-
cula para uma nova colisao, estabelecendo assim a analogia com os infinitos
campos elétricos e magnéticos que existem atualmente no cosmos.

O modelo matematico construido por Ulam materializando a ideia de
Fermi é descrito por um mapeamento discreto nas variaveis velocidade da

particula, V', e fase da parede movel, ¢, que é atualizado a cada colisao com
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Figura 1.7 — Esboco do espago de fases tipico do modelo Fermi-Ulam. Aqui V
identifica a velocidade da particula e ¢ fornece a fase da parede

moével, sempre medidas no impacto n com a parede médvel.

a parede dependente do tempo. Quando as colisoes sao consideradas elasti-
cas, ou seja, nao existe perda fracional de energia a cada impacto, o espago
de fases do sistema exibe um conjunto de trés regioes bem definidas, con-
forme mostrado na Figura 1.7. Uma delas é uma regiao de caos que existe

' outras sao ilhas de estabilidade, presentes

no regime de baixas energias,
em regioes intermediarias do espaco de fases, e a terceira sao curvas invari-
antes spanning que impedem a difusao ilimitada das particulas na regiao de
caos. Na Figura 1.7 a primeira delas é representada por fisc.'? A existén-
cia delas, em particular a primeira, é fundamental para definir a amplitude
da regiao de caos. Mais adiante veremos que ela tem um papel funda-
mental para determinar as propriedades de escala do mar de caos. Como

ela impede a difusao ilimitada de particulas na regiao do caos, o modelo

1 Como baixas energias nos referimos a energias da ordem da energia da parede mével.
12Do inglés, corresponde a first invariant spanning curve.
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nao exibe o fenomeno de aceleracao de Fermi. De fato, o fenomeno corres-
ponde ao crescimento ilimitado de energia de uma particula, ou de forma
generalizada para um ensemble delas, em virtude de colisoes elasticas com
paredes que se movem no tempo. Uma simples modificacao no mecanismo
de retorno da particula para a parede moével pode conduzir a observagao
do fenomeno. Essa substituicao pode ser feita, por exemplo, considerando
que o mecanismo que produz o retorno da particula para uma nova colisao
com a parede modvel é realizado por um campo externo constante, como o
campo gravitacional. Essa modificacao no modelo Fermi-Ulam é conhecida
como modelo bouncer. A dinamica da particula continua sendo feita por
um mapeamento discreto, porém, dependendo do conjunto de parametros
de controle considerados e das condigoes iniciais do sistema, o crescimento
ilimitado de energia da particula pode ser observado, conduzindo assim a

observacgao da aceleracao de Fermi.

Quando as colisoes da particula com a parede mével, tanto no modelo
Fermi-Ulam quanto no modelo bouncer, sao consideradas elasticas, atratores
nao existem no espaco de fases. A dissipacao muda substancialmente a
estrutura do espacgo de fases dos dois sistemas. No modelo Fermi-Ulam,
dependendo da combinacgao de parametros de controle e condigoes iniciais, o
mar de caos presente no espago de fases pode se transformar em um atrator
cadtico. As curvas invariantes spanning sao completamente destruidas e
as ilhas de estabilidade, contendo pontos fixos elipticos em seu centro, se
tornam regices de atracao para os pontos fixos assintoticamente estaveis,
que substituem os pontos fixos elipticos. A area no espaco de fases nao se
preserva mais, garantindo a existéncia de atratores. Tais atratores podem
ser repentinamente destruidos a partir de bifurcacoes globais via crise de
fronteira, conforme veremos mais adiante. Apéds a destruicao, uma condigao
inicial fornecida na regiao onde o atrator existia permanece naquela regiao
por um tempo até que encontra a rota de escape e sai. O tempo gasto

naquela regiao determina o transiente caético. No modelo bouncer, além das
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crises e da existéncia de atratores, a dissipacao produz um efeito ainda mais
interessante. Como a area no espaco de fases nao mais se preserva, a difusao
ilimitada de energia, que acarreta o fenomeno de aceleragao de Fermi, nao
¢ mais observada. Dependendo dos parametros de controle, a dissipacao
cria um atrator no espaco de fases, este distante do infinito, que admite
propriedades de escala interessantes. A dissipacao pode ser introduzida nos
modelos nao apenas a partir de colisoes inelasticas, quando existe perda
fracional de energia a cada colisao, mas também a partir de arrasto viscoso,
quando a particula atravessa um meio viscoso. Nesse caso, ocorre uma perda
de energia continuamente ao longo da trajetoria da particula, uma vez que
a forca de arrasto é sempre contraria ao movimento e atua continuamente.
Um ponto importante que se observa também é que a dissipacao, seja ela
de diferentes tipos, conduz a supressao da aceleracao de Fermi, levando a
crer que aceleracao de Fermi nao é um fenomeno robusto.

Um tema que também serda abordado no livro trata da dinamica de
bilhares. Um bilhar é descrito como uma particula, ou um conjunto nao in-
teragente delas, se movendo livremente no interior de uma fronteira fechada

com a qual as particulas colidem. A Figura 1.8 ilustra o esbogo de um bilhar

Figura 1.8 — Esboco de um bilhar e das varidveis usadas em sua descrigao.

localizado no plano e das variaveis utilizadas em sua descrigao. O sistema é

bidimensional e contém dois graus de liberdade,'® uma vez que precisamos

13Um grau de liberdade é determinado por um par de varidveis dinamicas, como po-
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conhecer os pares posi¢ao e velocidade ao longo dos eixos do plano. Como no
interior do bilhar a particula se move com velocidade constante e ao longo
de uma trajetéria retilinea, a descricao da dinamica se da todas as vezes
que a particula colide com a fronteira. Dessa forma, um conjunto possivel
de variaveis dinamicas seria o angulo polar, 6, que identifica a orientacao
ao longo da fronteira onde a colisao ocorreu, e o angulo a que a trajetéria
da particula faz com a reta tangente ao ponto da colisao. Dessa forma,
pode-se construir um mapeamento discreto F'(ay,6,) = (api1,0n11). As
caracteristicas da dinamica da particula e a forma organizacional do espago
de fases sao fortemente dependentes da geometria da fronteira do bilhar.
Em bilhares bidimensionais com fronteira estéatica e considerando as colisoes
elasticas, a energia da particula é constante. Da teoria da mecanica cléssica,
¢ conhecido que, para um sistema ser integravel, o nimero de constantes
do movimento deve ser igual ao nimero de graus de liberdade. Quando a
forma da fronteira é circular, duas quantidades se preservam, sendo elas a
energia mecanica e o momento angular. Assim, o bilhar circular é integra-
vel e caos nao é observado no sistema. A Figura 1.9(a) ilustra o espago de
fases tipico do bilhar circular onde pode-se perceber apenas linhas conti-
nuas, correspondendo a érbitas quase-periddicas e uma sequéncia discreta
de pontos fornecendo um conjunto de orbitas periddicas no espaco de fases.
As Figuras 1.9(b, ¢) fornecem érbitas tipicas no bilhar circular.

Uma perturbacao imediata do circulo é a elipse. O bilhar eliptico tam-
bém ¢ um sistema bidimensional e exibe duas quantidades que se preservam.
Uma delas é a energia do sistema e a outra é uma grandeza relacionada ao

momento angular das particulas.'* Dessa forma, o bilhar eliptico também

sicao e velocidade. No caso do oscilador unidimensional, a dindmica é completamente
conhecida a partir da especificagao do par posicao = e velocidade & em um determinado

instante.
14 Essa quantidade foi primeiramente discutida a partir de uma publicacao de Sir Mi-

chael Berry: BERRY, M. V. Regularity and chaos in classical mechanics, illustrated by

three deformations of a circular billiard. European Journal of Physics, London, v. 2, n.



44  Invariancia de escala em sistemas dinamicos nao lineares

Figura 1.9 — (a) Esboco do espaco de fases; e (b) e (c) ilustracao de érbitas

tipicas em um bilhar circular.

é integravel. A Figura 1.10(a) mostra o espaco de fases caracteristico do
bilhar eliptico. Podemos notar dois tipos distintos de dinamica. Uma de-
las, bem ao centro da figura, identifica 6rbitas de libracao. Correspondem
a oOrbitas que ficam confinadas na parte interna dos dois focos da elipse e
nunca abandonam tal regidao, conforme mostra a Figura 1.10(b). A parte
complementar do espaco de fases é formada por érbitas de rotacao, identifi-
cadas como Orbitas que giram em sentido horario ou anti-horéario. A Figura
1.10(c) mostra o comportamento tipico de 6rbitas em rotagao. A curva que

separa os dois tipos de dinamica é chamada de curva separatriz.

Uma perturbacao do circulo que destrdi a integrabilidade, observada em

ambos os bilhares circular e eliptico, é o bilhar ovoide, cujo raio da fronteira

2, p. 91-102, 1981. Ela foi citada como: product of angular momenta about the two foci.
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Figura 1.10 — (a) Esbogo do espago de fases; e ilustracdo de drbitas tipicas
no bilhar eliptico para: (b) drbitas de rotagao e (c) drbitas de

libragao.

¢ escrito a partir da equacao
R(0,p,e) =1+ ecos(ph) (1.7)

em que 6 corresponde ao angulo polar, p é um nimero inteiro e € € [0, 1] é um
parametro que controla a transicao de integrabilidade, quando € = 0, para
nao integrabilidade, quando € # 0. A forma do bilhar para p = 2 é mostrada
na Figura 1.8. O espaco de fases para o bilhar ovoide considerando p = 2,
conforme mostrado na Figura 1.11(a, b), exibe uma estrutra mista que pode
conter mares de caos, ilhas de estabilidade e curvas invariantes spanning,
conforme mostrado na Figura 1.11(a) para o parametro de controle ¢ = 0, 05.
As curvas invariantes correspondem a Orbitas que rotacionam em torno da
borda. O aumento do parametro de controle conduz a destruigao das curvas

invariantes, conforme pode-se observar na Figura 1.11(b).
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Figura 1.11 — Esboco do espago de fases para o bilhar ovoide. Os parametros

de controle usados foram p=2e: (a) e =0,05¢ (b) e =0, 1.

Outras formas de fronteira podem ser consideradas, dentre elas o bilhar
stadium de Bunimovich, o bilhar de Sinai, o bilhar cogumelo e diversas ou-
tras. Quando as fronteiras do bilhar sao estaticas, e as colisoes, elasticas,
a energia da particula se preserva. A existéncia de caos dependerd tnica
e exclusivamente da forma da fronteira. A questao que se coloca é: o que
ocorre com a velocidade da particula quando uma perturbacao temporal
na fronteira é introduzida? Pode-se observar difusao ilimitada de energia,
conduzindo ao fendmeno de aceleragao de Fermi? Um grupo de cientistas

 uma conjectura sobre

russos'® liderados por Alexander Loskutov publicou!
o crescimento de energia em bilhares com fronteiras dependentes do tempo.
A conjectura diz que a dinamica cadtica de um bilhar com fronteira fixa
¢ uma condicao suficiente para a ocorréncia de aceleracao de Fermi no sis-
tema quando uma perturbacao temporal é introduzida na fronteira. Essa
conjectura foi testada e verificada em um ntmero grande de bilhares, sendo

sempre verificada e confirmada em bilhares caéticos. Entretanto, no ano de

150 grupo foi composto por Alexander Loskutov, Alexey B. Ryabov e L. G. Akinshin.
6LOSKUTOV, A.; RYABOV, A. B.; AKINSHIN, L.G. Properties of some chaotic bil-

liards with time-dependent boundaries. Journal of Physics A: Mathematical and General,
Bristol, v. 33, p. 7973-7986, 2000.
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2007 um grupo da Alemanha'!” mostrou que o bilhar eliptico, sabidamente
integravel para a versao estatica da fronteira, conduz a crescimento ilimitado
de energia quando a fronteira é perturbada no tempo. Contudo, esse fato
nao fere a conjectura, uma vez que ela diz que caos é condicao suficiente.
A partir desse exemplo podemos acrescentar a conjectura que caos nao é
necessario. O espaco de fases na versao de fronteira estatica para o bilhar
eliptico é regular com auséncia de caos, uma vez que o sistema ¢ integravel.
Por outro lado, a introducao da perturbacao temporal na fronteira trans-
forma a curva separatriz em uma estrutura denominada stochastic layer.'®
Segundo os autores alemaes, essa camada estocédstica de pontos produz a
condigao para que a difusao ilimitada de energia seja observada no sistema,
conduzindo assim ao fenomeno de aceleragao de Fermi.

A introducao de dissipacao nos bilhares transforma a dinamica drastica-
mente. O espaco de fases admite a existéncia de atratores, que por sua vez
suprimem a difusao ilimitada de energia. A dissipacao, seja ela introduzida
a partir de colisoes ineldsticas ou via arrasto viscoso, permite obter diver-
sos observaveis fisicos de interesse e que admitem propriedades de escala
levando a comportamentos universais. Ao longo do livro, algumas dessas
propriedades serao discutidas em diversos sistemas.

Por fim, uma discussao sobre termodinamica de bilhares sera realizada.
A motivagao para tal discussao vem do seguinte problema: considere um
sistema em um laboratdrio que consiste de recipiente rigido em contato tér-
mico com o ambiente a uma temperatura 7T;,. Retiram-se todas as particulas
do recipiente, deixando apenas vacuo. Adiciona-se um conjunto de parti-

culas a uma baixa densidade e a uma temperatura 7" < T;,. Da teoria da

I"LENZ, F.; DIAKONOS, F. K.; SCHMELCHER, P. Tunable Fermi Acceleration in
the Driven Elliptical Billiard. Physical Review Letters, v. 100, n. 1, p. 014103(1)-

014103(4), 2008.
B0 termo stochastic layer corresponde a um conjunto de pontos distribuidos ao longo

de uma regiao denominada camada estocéastica. Tal regiao exibe um expoente de Lya-

punov positivo confirmando a ocorréncia de caos.
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termodinamica, o equilibrio térmico sera obtido quando a temperatura do
gas de particulas atingir a temperatura da fronteira. Espera-se também que,
se o gas for injetado a uma temperatura 1" > Tj, a temperatura do gas sera
gradativamente reduzida até que o equilibrio termodinamico seja alcancado.
Na descrigao desse problema utilizando o formalismo dos bilhares, uma vez
que o recipiente onde foi feito vacuo é composto por uma rede cristalina de
particulas a uma temperatura 7, > 0, as particulas constituintes da rede
oscilam em torno de uma posicao de equilibrio, equivalente a um bilhar com
fronteira dependente do tempo. Dependendo da forma geométrica da fron-
teira, é esperado que a dinamica das particulas no interior do bilhar seja
cadtica. Essa é a condi¢ao de que a conjectura Loskutov-Ryabov-Akinshin
(LRA) precisa para garantir o crescimento ilimitado de energia do ensem-
ble, conduzindo portanto ao fenomeno de aceleragao de Fermi. Isso implica
que a velocidade média do ensemble de particulas cresce acarretando o cres-
cimento da velocidade quadratica média. O teorema de equiparticao de
energia utiliza a velocidade quadratica média, que define a energia cinética
das particulas, para estabelecer a conexao com a temperatura. Dessa forma,
a velocidade quadratica média é diretamente proporcional a temperatura.
Se a velocidade quadrética média cresce com o decorrer do tempo, cresce
também a temperatura. Entretanto, esse resultado estd em desacordo com
o conhecimento empirico da termodinamica de que no estado estacionario
ocorre equilibrio entre temperatura do ensemble de particulas e temperatura
da fronteira. Essa contradicao entre os resultados esperados da teoria de bi-
lhares dependentes do tempo e da termodinamica pode ser resolvida quando
as colisoes entre as particulas e a fronteira sao assumidas como inelasticas.
Isso implica que a cada colisao existe uma perda fracional de energia, ga-
rantindo a existéncia de atratores no espaco de fases e, consequentemente,
suprimindo o crescimento ilimitado de energia. Essa supressao permite que

o equilibrio termodinamico seja alcangado.
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1.3 Resumo

Neste capitulo, foi apresentada uma pequena contextualizacao de temas
e terminologias que sao abordados no estudo de sistemas dinamicos e que

serao considerados ao longo do livro.



A perda de previsibilidade da evolu¢do temporal a partir de duas
condicdes iniciais proximas e o afastamento exponencial dessas
orbitas no espaco de fases remetem ao conceito de caos. Alguns
observaveis estudados em sistemas ndo lineares exibem
caracteristicas que podem ser descritas a partir de leis de escala,
levando a invariancias de escala.

(ada capitulo é finalizado com um breve resumo e uma lista de
exercicios propostos. Conta também com extensa lista de
referéncias e anexos que complementam o entendimento das
relagdes de Euler, de métodos de integracdo numérica, da
equacdo de fluxo de calor, de soluges de equacdes, entre outros
assuntos. O contetido do livro pode ser utilizado para introduzir o
tema da invariancia de escala em sistemas dindmicos ndo
lineares em diversos cursos de graduacdo em exatas, bem como
na pos-graduacdo em Fisica.
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