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Atividades de ensino-aprendizagem de
numeros fundamentadas na perspectiva
lI6gico-histodrica

1.1 PARA INiCIO DE CONVERSA...

Um dos interesses da educagdo matematica consiste em iden-
tificar e investigar os saberes que fazem parte da profissao “pro-
fessor de Matemadtica”. Sao iniimeros esses saberes, mas vamos
nos reportar a trés que figuram nos discursos sobre o assunto de
modo recorrente, sendo eles: o saber disciplinar especifico, isto
é, aquele relacionado a contetidos matematicos, como fungoes,
trigonometria e andlise combinatoria; o saber metodolégico, ou
seja, que se dedica as formas de se organizar, promover e avaliar o
processo de ensino-aprendizagem de matematica, como as tradi-
cionais aulas expositivas, a resolu¢do de problemas e os trabalhos
e projetos em grupo; e o saber filosofico, aquele relacionado as
concepe¢des que se tem sobre o que é ser professor, o que é mate-
matica e como se ensina e se aprende matematica.

Naio pretendemos discutir detalhadamente esses saberes, mas
precisamos fazer algumas reflexdes para melhor entender a pro-
posta que apresentamos neste texto. E senso comum, e concor-
damos com ele, que o professor de Matematica deve saber mate-
matica — o que nao significa memorizar uma lista de defini¢des
e formulas, mas sim possuir habilidades especificas dessa area de
conhecimento. Contudo, a concepgao de que somente esses sabe-
res ndo sao suficientes para o professor nao parece ser tdo corri-
queira, embora muitos reconhecam a necessidade de ter conheci-
mento sobre modos especificos de ensinar e aprender os conceitos
matematicos.

Joao Paulo Rezende

Vamos nos reportar: Este
texto, embora contenha
experiéncias pessoais do
autor, esta escrito na primeira
pessoa do plural por dois
motivos: 1) um texto so6 se
concretiza em forma de
conhecimento se é tomado
como elo entre autor e leitor.
Dessa forma, o tempo verbal
escolhido é um convite

para que os leitores possam
acompanhar o autor nas
reflexdes propostas; 2) o
conhecimento é de natureza
coletiva, sendo assim, mesmo
que algumas das experiéncias
relatadas sejam de cunho
pessoal, surgiram do contato
do autor com professores,
alunos, colegas de classe,
artigos, livros etc.
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Existem estudos: As teses
de doutorado de Maria do
Carmo de Sousa (2004)

e de Marisa da Silva Dias
(2007) e a dissertacdo de
mestrado de Jodo Paulo
Rezende (2016), dentre
outros trabalhos, discutem
com mais profundidade a
perspectiva logico-histérica
como fundamentacéo para
se pensar o processo de
ensino-aprendizagem de
matematica.

Valor posicional:

Diz respeito ao valor que dado
simbolo (algarismo) assume
dependendo da posicao que
ocupa na escrita do numeral.
O algarismo 2, por exemplo,
aparece duas vezes na
representacao do numeral 232,
mas o primeiro da direita para
a esquerda vale duas unidades,
e o ultimo, duzentas unidades.
A histoéria (IFRAH, 2001) nos
revela que nem sempre o valor
posicional foi considerado nos
sistemas de numeracéo. E o
caso dos numerais romanos e

egipcios, por exemplo.

1.2 0S MODOS DE ENSINAR E APRENDER MATEMATICA

Em nossa experiéncia com orientagdo de estdgio supervisio-
nado obrigatério na licenciatura em Matematica, esbarramos com
relatdrios em que os estagidrios depositam toda sua confianc¢a nas
metodologias, acreditando que possam resolver os problemas do
processo de ensino-aprendizagem. Porém, a metodologia é subja-
cente ao que se entende por matematica e pelas formas de produ-
zir e disseminar esse conhecimento. Assim, justifica-se a impor-
tancia do saber filoséfico.

Um professor que acredita que a matematica existe de modo
independente do homem e que cabe aos grandes estudiosos
descobri-la, possivelmente também cré que o conhecimento
matematico é acessivel a poucos, que os estudantes tém que
se esforgar para adquirir esse conhecimento e que, para isso,
devem estar atentos as explicagoes do professor. Ja o professor
que acredita que a matematica é um produto cultural, possivel-
mente cré que esse conhecimento é produzido coletivamente e
visa atender as necessidades humanas, sejam elas praticas, ted-
ricas ou de cunho religioso.

As diferentes crengas também resultam em diferentes meto-
dologias. Para o primeiro caso, é conveniente uma metodologia
que preconize aulas expositivas em que os estudantes, individu-
almente, devem atentar-se ao maximo as explicagdes do profes-
sor, tomar nota da aula e resolver varios exercicios para assimilar
o conhecimento transmitido. Ja no segundo caso, atividades em
grupo, em que os estudantes resolvem problemas coletivamente
buscando atender a necessidades do processo de ensino-aprendi-
zagem parecem mais interessantes. Em sintese, pode-se dizer que
a metodologia escolhida ¢ subjacente as crengas do professor em
relagao aos modos de produgio e dissemina¢ao do conhecimento
que leciona.

Existem estudos que tomam como fundamentagio filoséfica e
epistemoldgica a perspectiva logico-histdrica. Isso significa, den-
tre outras coisas, que o conhecimento matematico é um produto
cultural, criado a partir das necessidades humanas e em cons-
tante transformacao, acompanhando a histdria da humanidade.
Compreender o conhecimento matematico nessa perspectiva fez
surgir a ideia de nexos conceituais, isto ¢, dos elementos funda-
mentais para o entendimento de dado conceito manifestados em
sua histdria. Exemplo disso ¢ a ideia de valor posicional, essencial
para o entendimento do conceito de numeral indo-arabico, mas
que ndo esta explicita.
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A perspectiva logico-histdrica, portanto, aponta para a com-
preensdo de que a matematica é historica e culturalmente pro-
duzida e, como consequéncia disso, permite que o professor
opte por uma metodologia que possa fazer com que esses aspec-
tos também estejam presentes na sala de aula. Por acreditarmos
nisso, organizamos este capitulo de modo a apresentar primeiro
como temos compreendido, de estudos e pesquisas realizados, tais
constructos teodricos. Essa compreensao tem nos revelado necessi-
dades de reorganizagao do processo de ensino-aprendizagem de
conceitos matematicos. Para exemplificar isso, apresentamos uma
proposta de atividade de ensino que explora alguns dos nexos con-
ceituais de nimero natural, que é um conceito de extrema impor-
tancia no Ensino Médio, uma vez que possibilita uma melhor com-
preensao de conjuntos numéricos, suas propriedades e operagoes.

1.3 O LOGICO-HISTORICO E OS NEXOS CONCEITUAIS

O légico-histérico fundamenta-se no materialismo histérico
dialético de Karl Marx. Um dos pontos fundamentais dessa teoria
é arelacao dialética entre pensamento e realidade, ou seja, o autor
rompe com as filosofias idealistas — que concebiam a realidade
no mundo das ideias e ndo reconheciam a atividade pratica como
modo de obter a verdade — e com o materialismo tradicional - em
que o processo de conhecer o mundo era possivel pela contem-
plagdo, pois a realidade estava na matéria (MORETTI; ASBAHR;
RIGON, 2011, p. 478). Para Marx, o processo de conhecer dava-
-se pela atividade pratica do homem que possibilitava a interagao
entre o abstrato e o concreto. Nesse processo, 0 homem modifica
a natureza e a si mesmo e, portanto, o conhecimento, inclusive o
matematico, trata-se de um produto cultural que esta sempre se
transformando.

Nesse sentido, concordamos com Caraca (1984, p- 110)
quando ele resgata um ensinamento do filésofo Heraclito de
Efeso e aponta que a vida estd pautada em um eterno vir a ser, em
que a Gnica coisa que se mantém ¢é a fluéncia. Os objetos transfor-
mam-se, modificam-se, constituem-se nesse devir. As etapas de
surgimento e desenvolvimento do objeto constituem sua prépria
historia. O pensamento busca reproduzir a histdria, mas limpa
todos os desvios, casualidades, zigue-zagues presentes na historia
do objeto, que ndo ¢ linear, mas marcada por dilemas e incerte-
zas. Assim, o “légico é o meio pelo qual o pensamento realiza
essa tarefa, mas é o reflexo do historico em forma tedrica [...] o

Karl Marx: Karl Marx foi um
pensador alemé&o que viveu
no século XIX. Suas obras
tratavam principalmente
de filosofia, economia e
socialismo alemao. Sua obra
mais famosa, dentre muitas
outras, foi intitulada

O capital.

Filosofias idealistas: Um dos
precursores desse modo de
pensamento foi o filésofo
grego Platdo. Segundo Miguel
(1995), essa visao filosofica
contribui para a constituicdo
de um modo internalista

de conceber a matematica,
isto é, considerando-a

como dependente Unica e

exclusivamente da razao.
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légico ¢ o histérico libertado das casualidades que o perturbam”
(KOPNIN, 1978, p. 183).

Porém, ao buscar no légico a compreensdo do objeto, nés o
vemos em um aspecto quase puro, ou seja, sem todos os zigue-
-zagues que permearam a sua construgio e as estruturas internas
que o fundamentam. Essa pureza nao se realiza na historia. Dai
a necessidade de buscarmos na histéria os elementos que funda-
mentam o légico para a compreensdo do objeto. E um processo
dialético e necessario.

O pensar, por exemplo, no conceito de medida de um angulo,
remete-nos imediatamente a sua formalizagao tedrica, que pressu-
poe uma unidade de medida e um numeral, por exemplo, 37° 25’ 33”
(trinta e sete graus, vinte e cinco minutos e trinta e trés segundos).
Essa representacao logica da medida de um angulo carrega toda a
histéria desse conceito e, em um breve resumo, podemos encontrar
alguns elementos historicos (IFRAH, 2001, p. 67), como o sistema
de numeragdo de base sexagesimal usado pelos sumérios e depois
transmitido aos babilonicos (sucessores dos sumérios na Meso-
potdmia), que, dentre outros estudos, se preocuparam com a
astronomia e criaram um calendario anual com 360 dias, tempo
necessario para o Sol descrever um movimento em forma de cir-
cunferéncia completa centrada na Terra. Claro que alguns conhe-
cimentos, analisados com o olhar de hoje, a partir da matematica
formal, induzem-nos a pensar que estavam equivocados segundo
as teorias atuais. No entanto, ha de se entender o quanto era con-
veniente usar a base sexagesimal, pois 60 é divisor de 360, o que
ainda permitia varias relagdes possiveis com o movimento da
Terra. Deve-se compreender também que era interessante dividir
uma circunferéncia em 360 partes iguais.

Olhar apenas para a formalizagdo logica dos conceitos nio
nos permite compreender sua mutabilidade, pois nos apropria-
mos apenas de suas defini¢cdes e propriedades, as quais parecem
ter sempre sido construidas alheias as necessidades humanas.
Compreender apenas seu carater externo, defini¢cdes e proprie-
dades que, de acordo com Sousa (2004), sao chamadas de nexos
externos. Poderiamos olhar para a historia e nos perder diante
de dilemas, incertezas e desvios que ela carrega, porém, guiados
pela logica, encontramos os elementos fundamentais a forma-
lizacdo do conceito. A esses elementos Sousa denomina “nexos
internos do conceito” (2004, p. 61). Assim, a compreensdo do
conceito por meio de seus nexos internos e externos exige um
movimento dialético entre a logica e a histdria. Trata-se da dia-
lética 16gico-historica.
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Sousa ajuda-nos a compreender os limites entre os nexos
internos e externos de um conceito:

os nexos externos se limitam aos elementos perceptiveis do
conceito enquanto os internos ao logico-histérico do conceito.
Os nexos externos ficam por conta da linguagem. Sdo formais.
Exemplo disso é a classificagdo dos dngulos em retos, agudos e
obtusos. (2004, p. 61)

A compreensio de um conceito matematico por meio do
légico-histérico nao s6 é mais rica e profunda do que aquela que
valoriza apenas os nexos externos, como humaniza o conheci-
mento matematico, pois o entende como constru¢ido social.
“Os nexos conceituais que fundamentam os conceitos, contém
a logica, a histdria, as abstragdes, as formalizagdes do pensar
humano no processo de constituir-se humano pelo conheci-
mento” (SOUSA, 2004, p. 61). Portanto, ao elaborar propostas de
atividades de ensino na perspectiva 16gico-histérica, o professor
tem a oportunidade de refletir e possibilitar que seus alunos tam-
bém reflitam sobre os processos humanos que possibilitaram que
determinados conceitos se cristalizassem nos curriculos escola-
res. Isso significa tomar consciéncia de que certas escolhas sdo
feitas no processo historico de vir a ser e que, na medida em que
o légico aparece, vai haver certa limpeza nos conceitos de todas
as casualidades, proprias do trabalho humano, que permearam a
sua criagdo. Contudo, mais importante que isso, permite que os
sujeitos em atividade de ensino pensem no contetido nao sé por
ele mesmo, mas pelos processos de abstragdes e simplificagoes,
adquirindo habilidades, autonomia e ndo apenas um amontoado
de informagoes desconexas.

1.4 OS NEXOS CONCEITUAIS DE NUMERO EM
ATIVIDADES DE ENSINO

Nossa compreensao acerca da perspectiva légico-histérica nos
faz pensar em novas formas de organizagdo do ensino-aprendiza-
gem de matematica. Uma das formas que mais tem sido abordada
pelas pesquisas que discutem o tema ¢é a atividade orientadora de
ensino. Esse conceito é elaborado e aprimorado pelo professor
Manuel Oriosvaldo de Moura e ¢ pautada na teoria da atividade
de Leontiev. Dentre os principios que a sustentam, destacam-se:

1) a atividade representa a agdo humana que mediatiza a
relagdo entre o homem, sujeito da atividade, e os objetos da

Nexos internos e externos:
Sousa (2004) define “nexos
internos” como sindnimo de
“nexos conceituais”. Cunha
(2008), por sua vez, define
“nexos conceituais” como
nexos internos e externos.
Essa diferenca é natural, ja
que um nexo externo, em
dado contexto, pode ser

um nexo interno em outro.
Nesse texto, consideramos a
definicdo de Cunha.

Teoria da atividade:

A teoria da atividade foi
desenvolvida pelo sociélogo
russo Aleksei Nikolaievitch
Leontiev. Fundamentada

no materialismo dialético

de Marx, versa sobre a
atividade humana e seus
determinantes, como as
necessidades, os motivos e
as acdes. O professor Manuel
Oriosvaldo de Moura, desde
0s anos 1990, com base

nas teorias de Leontiev,
desenvolve a ideia de
atividade orientadora

de ensino.
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Nexos externos: O nexo externo
estd ligado aos elementos

mais perceptiveis do conceito.
Porém, o conhecimento
superficial dos conceitos faz
esses nexos se relacionarem,
principalmente, com o
formalismo. Ao pedirmos que
um estudante, por exemplo,
explique o que é minimo
multiplo comum (MMC), ele
possivelmente nos respondera
mostrando o algoritmo para
encontrar o MMC. Portanto,
esse algoritmo é um nexo
externo. O estudante pode ter
dominio do algoritmo, mas néo
compreender o conceito.

Entre nimero, numeral e
algarismo: Ntumero ¢ a ideia
de quantidade, numeral

é a representacdo dessa
quantidade e algarismos
sao os simbolos utilizados
para compor o numeral.
Por exemplo, uma mesma
quantidade numérica

pode ser representada
pelos distintos numerais 23
(numeral indo-arabico) e
XXIII (numeral romano). Na
primeira representacao sao
usados os algarismos 2 e 3; na
segunda sao usados X e I.

Numero natural: Os demais
conjuntos numéricos, segundo
Caraca (1984), foram criados

a partir de ampliagdes do
conceito de nimero natural.
Os numeros fracionarios, por
exemplo, foram elaborados
para suprir a necessidade de
representar quantidades nao
inteiras, mas sua criacdo nao
se deu por meio da reinvencao
do conceito de niimero,

mas sim pela ampliacdo do
conceito de nimero natural.

realidade, dando a configuragdo da natureza humana; 2) o
desenvolvimento da atividade psiquica, isto é, dos processos
psicoldgicos superiores, tem sua origem nas relagoes sociais
do individuo em seu contexto social e cultural (LIBANEO;
FREITAS, 2006, p. 4).

Esses principios, assim como a perspectiva logico-histdrica,
também se fundamentam no materialismo histérico dialético.
Na mesma corrente teérica, Lev Vygotsky (2002) defende a psi-
cologia histérico-cultural que considera que o desenvolvimento
cognitivo dos sujeitos se da de fora para dentro. O sujeito inter-
naliza, de forma abstrata, a realidade que o cerca e essa interna-
lizagdo é mediada pelas relagdes socioculturais, principalmente
por meio da linguagem. As significagdes sociais sao estabeleci-
das pela cultura, e o sujeito humaniza-se ao apropriar-se dessa
cultura, que é historica. “E na relacio do sujeito com o meio
fisico e social que, mediadas por instrumentos e signos (entre
eles a linguagem), se processa o desenvolvimento cognitivo”
(MOURA et al., 2010, p. 208).

O homem se apropria da cultura por meio de atividades, ou
seja, agdes que tem um objetivo abstrato a priori e um resultado
concreto a posteriori, modificando a realidade e o préprio sujeito.
No caso da escola, a atividade do professor é a de ensino e a ativi-
dade do aluno ¢é a de aprendizagem (MOURA et al., 2010). Para
que essas atividades se realizem, é necessario que elas se relacio-
nem de forma dialética por meio de um conjunto de agdes do
estudante e do professor que Moura (2001) denomina de ativi-
dade orientadora de ensino (AOE).

Portanto, buscamos organizar o processo de ensino-aprendi-
zagem de forma que os sujeitos envolvidos nesse processo intera-
jam coletivamente e negociem significados em relagdo aos con-
ceitos matematicos. Entendemos que a organiza¢ao do ensino
nao se da somente em sala de aula, ele se inicia antes, com a
preparagdo do professor. Nesse sentido, é necessario preparar o
ambiente onde a atividade vai acontecer, os conceitos que vao ser
trabalhados, os aspectos do conceito que vao ser privilegiados e a
forma como os estudantes vao interagir, seja entre eles, seja com
os objetos e as midias escolhidos para fazer parte da atividade,
seja com o professor.

Para compreender melhor esse processo, apresentamos uma
possivel forma de organizagdo do processo de ensino-aprendiza-
gem de numero natural. E resultado dos estudos que desenvolvemos
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nos ultimos anos e traduz nosso entendimento em relagdo a pers-
pectiva logico-histdrica como sustentagdo para o desenvolvimento
de atividades de ensino.

Os conjuntos numeéricos, abordados no Ensino Fundamental
e amplamente utilizados no Ensino Médio, principalmente no
estudo de fungdes, comumente sdo tratados de forma a privi-
legiar somente os nexos externos do conceito de nimero, prin-
cipalmente no que se refere as operagdes aritméticas. Poucos
estudantes e professores, por exemplo, sabem a diferenca entre
numero, numeral e algarismo. Esse entendimento é fundamen-
tal para a compreensao do conceito de numero, bem como das
caracteristicas que nos permitem classifici-los em conjuntos.
Entender o niimero natural é o primeiro passo para compreender
o conjunto dos numeros reais e, por consequéncia, as fungoes,
conceitos bastante usados no Ensino Médio.

Desse modo, o primeiro passo para a organizagdo do ensino
do conceito de niimero natural é compreendé-lo em seu per-
curso logico-historico e, para isso, precisamos recorrer a histo-
ria do conceito. Destacam-se, entdo, dois aspectos: “primeiro,
o contexto no qual conceitos matematicos sdo desenvolvidos,
e, segundo, o movimento do pensamento no contexto em que
tais conceitos foram concebidos” (DIAS; SAITO, 2009, p. 5). Em
nossas ultimas pesquisas, buscamos compreender o conceito de
nimero natural sob esses aspectos e, para isso, nos apoiamos em
obras como as de Karlson (1961), Caraga (1984), Ifrah (2001) e
Roque (2012).

Nao ¢é foco deste trabalho resgatar o percurso logico-historico
do conceito de nimero natural. Apenas queremos mostrar o
produto desse resgate, isto é, os nexos conceituais de nimeros
naturais e uma possivel forma de aborda-los em atividades de
ensino. Sendo assim, apoiados em Rezende (2010), destacamos
os seguintes nexos conceituais de nimero natural:

+ Senso numérico: Esta relacionado a capacidade de o
homem perceber quantidades de dado conjunto, mesmo
sem recensear seus elementos. Nao é necessario contar os
elementos de dois conjuntos distintos para avaliar se um
tem mais ou menos elementos que o outro, desde que a
diferenga entre eles seja suficientemente discrepante. Tam-
pouco ¢é preciso contar os elementos, um por um, de um
conjunto que tenha apenas quatro, por exemplo. Apenas
em um relance, podemos identificar essa quantidade.

Percurso légico-histérico:

O livro Numeros e operagoes:
elementos Idgico-histdricos
para a atividade de ensino, de
Marisa da Silva Dias e Vanessa
Dias Moretti (2011), apresenta
uma versao do percurso
l6gico-historico dos conjuntos
numéricos e suas operagoes.
Entendemos que outra

versdo pode ser encontrada
na parte um do livro Conceitos
fundamentais da Matemadtica, de
Bento de Jesus Caraca (1984),
embora possivelmente ndo
tenha sido a intengao do autor.

Roque (2012): O livro Historia
da Matemdtica: uma viséo
critica, desfazendo mitos e
lendas, de Tatiana Roque (2012),
é a primeira obra publicada

no Brasil que tenta romper
com uma visao tradicional da
histéria da matemadtica, pois
desfaz as ideias de linearidade
no desenvolvimento dos
conceitos; busca por criadores/
descobridores dos conceitos;
valorizacdo da biografia dos
grandes matemdticos etc.

Em vez disso, o livro tenta
relacionar os conceitos
matematicos com os contextos
em que foram produzidos.

Percurso légico-histérico do
conceito de nimero natural:
Uma discussdo mais ampliada
do assunto pode ser encontrada
no trabalho de concluséo de
curso de graduagao de Jodo
Paulo Rezende, intitulado
Nexos conceituais de nimero
natural como sustentagédo
para o desenvolvimento de
atividades de ensino (2010).

Nexos conceituais de nimero
natural: Como os outros
conjuntos numéricos sao »
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» ampliacdes dos naturais,

0S nexos conceituais de
nudmero natural também sao
nexos de outros tipos de
numero, porém, apresentam
caracteristicas préprias e,
consequentemente, podem
conter outros nexos. A ideia
de conjunto denso, por
exemplo, esta presente nos
ndmeros racionais, mas nao

nos naturais.
Correspondéncia um a um:

Ao relacionar cada ponto

de uma reta a um niimero
real, estamos fazendo
correspondéncia um a um.
O mesmo acontece quando
relacionamos dominio e
imagem de uma funcao.
Essa ideia extraordinaria de
fazer correspondéncia esta
presente em varios conceitos
matematicos, inclusive nos
mais complexos, como os de
densidade e continuidade.

Se desenvolveu: Aqui,
entendemos evolucdo no
sentido restrito da palavra,
isto €, como movimento.
Nesse caso, houve movimento
no tempo. Esse cuidado

é necessario para nao

atribuir juizo de qualidade a
diferentes épocas da historia
da humanidade e favorecer a
ideia de que a melhor época é

sempre a mais moderna.

o Correspondéncia um a um: Refere-se a técnica de fazer

corresponder cada um dos elementos de um conjunto que
se deseja recensear a um elemento de um conjunto de con-
trole. E o cléssico exemplo das ovelhas e das pedras. Para
controlar a quantidade de ovelhas, os pastores faziam
com que passassem, uma por uma, por um corredor
estreito e, para cada ovelha, colocavam uma pequena
pedra em um saco. Para conferir a quantidade de ani-
mais, repetiam o processo; se no final sobrassem pedras,
estavam faltando animais, e se sobrassem animais, o
rebanho havia aumentado. Isso poderia ser feito subs-
tituindo as pedras por entalhes em madeira, osso ou
pedra, por exemplo. Ainda hoje, utilizamos essa técnica,
mas em vez de pedras, fazemos correspondéncia com o
conjunto dos numeros naturais.

Agrupamento: Com a utilizagdo de entalhes em ossos,
por exemplo, ficava confuso conferir a quantidade de
entalhes se fossem mais do que cinco e estivessem orga-
nizados homogeneamente. Porém, se fossem agrupados,
ficava mais facil identificar a quantidade representada.
Por exemplo, na representacao |||||||||||||||||||| cada trago
indica uma unidade. Portanto, sio vinte unidades, mas é
dificil reconhecer isso, a ndo ser se os reorganizarmos em
pequenos grupos ||||| [[[|| ||| [||||- Em vez de separarmos
os tragos, poderiamos também usar simbolos distintos.
Um simbolo novo a cada cinco unidades, por exemplo,
VIV IV ]|V Com isso, 0 homem percebeu que era
desnecessario fazer todos os entalhes, uma vez que o novo
entalhe poderia representar, em vez de uma unidade, um
agrupamento. Entédo, V, por exemplo, poderia representar
um agrupamento de cinco unidades; assim, vinte pode-
ria ser representado por VVVV. Porém, para represen-
tar nimeros maiores, o problema persistia, mas isso foi
resolvido facilmente com a inveng¢do de novos simbolos.
Segundo Ifrah (2001), essa pratica deu origem ao sistema
de numerag¢do romano.

Valor posicional: A medida que a sociedade se desenvol-
veu, surgiu a necessidade de representagdes de quantida-
des muito grandes ou muito pequenas. Se fosse mantida
a ideia anterior e fossem inventados mais e mais simbolos
para representar diferentes quantidades, possivelmente
terfamos problema em memorizar tantos simbolos. A ideia
de valor posicional resolveu esse problema. No sistema de
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numeragdo indo-arabico, por exemplo, existem apenas dez
simbolos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0). Porém, um mesmo
simbolo assume valores diferentes dependendo da posi¢éo
que ocupa. O numeral 22, por exemplo, é composto apenas
do algarismo 2 que se repete, sendo que o primeiro 2, da
esquerda para a direita, vale 20 unidades, pois indica que
existem dois agrupamentos de dez unidades, e o segundo 2
vale duas unidades.

 Base: No sistema indo-arabico, por exemplo, é usada a base
10. Significa que dez ¢ a quantidade de referéncia para for-
mar agrupamentos. Dez unidades formam uma dezena,
dez dezenas formam uma centena, dez centenas formam
uma unidade de milhar, e assim por diante. Outro exemplo
bastante comum atualmente sdo as unidades de medida de
tempo que utilizam base 60. Nesse caso, o que ocorre é uma
mistura, pois, para representar essas medidas, sdo utiliza-
dos algarismos indo-arabicos.

o Composiciao de decomposicio: O numeral indo-arabico,
portanto, é formado pela composicdo de agrupamentos
numeéricos. Assim, ao operar com esses numerais, podemos
decompd-los e recompo-los sempre que necessario, utili-
zando, para isso, as operagdes aritméticas e/ou as ideias de
valor posicional e base. O nimero 125, por exemplo, pode
ser representado de varias formas:

250
125=100+25=53=T=1x102+2><101+5><100=...

« Representacdo (nimero, numeral e algarismo): O
numero é um ente abstrato, isto é, nio existe no mundo
real. Em outras palavras, o nimero ¢ a ideia de quanti-
dade. O numeral, por sua vez, é a representa¢ido dessa
quantidade. Ao representar uma quantidade de forma
escrita, utilizamos simbolos graficos, que sao os algaris-
mos. O nimero cento e vinte e cinco, por exemplo, pode
ser representado pelos numerais 125 e CXXV. No pri-
meiro caso, sao usados os algarismos indo-arabicos 1, 2 e 5;
no segundo, sdo usados os algarismos romanos V, X e C.

Esses sdo os sete nexos conceituais de nimero natural que
identificamos; contudo, podem existir outros. Na sequéncia,
apresentamos uma proposta de atividade para o processo de
ensino-aprendizagem com o objetivo de explorar esses nexos
conceituais.

Composicdo de decomposicao:
Saber como sao compostos

0s numeros naturais
(agrupamentos de base 10)
pode ser o primeiro passo

para compreender como

sao formados os decimais

nao inteiros. Uma unidade

é decomposta em 10 partes
iguais, que sao chamadas
décimos. Um décimo é dividido
em 10 partes formando os
milésimos, e assim por diante.

Representacdo: A ideia de
representacdo é de grande
importancia para outros tipos
de nimeros. Um nimero
racional, por exemplo, pode
ser representado em forma de
fracéo

(9= i sendo a e b naturaise b = 0)
ou em forma decimal. No
entanto, ndo se discute

de maneira concisa a

relacdo entre essas duas
representacoes. Acreditamos
que isso pode ser feito de
varias formas, mas uma

das mais interessantes é
considerar a representacao
decimal como sendo uma
fracdo equivalente, cujo
denominador é uma poténcia
(%Ie bazsse 10. Por exemplo,

—=22-0,5.
4 100

Sete nexos: O oitavo nexo
conceitual, que ainda nao foi
considerado porque ndo temos
estudos suficientes, poderia ser
a nocao de infinito. Existe uma
infinidade de nimeros inteiros
e, entre dois nimeros racionais,
existe uma infinidade de
outros nimeros racionais. Sao

diferentes tipos de infinitos, »
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» podendo existir outros
que guardam propriedades
dos nimeros que estao
sendo considerados. Os
numeros reais, por exemplo,
s6 puderam ser pensados a
partir do momento em que
foi possivel identificar que,
mesmo havendo infinitos
numeros racionais em

um intervalo finito, ainda
assim existiam “buracos”
nesse intervalo, os quais
foram preenchidos com os

numeros irracionais.

Minicurso: Minicurso
intitulado “De onde vem o vai
1?7, desenvolvido por Isabel
Cristina Rabelo Gomes e
Thiarla Xavier Dal-Cin

Zanon (2010).

Quantidade maior que dois:
Por essa razao, o jogo é
chamado “nunca 3”.

1.50 “JOGO DO NUNCA”!

Conhecemos o “Jogo do nunca” em um minicurso ofere-
cido no X Encontro Nacional de Educa¢do Matematica (Enem).
Ao percebermos sua potencialidade para explorar alguns dos
nexos conceituais de numero natural, decidimos usa-lo, porém
com algumas adaptagdes. O objetivo do jogo é fazer os estudantes
envolvidos compreenderem melhor os numeros naturais explo-
rando os sete nexos conceituais que identificamos.

O jogo pode ser realizado em grupos de quatro estudantes.
Apresentamos aqui uma proposta para duas aulas de 50 minutos
cada, mas isso pode ser expandido dependendo da necessidade
e da disponibilidade do professor e dos estudantes. Como mate-
rial, utilizamos um conjunto de 100 palitos de picolé, 20 elasticos,
papel e caneta para as anotagdes. Como o jogo apresenta algumas
variages, demonstramos neste texto apenas o “nunca 3”, mas
acreditamos que, conhecendo esta versao, facilmente o leitor vai
poder adapta-la para “nunca 47, “nunca 57, “nunca 10” etc. As regras

do “nunca 3” sdo as seguintes:

1°Nao ¢é permitido que o participante permane¢a com uma
quantidade maior que dois em suas maos;

2° Cada vez que o participante tiver a quantidade trés, deve
agrupa-la com um eldstico, quantas vezes forem necessarias;

3° Um participante por vez arremessa dois dados e retira do
monte de palitos a quantidade referente ao produto dos
valores obtidos nos dois dados, organizando-os em seguida
de acordo com as regras anteriores;

4° Os passos da atividade devem ser registrados.

Exemplo

Um estudante langa os dois dados e sorteia os valores 5 e 3.
Deve retirar 15 palitos do monte. Ele pega o primeiro e o segundo
palito, mas, ao pegar o terceiro, ndo pode ficar com trés palitos
soltos, ja que o jogo é nunca 3. Entdo, pega um eldstico e prende
os palitos passando a ter, em vez de 3 palitos, um agrupamento.
O estudante continua o processo sempre agrupando os palitos de
3 em 3; porém, ao pegar o nono palito, ele passa a ter 3 agrupa-
mentos. Como isso nao pode acontecer, novamente usa o eldstico
para unir os trés grupos formando um grupo maior. Ao final, tera
um agrupamento de 9 palitos (3 grupos de 3 palitos), dois agru-
pamentos de 3 palitos e nenhum palito solto.
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Dessa forma, sio formados agrupamentos de tamanhos dis-
tintos e, portanto, é preciso criar uma nomenclatura que os dife-
renciem. Para isso, dizemos que os palitos soltos sio agrupamen-
tos de ordem zero, os agrupamentos de 3 palitos sdo de ordem 1,
aqueles de 9 palitos sdo de ordem 2, os de 27 palitos sdo de ordem
3, e assim por diante.

Para facilitar o registro, podemos usar uma tabela:

Tabela 1.1 - Representacbes do jogo do “nunca 3”

Ordem dos agrupamentos

. Quantidade de
Representacao lit
3 2 1 0 L
0 1 2 0 120 HEHETEITTN
0 0 2 1 21 I
0 1 0 2 102 NI

Observe que a primeira quantidade representada na tabela é
a de quinze palitos do exemplo anterior. A representacdo dessa
quantidade no jogo do “nunca 3” é:

120
|—> Nenhum palito solto.

Dois agrupamentos com 3 palitos cada.

Um agrupamento com 9 palitos.

Apesar de usarmos os mesmos simbolos do sistema de numera-
¢do indo-arabico, os numerais representam quantidades distintas.

Apos essa atividade, pode-se pedir que os estudantes fagam ao
menos dez langamentos e registrem os dados na tabela. Depois,
podem responder as seguintes questoes:

Responder as seguintes

questdes: As questoes que
1. Qual a semelhanc;a entre a representagéo dos agrupa-  locamos sio sugestoes;

mentos e a representacao usual dos nimeros do nosso sistema o professor que decidir

35

de numera(;éo? desenvolver essa atividade em

Com essa questdo, espera-se que os estudantes percebam
que uma mesma quantidade esta representada de distintas for-
mas, porém existem estruturas semelhantes nas duas formas de

ou criar novas.

suas turmas pode adapta-las



36

Matemitica

representa¢do, como o agrupamento e o valor posicional. Além
disso, como a nova representagio (“nunca 3”) possivelmente nao
é conhecida pelos estudantes, eles terdo que contar (fazer cor-
respondéncia uma a um) os tracinhos da ultima coluna da Tabela
1.1. Pode-se aproveitar a oportunidade para verificar se os estu-
dantes fizeram as representagdes, nessa ultima coluna, por meio
de agrupamentos. Por exemplo, o numeral 120 (“nunca 3”) esta
representado com tragos agrupados de trés em trés (||| ||| ||| [I] ||
porém os estudantes poderiam té-los organizado em um sé grupo
(UNMHIHNIND- A quantidade representada é a mesma, mas no
segundo caso é mais dificil ter uma ideia precisa da quantidade.
Assim, os educandos podem perceber a ideia de senso numérico.

2. O algarismo 1, na ordem trés, tem valor diferente do que
na ordem um?

Esta questdo permite que os estudantes percebam o nexo con-
ceitual de valor posicional.

3. Se respondeu “sim” a questao anterior, qual a diferenca
entre esses agrupamentos?

Espera-se que os estudantes discutam sobre o valor a que cada
agrupamento corresponde dependendo de sua ordem. Por exem-
plo, o algarismo 1 vale trés unidades na ordem 1 e 27 unidades
na ordem 3. Assim, podem perceber o nexo conceitual de valor
posicional.

4. De que sio compostos os agrupamentos utilizados?

Espera-se que os estudantes respondam que sdo compostos de
agrupamentos menores. Com isso, o professor pode instiga-los a
descobrir o valor de um agrupamento em cada ordem. Uma pos-
sivel forma de fazer isso é por meio de uma tabela:

Tabela 1.2 - Numero de palitos por ordem dos agrupamentos
Ordem 4 3 2 1 0
Numero de palitos por agrupamento 81 27 9 3 1

Com essa tabela, os estudantes podem perceber também que
os agrupamentos representam quantidades que sdo poténcias de
base 3. Assim, o professor pode pedir que acrescentem uma ter-
ceira linha na tabela com essas poténcias, como indicado a seguir.
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Tabela 1.3 - Numero de palitos por ordem dos agrupamentos representados
como poténcias de base 3

Ordem 4 3 2 1 0
Numero de palitos por agrupamento 81 27 9 3 1
Representacio por poténcias de base 3 3 3 32 3 30

5. Como encontrar as representacdes de uma quantidade dada
no jogo do “nunca 3” no sistema de numeragio indo-arabico?

Tomando como referéncia a Tabela 1.3 da questdo anterior, os
estudantes podem perceber que os agrupamentos sio multiplos
das poténcias de base trés e que o expoente de cada poténcia cor-
responde a ordem dos agrupamentos. O numeral 120 (“nunca 3”),
por exemplo, tem um agrupamento de ordem 2, dois agrupamen-
tos de ordem 1 e nenhum agrupamento de ordem zero. Entdo,
para representa-lo no sistema indo-arabico, podemos escrevé-lo
desta forma: 1 x 3> +2x3'+0x3°=9+6=15.

Nessa questao, os estudantes tém a possibilidade de compre-
ender o nexo conceitual de base. Uma conclusdo cabivel é a de
que o jogo do “nunca 3” é organizado com numerais escritos
em base 3 e o sistema de numeragdo indo-arabico, em base 10.
Isso significa que este ultimo pode ser trabalhado com o jogo do
“nunca 10”. Da mesma forma, outras bases podem ser trabalha-

» «

das com o “nunca 5”, “nunca 8” etc.

Além da base, os estudantes podem reforcar o entendimento
dos nexos conceituais de representacio, composicao e decompo-
si¢do, valor posicional e agrupamento.

6. Qual a diferenca entre a representacao desses numeros e
a representacio no sistema de numeragio romano?

Espera-se, com essa questdo, que os estudantes percebam
que nem sempre os sistemas de numeragdo tiveram a mesma
configuragdo. O sistema romano, por exemplo, era organizado
por meio de agrupamentos, mas ndo tinha valor posicional. O
professor pode aproveitar a oportunidade para questionar sobre
o zero. Existe zero nos algarismos romanos? Havendo tempo podem ser encontrados no
para explorar melhor a questdo, pode-se discutir sobre as repre- ... o rimeros: a histéria
sentagdes de outros sistemas de numeragdo, como 0 egipcio, e umagrande invencao, de
maia e babildnico. Georges Ifrah (2001).

Egipcio, maia e babil6nico:
Mais detalhes sobre esses

sistemas de numeracao
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Como as operagdes podem
ser pensadas: Nesta etapa,

é interessante sugerir que

os estudantes representem
0s numerais com os palitos

e 0s usem para entender o
algoritmo. Lembre-se de que,
como se trata do jogo do
“nunca 3”, somente podem
ser usados os algarismos 1, 2
e 0 para compor os numerais.
Nesse caso, 2+ 1=10;2+2
=11;22x2=121.

7. Como fazer operagdes com um sistema de numeragao de
base 3?

Com esta questdo, espera-se que os estudantes investiguem
como os tradicionais algoritmos das operagdes aritméticas
podem ser usados em um sistema de numera¢io com base 3.
Ao fazer isso, eles acabam explorando os nexos conceituais de
numero natural. E possivel apresentar alguns exemplos de como
as operacoes podem ser pensadas.

Ao término das atividades, todos os nexos conceituais de
nimero natural que apresentamos terdo sido explorados, mas ha
necessidade de que o professor, sempre que possivel, reforce essas
ideias com os estudantes.

1.6 PARA FINALIZAR...

Inicialmente, neste texto, defendemos a ideia de que a escolha
de dada metodologia é condicionada pelas concep¢des do pro-
fessor acerca do que é matematica e de como esse conhecimento
é produzido. Portanto, apresentamos as concep¢des tedricas que
tém fundamentado nosso trabalho, isto é, a perspectiva légico-
-histérica e os nexos conceituais. Na sequéncia, apresentamos
alguns dos nexos conceituais de nimero natural e uma proposta
de atividade, o “Jogo do nunca’, que tem a potencialidade de
explorar tais nexos. Nosso intuito com essa apresentacdo nao foi
esgotar o assunto, até porque acreditamos que isso nao é possi-
vel. Em vez disso, buscamos apresentar um panorama para que o
leitor possa perceber um possivel caminho de uso da perspectiva
légico-histoérica em atividades de ensino.

Em sintese, pode-se dizer que esse caminho consiste em iden-
tificar, nos registros da histéria da Matematica, os nexos concei-
tuais dos conceitos, bem como contextos, formas de pensamento
e necessidades que levaram a elaborac¢do de dado conceito. Por
fim, busca-se possibilitar que os nexos conceituais identificados
sejam explorados em atividades de ensino. Um estudo emba-
sado nessa perspectiva ndo tem a intengéo de, necessariamente,
reportar a historia do conceito, mas entender o movimento do
pensamento que culminou em sua formalizagao tedrica, ou seja,
possibilitar que os estudantes se apropriem das particularidades
do histoérico que fundamentam o légico.

Portanto, o “Jogo do nunca” serviu de exemplo de nossa
proposta de trabalho. Apesar de trabalharmos um conceito
frequentemente considerado como basico, percebemos que,
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mesmo no Ensino Médio, os estudantes ndo compreendem
nosso sistema de numeragdo. Contudo, julgamos que temos a
oportunidade de explorar tal conceito no momento em que dis-
cutimos conjuntos numéricos com os estudantes. Um trabalho
parecido pode ser feito com outros tipos de numeros e também
com outros conceitos matematicos, no entanto, devemos estar
atentos ao fato de a compreensdo dos nimeros naturais ser o
ponto de partida.

Quando o estudante compreende melhor os nexos concei-
tuais de nimero natural, torna-se capaz de entender também
uma série de outros conceitos matemdticos, como os algorit—
mos das operagdes aritméticas; a algebra, pois a considera-
mos como o ramo do conhecimento que nos possibilita pen-
sar 0 nimero sem sua presenca, isto é, apenas por meio de
suas propriedades gerais; os outros conjuntos numéricos, ja
que sua constru¢ao, embora ndo tenha sido feita de maneira
linear, como apontam os livros didaticos, foi realizada a par-
tir da ampliacdo de ideias ja presentes no conceito de nimero
natural; as fung¢des, pois sao matematicamente definidas por
meio de uma relacao univoca entre dois conjuntos numéricos,
e assim por diante.

Desse modo, esperamos que este texto seja o ponto de par-
tida para o leitor ampliar seu entendimento em relagao a orga-
nizagao do ensino-aprendizagem de matematica fundamentado
na perspectiva logico-histérica. Esperamos, ainda, que os pro-
fessores que tenham contato com nosso trabalho possam repen-
sar suas praticas e também, havendo interesse, lancar-se em
pesquisas acerca do tema, ampliando o repertdrio que ja existe
sobre o assunto. Para isso, indicamos, na se¢ao seguinte, alguns
trabalhos que podem contribuir para a ampliagdo do tema.

1.7 SUGESTOES DE AMPLIACAO DO TEMA

Ao leitor que deseja ampliar os estudos sobre os temas pro-
postos neste livro, destacamos alguns trabalhos separados por
tema:

« Filosofia da Matematica: Fiorentini (1995); Miguel (1995).

o Perspectiva légico-histérica: Cunha (2008); Dias (2007);
Kopnin (1978); Rezende (2016); Sousa (2004).

« Atividade orientadora de ensino: Moura (2001); Moura et al.
(2010).

Os outros conjuntos
numéricos: Algumas
ampliagdes do conceito

de numero ocorreram

por meio da negacgao de
algumas impossibilidades. A
impossibilidade da subtracéo,
por exemplo, foi resolvida
com a criagdo dos niumeros
negativos. A impossibilidade
da divisdo, com excecdo

da divisdo por zero, foi
resolvida com a invencao

dos numeros fraciondrios.

A impossibilidade da
representacdo da medida de
alguns segmentos, como a
diagonal de um quadrado
de lado 1, por exemplo,

foi resolvida com a criacdo
dos numeros irracionais.

J& aimpossibilidade da raiz
de indice par e radicando
negativo tornou-se possivel a
partir da criagdo dos

ndmeros complexos.

Relacdo univoca: Relacao
entre dois conjuntos A e

B de forma que, para cada
elemento pertencente

ao conjunto A, exista em
correspondéncia somente
um elemento pertencente ao
conjunto B.



COM FOCO NO ENSINO MEDIO, ESTA COLECAQ TRAZ UM
MATERIAL PRODUZIDO A PARTIR DE PESQUISAS E
REFLEXOES DE PROFESSORES E PESQUISADORES DE
DIVERSAS INSTITUICOES DO BRASIL, QUE SE DESTACA-
RAM NOS OLTIMOS ANOS POR SUAS CONTRIBUICOES NO
AVANCO DA EDUCACAO.

Este livro visa colocar em discussido questdes que relacionem o processo de ensino e de
aprendizagem de matemadtica em conformidade com os temas estruturadores propostos
nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM): “Algebra: ntimeros e
func¢des”, “Geometria e medidas” e “Andlise de dados”. Esperamos que o professor e a
professora possam ter, a partir das experiéncias compartilhadas, a oportunidade de refletir
sobre a utiliza¢do de metodologias de ensino, como modelagem matematica, utilizacdo de
materiais manipulativos e uso de jogos no processo de ensinar e aprender matemadtica, e que
esta leitura proporcione o desenvolvimento de novas propostas de trabalho em sala de aula.
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