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FUNÇÕES REAIS 

DE VÁRIAS 

VARIÁVEIS REAIS: 

CONCEITOS 

E LIMITES

1
1.1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo, estudaremos alguns conceitos básicos do cálculo para funções de 
duas ou mais variáveis. Iniciaremos estudando limites e continuidades de funções de 
duas ou três variáveis.

No Volume 2, estudamos funções reais de uma variável. Mas, quando vamos fazer 
modelagem matemática, na maioria das aplicações, precisamos de mais de uma variável 
para representar as expressões.

Exemplos: 

E 1.1 Cálculo da área de um retângulo. Sejam x a largura e y a altura de um retân-
gulo qualquer. A sua área é dada por x y. . Então para cada retângulo, a função área é 
f x y x y, .( ) = .

E 1.2 Cálculo do perímetro de um retângulo. Sejam x  a largura e y  a altura de um 
retângulo qualquer. O seu perímetro é dado por 2 2x y+ . Para cada retângulo, temos 
que, então, a função perímetro é f x y x y,( ) = +( )2 .

1.2 CONCEITO E EXEMPLOS DE FUNÇÕES DE DUAS 
OU MAIS VARIÁVEIS

Seja D um conjunto no espaço n-dimensional, ou seja, D n⊆  . Os elementos de D 
são n-uplas ordenadas P x x xn= …( )1 2, , ,  de números reais. 



22 Matemática com aplicações tecnológicas – Volume 3

Se a cada ponto P pertencente ao conjunto D associamos um único elemento w ∈, 
temos uma função f D n: ⊆ → , que é denominada função de n variáveis reais inde-
pendentes x x xn1 2, , ,… . Os números reais x x xn1 2, , ,…  são também denominados variá-
veis de entrada da função e w f x x xn= …( )1 2, , ,  ou w f P= ( ) é a variável dependente, 
também denominada variável de saída.

O conjunto D é chamado de domínio da função e o conjunto dos valores de w assu-
midos pela função é o conjunto imagem da função.

Exemplos: 

E 1.3 Cálculo da área de um triângulo. Sejam x  a largura da base e y  a altura de um 
triângulo qualquer. Pela fórmula da geometria,

A
xy= × =base altura

2 2

Então, a função área do triângulo é dada por f x y
xy

,( ) =
2

. Se o triângulo tem 

base 3 e altura 4, logo, a área é dada por: ,
.

f 3 4
3 4

2
6( ) = =  unidades de área (u.a.).

E 1.4 Cálculo do volume de uma caixa retangular. Sejam x y z, e  os lados de uma caixa 
retangular qualquer. Pela fórmula da geometria,

V = ×área da base altura

Então, a função volume de uma caixa retangular é dada por f x y z x y z, , . .( ) = . Se a 
caixa tem dimensões 3, 4 e 5, seu volume é dado por: f 3 4 5 3 4 5 60, , . .( ) = =  unidades de 
volume (u.v.).

E 1.5 Cálculo da média aritmética de n números reais x x xn1 2, , ,… . 

Pela fórmula estatística,

x
x x x

n
n=

+ + …+1 2

Então, a função média aritmética de n números reais é dada por: 

f x x x
x x x

nn
n

1 2
1 2, , ,…( ) =

+ + …+

1.3 FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS

Uma função real f de duas variáveis é uma relação que transforma em um único nú-
mero real z cada par ordenado x y,( )  de números reais pertencentes a certo conjunto 
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D, denominado domínio da função. Temos, de z f x y= ( ), , em que x e y são variáveis 
independentes, z é a variável que depende de x e y, e o conjunto formado pelos valores 
de z é denominado conjunto imagem da função f.

Observemos que o domínio da função de duas variáveis é uma região do plano 2( )  
e a imagem é um subconjunto do conjunto dos números reais.

1.3.1 DOMÍNIO DE UMA FUNÇÃO DE DUAS VARIÁVEIS

Para determinarmos a região do plano que determina o domínio de uma função de 
duas variáveis, precisamos analisar as condições de existência da função, lembrando as 
restrições de domínio das funções de uma variável real, estudadas no Volume 1.

Exemplos: 

Determinar a região do plano que define o mais amplo domínio das funções de duas 
variáveis a seguir:

E 1.6 f x y y x,( ) = − 2

Resolução: 

Pela condição de existência, o radicando não pode ser negativo, ou seja:

y x y x− ≥ → ≥2 0 2

Vamos traçar a reta e analisar a região do plano que satisfaz a desigualdade. Como 
se trata de uma reta, bastam dois pontos para determiná-la:

 

y

x

4

3

2

1

–1

–2

–3

1 2 3 4–4 –3 –2 –1

Figura 1.1

x y = 2x

0 0

1 2



24 Matemática com aplicações tecnológicas – Volume 3

A região em que y x= 2  está sobre a reta. Basta analisar o ponto que está na região 
e satisfaz a desigualdade. 

Resposta: D f x y y x( ) = ( ) ∈ ≥{ }, /2 2 .

E 1.7 f x y x y, ln( ) = − −( )1 2 2

Resolução: 

Pela condição de existência, o logaritmando deve ser positivo, ou seja:

1 0 12 2 2 2− − > → > +x y x y

Observando que x y2 2 1+ =  é a equação da circunferência de centro 0 e raio 1 e 
que não vale a igualdade, vamos esboçar o gráfico da circunferência tracejado. E, ana-
lisando que a região em questão é menor do que o raio, isto indica que o domínio está 
dentro da circunferência. Portanto:

2

–2

–2 2

 Figura 1.2

Resposta: D f x y x y( ) = ( ) ∈ + <{ }, /2 2 2 1 .

E 1.8 ,f x y x y( ) = +( )arcsen

Resolução: 

Pela condição de existência, o resultado da função seno está entre –1 e 1, ou seja:

− ≤ + ≤1 1x y
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Vamos analisar separadamente

− ≤ + → ≥ − −1 1x y y x

x y y x+ ≤ → ≤ −1 1

x y x= − −1

0 −1
−1 0

x y x= −1

0 1

1 0

Colocando as retas no gráfico e analisando as regiões de acordo com as desigualdades ,

–2

–1

–1 1 2

x

3–2–3

1

2

y

Figura 1.3

Resposta: D f x y x y( ) = ( ) ∈ − ≤ + ≤{ }, /2 1 1 .

1.3.2 GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO DE 
DUAS VARIÁVEIS

O gráfico de uma função f de duas variá-
veis é o conjunto de todos os pontos x y z, ,( )  no 
espaço cartesiano tridimensional, tal que x y,( )  
pertence ao domínio D da função. O gráfico da 
função é uma superfície, cuja projeção perpen-
dicular ao plano xy é D.

A função f transforma o par x y,( )  do plano 
no número z f x y= ( ), , formando, assim, um 
ponto no espaço.

x

f (x, y)

(f )

y

z

 

 Figura 1.4



26 Matemática com aplicações tecnológicas – Volume 3

1.3.2.1 Curvas de nível

Seja z f x y= ( ), , com x y D f,( ) ∈ ( ), uma função real de duas variáveis reais. To-
memos c Im f∈ ( ) , onde c é um número real fixo, ou seja, uma constante. O conjunto 
de todos os pontos x y, ,( )  tais que f x y c,( ) = , denomina-se curva de nível da função f, 
correspondente ao nível z c= . Assim, a função f é constante sobre cada curva de nível.

Exemplos: 

E 1.9 Mapa de um empreendimento contendo curvas de nível que desenhem a topo-
grafia da região.

50,00 m

10
20

30
40
50

40,00 m

30,00 m

20,00 m

10,00 m

Figura 1.5
Fonte: Lima (2012, p. 93).

E 1.10 Se T x y,( ) é a temperatura em um ponto x y,( ) sobre uma placa de metal, 
medida em graus Celsius, no plano xy, então, as curvas de nível T são chamadas de 
curvas isotérmicas, isto é, todos os pontos sobre tal curva têm a mesma temperatura. 
Suponhamos que uma placa ocupe o primeiro quadrante do plano cartesiano e que 
T x y x y, .( ) = . Vamos:

•	 Esboçar as curvas isotérmicas sobre as quais T = 1 e T = 2;

•	 Se um ponto P está na posição P 1 4,( ), determinar a trajetória percorrida por 
esse ponto e qual a sua temperatura ao longo da trajetória.
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Resolução:

Como T x y x y, .( ) = , para:

T x y y
x

= → = → =1 1
1

. (função recíproca)

T x y y
x

= → = → =2 2
2

.

•	 Para o ponto P 1 4,( )  é a temperatura T = =1 4 4. constante ao longo da trajetó-

ria. A trajetória é dada por 4
4= → =x y y
x

. .

Graficamente,

6

5

4

3

2

1

–1

–2

–3 –2 –1 1 2 3 4 5 6

T = 4
T = 2
T = 1

x

y

Figura 1.6

Observação 

Se f x y,( )  é a pressão de um gás de volume x e temperatura y, as curvas 
f x y c,( ) =  são chamadas de isóbaras.

E 1.11 Se V x y,( )  é a voltagem ou potencial sobre um ponto x y,( )  no plano xy, então, 
as curvas de nível V são chamadas de curvas equipotenciais. Logo, ao longo de tal 
curva, a voltagem permanece constante. Se V x y x y,( ) = +2 2, esboçar as curvas equipo-
tenciais para V = 1  e V = 4 .
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Resolução:

Se V x y c,( ) = , então, x y c2 2+ = . 
Assim, as curvas de nível para c > 0, 
são as circunferências concêntricas, de 
centro na origem e raio c. Então, para 

c x y= → + = → =1 1 12 2 raio

c x y= → + = → =4 4 22 2 raio

Graficamente,

E 1.12 Consideremos a função f x y y x,( ) = −2 2. O gráfico desta função é chamado de 
paraboloide hiperbólico e também é denominado superfície de sela por causa da sua 
configuração. 

Para esboçar o grá-
fico desta função, va-
mos analisar as curvas 
de nível, curvas em que 
y x c2 2− = , onde  c é uma  
constante e as curvas 
auxiliares, ou seja, cur-
vas em que y c z2 2− =  
e c x z2 2− = , onde c é 
uma constante.

Vamos começar pe-
las curvas de nível. Neste 
caso, y x c2 2− = .

1o) Para c > 0, as 
curvas são hi-
pérboles parale-
las ao eixo dos x:

3 4

x

y

–3–4 –2 –1

3

2

1

–1

–2

–3

–4

1 2

Figura 1.7

1

2

3

y

x

–3

–2

–1

 Figura 1.8
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2o) Para c < 0, as curvas são hipérboles paralelas ao eixo dos y:

3 4

x

y

–3–4 –2 –1

4

3

2

1

–1

–2

–3

–4

1 2

Figura 1.9

3o) Para c = 0 , temos y x2 2= , ou seja, as retas y x y x= = −e , que são as bisse-
trizes dos quadrantes ímpares e pares:

3 4
x

y

–3–4 –2 –1

4

3

2

1

–1

–2

–3

–4

1 2

Figura 1.10

Agora vamos fazer y c z2 2− = , onde c é uma constante. Neste caso, z y k= −2 , 
onde k c= ∈2 . Para cada valor de c, o gráfico é uma parábola de concavidade 
positiva no plano yz:
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z

y

4
5
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10
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Figura 1.11

Fazendo c x z2 2− = , onde c é uma constante. Neste caso, z k x= − 2, onde k c= ∈2 . 
Para cada valor de c, o gráfico é uma parábola de concavidade negativa no plano xz:

z

x

4
5
6
7
8
9

10
11

3
2
1

–1
–2
–3
–4
–5
–6
–7
–8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12–1–2–3–4–5–6–7–8–9

 Figura 1.12
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