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CAPITULO 1

SEIS DEMONSTRACOES DA
INFINIDADE DOS NUMEROS PRIMOS

Nada mais natural do que comecarmos estas notas com provavelmente
a mais antiga demonstracao d’O Livro, usualmente atribuida a Euclides (Os
Elementos, IX, 20). Ela mostra que a sequéncia de nimeros primos nunca
termina.

Demonstra¢ao de Euclides. Para qualquer conjunto finito {p;,..., p,} de nd-
meros primos, considere o niumero n = p,p, --- p, + 1. Esse n tem um divisor
primo p. Mas p ndo é um dos p;: caso contrario, p seria um divisor de n e do
produto p;p, -+ p,, € assim também da diferenca n — p,p, .-+ p, =1, 0 que é
impossivel. Portanto, um conjunto finito {p;,..., p,} ndo pode ser a colecdo
de todos os nimeros primos. []

Antes de continuar, vamos fixar algumas nota¢oes. N = {1, 2, 3,...} é o
conjunto dos ntiimeros naturais, Z = {...,-2,-1,0, 1, 2,...}, o conjunto dos
inteiros e P = {2, 3, 5, 7,...} o conjunto dos nimeros primos.

No que segue, estaremos exibindo vdrias outras demonstra¢oes (tiradas
de uma lista muito maior) as quais esperamos que o leitor aprecie tanto
quanto nds. Embora usem enfoques diferentes, a seguinte ideia basica é co-
mum a todas elas: os niimeros naturais crescem além de qualquer limite, e
todo ntimero natural n = 2 tem um divisor primo. Esses dois fatos, juntos,
fazem com que P seja infinito. A préxima demonstrag¢do é devida a Christian
Glodbach (de uma carta de 1730 a Leonhard Euler), a terceira demonstracao
aparentemente faz parte do folclore, a quarta é do préprio Euler, a quinta
demonstragao foi proposta por Harry Fiirstenberg, enquanto a tltima é de-
vida a Paul Erdés.

Segunda demonstragao. Primeiramente, vamos olhar para os niimeros de
Fermat F, = 2% + 1, para n = 0, 1, 2,.... Mostraremos que quaisquer dois

F, = 3
F, = 5
F, = 17
F; = 257
F, = 65537

Fs = 641-6700417

Os primeiros nameros de Fermat
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Teorema de Lagrange

Se G é um grupo (multiplicativo)
finito e U é um subgrupo, entio |U‘
divide ’G‘

Demonstragao. Considere a relagao
bindria

a~b:sbat €U

Segue, dos axiomas de grupo, que
~ ¢ uma relagdo de equivaléncia. A
classe de equivaléncia contendo um

elemento a é precisamente a classe
lateral

Ua={xa:x € U}.

Uma vez que claramente |Ua| = |U,
temos que G se decompde em clas-
ses de equivaléncia, todas de tama-
nho |U| e, consequentemente, |U|
divide |G|

No caso especial em que U é um
subgrupo ciclico {a, a%,..., a", te-
mos que m (o0 menor inteiro po-
sitivo tal que a™ = 1, chamado de
ordem de a) divide a ordem |G| do
grupo.

Em particular, temos que ol =1.

12 nn+1

Degraus acima da fungio f(t) = %

Dnpm
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numeros de Fermat sdo relativamente primos; consequentemente, deverdo
existir infinitos nimeros primos. Para esse fim, vamos verificar a recursdo

n—1
Hpk =F,—-2 (n>1),
k=0

da qual nossa afirmagdo segue imediatamente. De fato, se m é um divisor
de, digamos, Fy e F,, (k < n), entao m divide 2 e, dai, m =1 ou2. Mas m =2 é
impossivel, uma vez que todos os ntimeros de Fermat sdo impares.

Para demonstrar a recursao, usamos indu¢ao em n. Para n = 1, temos
Fy=3eF, -2 = 3. Pela induc¢io, concluimos que

n n—1
[[E=|[]R|F=(E-2)E=
k=0 k=0

—(0? 1) +1)=2" —1=E,, 2. ]

Terceira demonstracao. Suponha que P seja finito e p seja 0 maior nimero
primo. Consideremos o nimero 2 — 1, conhecido como niimero de Mersenne, e
mostremos que qualquer fator primo g de 2 — 1 é maior do que p, o que resulta-
rdnaconclusdo desejada. Sejagum primo que divide 2/ — 1, de forma que temos
27 =1 (mod q).

J& que p é primo, isso significa que o elemento 2 tem ordem p no grupo
multiplicativo Z,\{0} do corpo Z,. Esse grupo tem g — 1 elementos. Pelo
teorema de Lagrange (ver quadro), sabemos que a ordem de cada elemento
divide a ordem do grupo, ou seja, temos que p|g — 1, e dai p < q. ]

Agora vamos ver uma demonstra¢ao que usa cédlculo elementar.

Quarta demonstragao. Seja w(x) := #{p = x: p € P} o niumero de primos
que s@3o menores que ou iguais ao numero real x. Enumeremos os primos
P = {p1, p2> P3»--.-} em ordem crescente. Considere o logaritmo natural log x,
. _ X 1

definido como logx —f1 Tdt.

Agora, vamos comparar a drea sob o grafico de f(t)=+ com uma fungao
degrau superior. (Para esse método, ver também o apéndice na pdgina 15.)
Assim, para n = x = n + 1, temos

1,1 11 1
logx <1+ —+ =+ +—+=-<> —,
23 n—1 n m

onde a soma se estende sobre todos os m € N que tém somente divisores
p=x
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Uma vez que cada um desses m pode ser escrito de um modo tinico como
um produto da forma II p%, vemos que a tltima soma ¢ igual a
pr

T[>,

— |-
pelP,p<x\ k>0 p

A soma interior é uma série geométrica com razao %, de onde

1 w(x)

logx < H -

1 _
peP, p<x P pelP,p<x k=1 p k 1

Agora, claramente, p, = k + 1 e, assim,

/S ! gH_l:E'

pr—1 pr—1 k k

Consequentemente,

w(x)

logx < H%:W(X)ﬁ-l.
k=1

E de conhecimento comum que log x ndo é limitado, donde concluimos
que m(x) também nao ¢ limitado e, portanto, existe um ntimero infinito de

primos. ]

Quinta demonstragao. Depois de andlise, agora é topologia! Considere a
curiosa topologia no conjunto Z dos nimeros inteiros a seguir. Para a, b €
Z,b >0, fagamos

N,y=la+nb:n € Z}.

Cada conjunto N, ;, ¢ uma progressao aritmética infinita nos dois sentidos.
Agora, dizemos que um conjunto O C Z é aberto se O é vazio ou se, para cada
a € O, existe algum b > 0 com N, ;, C O. E claro que a unido de conjuntos
abertos é também um conjunto aberto. Se O;, O, sdao abertos,ea € O; N O,,
com N,;, € OyeN,;, C Oy, entdoa € N, C O; N O,. Entao, concluimos
que qualquer intersecao finita de conjuntos abertos também é um conjun-
to aberto. Assim, essa familia de conjuntos abertos induz uma topologia
em Z.

Convém observar dois fatos:

(A) Qualquer conjunto aberto nao vazio é infinito.

“Jogando pedras chatas, infini-
tamente”

(B) Qualquer conjunto N, , também ¢ fechado.
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O primeiro fato decorre da defini¢ao. Quanto ao segundo, observamos
que

b—1
Na,b =7 \UNaJri,b’
i=1

o que demonstra que N, ;, ¢ o complementar de um conjunto aberto e, por-
tanto, fechado.

Até agora, os numeros primos ainda nao entraram em cena — mas ei-los
aqui. Uma vez que qualquer nimero n # 1, —1 tem um divisor primo p e,
consequentemente, estd contido em N ,, concluimos que

z\{1,-1}=_JN,,.

peP

Agora, se P fosse finito, entao U per Nop seria uma unido finita de con-
juntos fechados devido a (B), e portanto fechado. Consequentemente, {1,—1}
seria um conjunto aberto, o que contradiz (A). L]

Sexta demonstra¢ao. Nossa demonstracao final dd um considerdvel passo

adiante e mostra nao somente que ha infinitos ndmeros primos, mas tam-

1
PP p
importante foi dada por Euler (e é interessante em si mesma), mas nossa

bém que a série > diverge. A primeira demonstra¢dao desse resultado

demonstracio, concebida por Erdds, é de uma beleza irresistivel.

Seja py, P, P3» --- @ sequéncia dos nimeros primos em ordem crescente,
e suponha que pel]:"% converge. Entdao deve existir um ntimero natural k tal
que ;g p%, < 4. Vamos chamar py, ..., p; de primos pequenos, € pr,1, Prya» ---
de primos grandes. Para um ndmero natural arbitrdrio N, por conseguinte,
temos
N N

—<—. (1)
Sabi 2

Seja N, o numero de inteiros positivos n = N que sdo divisiveis por pelo
menos um nimero primo grande, e N; o ndmero de inteiros positivos n = N
que tém somente divisores primos pequenos. Vamos mostrar que, para um
N conveniente,

N, + N, <N,

0 que serd nossa contradi¢ao desejada, uma vez que, por defini¢do, N;, + N;
teria que ser igual a N.

Para estimar N, observe que [pﬁ] ¢ o numero de inteiros positivos n = N
. 1
que sdo multiplos de p;.
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Portanto, de (1), obtemos

N| N
N, <Y | =< (2)
Soalpil 2

Vamos agora olhar para N,. Escrevemos todo n = N que tem apenas di-
visores primos pequenos na forma n = a,b%, onde a, é a parte sem nenhum
quadrado. Todo a,, é, portanto, um produto de primos pequenos diferentes, e
concluimos que existem precisamente 2* partes sem nenhum quadrado dife-
rentes. Além disso, como b, = V= \/N, vemos que existem no maximo
\/Npartes quadradas diferentes e, daf,

N,=2*VN.
Uma vez que (2) vale para qualquer N, resta achar um nimero N com
25N <X ou 2Kl =/ Ne, para isso, N = 222 serve. []

Apéndice: outras infinitas demonstragoes

Nossa colecao de demonstracoes para a infinidade dos primos contém di-
versos outros tesouros, antigos e novos, mas existe um especial, muito recen-
te, que é bem diferente e merece uma mencao especial. Vamos tentar identi-
ficar sequéncias de inteiros S tais que o conjunto [P dos primos que dividem
algum membro de S seja infinito. Toda sequéncia dessa forneceria entao sua
prépria demonstragao para a infinidade dos primos. Os ntimeros de Fermat
F, estudados na segunda demonstra¢do formam uma destas sequéncias, en-
quanto que as poténcias de dois nao formam. Muitos outros exemplos sdo
fornecidos por um teorema de Issai Schur, que mostrou em 1912 que, para
todo polindmio ndo constante p(x) com coeficientes inteiros, o conjunto de
todos os valores nao nulos {p(n) # 0 : n € N} é uma dessas sequéncias. Para
o polindmio p(x) = x, o resultado de Schur nos da o teorema de Euclides.
Como outro exemplo, para p(x) = x* + 1 obtemos que o “quadrado mais um”
contém um ndmero infinito de fatores primos.

O resultado a seguir, devido a Christian Elsholtz, é realmente notével: ele
generaliza o teorema de Schur, a demonstrac¢ao é simplesmente uma conta-
gem inteligente e é, em certo sentido, a melhor possivel.

Seja S = (s, 55, 53, -..) uma sequéncia de inteiros. Dizemos que:

* S ¢é quase injetiva se todo valor ocorre no maximo c vezes, para algu-
ma constante c.

oM

% . . 1)
« S éde crescimento subexponencial se |sn| = 2% paratodo n, em que

f(n) -0

log, n

f:N — R, é uma fun¢do com

17

Issai Schur

No lugar de 2, poderiamos usar

qualquer outra base mag}(og que
n

1; por exemplo, sn| =¢° leva

a mesma classe de sequéncias.
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Teorema. Se a sequéncia S = (sy, s,, 3, ...) for quase injetiva e de crescimento
subexponencial, entdo o conjunto Pg dos primos que dividem algum membro
de S é infinito.

Demonstra¢ao. Podemos supor que f(#) é monotonamente crescente. Caso
contrario, substitua f (1) por max;—, f (i); vocé pode verificar facilmente que
com esta F(n) a sequéncia S também satisfaz a condi¢ao de crescimento sub-
exponencial.

Vamos supor, por absurdo, que Pg = {p,, ..., pi} seja finito. Paran € N,
faca

Sy = &,pi-+- pik, com g, € {1,0,-1},a =0,

em que o; = a;(n) depende de n. (Paras,, = 0 podemos tomar ;= 0 paratodoi.)
Entao,

f(11)
et < ‘5n| =2? paras, # 0,
e, portanto, tomando o logaritmo binario,
0=q=a++qq=2" pral=i=*k

Logo, ndo existem mais do que 2/ + 1 valores diferentes possiveis para
cada a; = a;(n). Ja que fé mondtona, isto nos da uma primeira estimativa.

#{distintos ‘sn| # 0 paran = N} = (/) 4 1)k < 2 (IN+DK,

Por outro lado, uma vez que S é quase injetiva, somente ¢ termos na se-
quéncia podem ser iguais a 0, e cada valor absoluto nao nulo pode ocorrer
no maximo 2c¢ vezes. Assim, obtemos a estimativa inferior

N—c

#{distintos |s,| # 0 paran= N} = >

Juntando tudo, obtemos

N=c _ ks

2c
Tomando novamente o logaritmo na base 2 em ambos os lados, obtemos

log,(N —¢) —log,(2¢) = k(f(N) + 1) para todo N.

Isso, entretanto, é claramente falso para valores grandes de N, jd que ke ¢

~ log) (N—
sao constantes, e %Nc) tende a 1 para N — oo, enquanto que f;g;, tende a

0. ]

Seria possivel relaxar as condi¢oes? Pelo menos, nenhuma das duas é su-
pérflua.
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Que precisamos da condi¢do “quase injetiva” pode ser visto a partir de
sequéncias como (2, 2,2, ...) ou (1,2,2,4,4,4,4,8, ...), que satisfazem a
condigao de crescimento, enquanto que Pg = {2} ¢ finito.

Quantoacondi¢aodecrescimento subexponencial,salientamos que elanao
fn)
logyn

pode ser enfraquecida a uma exigéncia da forma = g paraum & > 0 fixo.

Paraverisso,bastaanalisarasequénciade todos osnimerosdaformapf:--- pgx,

arrumados na ordem crescente, em que py, ..., px $30 primos fixos e k é gran-

fm) 1
log,n k> €1-

pa ot . &)
de. Esta sequéncia S cresce aproximadamente como 2%, com

quanto P é finito por constru¢ao.
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