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Prefacio

A teoria eletromagnética é uma das maiores conquistas intelectuais da humani-
dade e, possivelmente, aquela que envolveu o maior nimero de pensadores e
experimentadores ao longo do maior periodo da histéria humana. Desde tempos
ancestrais, pessoas curiosas observaram intrigadas as propriedades ndo usuais
das pedras de ambar e magnetita, bem como os fendmenos associados a descargas
atmosféricas, descargas eletrostaticas e luminescéncia em torno de objetos meta-
licos pontiagudos.

Entretanto, somente a partir do trabalho pioneiro do inglés William Gilbert
no século XVI a ciéncia do eletromagnetismo comegou a emergir. Experimentador
excelente, descobriu diversos materiais que possuiam propriedades semelhantes ao
ambar, determinou que as forgas de interagao elétrica e magnética diminuem com
o aumento da distancia, especulou sobre a origem do campo magnético da Terra e
contribuiu significativamente por meio de seus experimentos para que o conceito de
campo magnético fosse estabelecido cerca de dois séculos mais tarde.

Os proximos passos principais no desenvolvimento da nova ciéncia foram
dados pelo francés Charles Augustin de Coulomb, em 1785, que foi bem-sucedido
ao descrever, por meio de um experimento extremamente engenhoso para a época,
a lei de interagado entre cargas elétricas; e por seu compatriota André-Marie Am-
pere e o dinamarqués Hans Christian Oersted que, em 1820, descreveram a lei
que determina a geracdo de campo magnético por meio da corrente elétrica. Surgiu,
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assim, o primeiro vinculo entre a eletricidade e 0 magnetismo, até entao conside-
rados fendmenos completamente independentes.

A conexao seguinte foi estabelecida em 1831 pelo inglés Michael Faraday, ao
anunciar que uma corrente elétrica surge nos condutores de um circuito elétrico
quando existe varia¢dao no tempo do fluxo magnético através de sua area. Por fim,
todo o conjunto formidavel de fatos experimentais e teorias elaboradas ao longo de
mais de dois séculos de pesquisas foi reunido de maneira coerente pelo também
inglés James Clerk Maxwell, em 1865, naquilo que ele designou como “uma teoria
dinamica do campo eletromagnético”. Nessa brilhante construgio teérica, Maxwell
estabeleceu a conexdo final entre a eletricidade e 0 magnetismo, denominada cor-
rente de deslocamento, por meio da qual um campo elétrico variavel no tempo da
origem a um campo magnético. Desde entdo, as equagdes de Maxwell formam a
base conceitual e a principal ferramenta de analise de tedricos, experimentadores
e desenvolvedores de equipamentos e sistemas eletromagnéticos.

Atualmente, gragas ao extraordindrio desenvolvimento tecnologico do sécu-
lo XX, a humanidade é quase tdo dependente do eletromagnetismo quanto cada
ser humano é dependente do oxigénio que respira. Em funcio de sua importancia
e complexidade, o ensino dessa ciéncia nas escolas de engenharia tornou-se alta-
mente especializado, quase sempre seguindo a diretriz basica de dividi-la em t6picos
como: eletrostatica, magnetostatica, campos variaveis no tempo e ondas eletromag-
néticas, entre outros.

Contudo, desde os tempos de estudante e especialmente durante os anos
como professor dessa disciplina, sentia que essa divisdo era demasiadamente arti-
ficial e até certo ponto prejudicial ao aprendizado. Muitas conexdes importantes
entre os diversos fendomenos, bem como certos aspectos gerais da teoria, ndo sao
adequadamente evidenciados porque a segmentagio classica tende a separar topi-
cos intimamente relacionados.

Este livro é uma tentativa de apresentar o eletromagnetismo como uma cién-
cia unificada. Nao hd qualquer separagio entre o estudo da eletricidade e o do
magnetismo e evitamos a divisdo da teoria entre estatica e dindmica. As proprie-
dades eletromagnéticas da matéria sdo apresentadas em conjunto, enfatizando a
origem comum na carga elétrica das particulas subatomicas.

A organizagao dos topicos em cada capitulo baseia-se na similaridade. Aten-
cdo especial foi dedicada a apresentacdo de certos temas geralmente negligenciados
na literatura bdsica, como: teoria da dispersao dielétrica, teoria do ferromagnetis-
mo e teoria da irradiagdo de cargas puntiformes.

Acredito que o formalismo matematico empregado € sébrio e suficiente para
um livro de engenharia. Os exemplos, as técnicas de analise e os exercicios pro-
postos situam-se no meio termo entre a ciéncia pura e a aplicada, com o objetivo
de estimular no estudante a capacidade analitica essencial para um profissional
desenvolvedor em engenharia elétrica.
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Os dois primeiros capitulos apresentam as principais leis eletromagnéticas e
a estrutura matematica e conceitual necessaria para descrevé-las e interpreta-las.
O restante do livro trata das aplicagdes basicas, embora mantendo um nivel ele-
vado de abstracdo e idealidade. Em sintese, sdo apresentados: diversos métodos
de calculo de campo e potencial, forca e energia; propriedades eletromagnéticas
da matéria; modelagem de circuitos elétricos e magnéticos; e geragdo e propaga-
¢ao de ondas eletromagnéticas.

Assumimos que os leitores possuem os conhecimentos matematicos necessa-
rios, em especial em relacdo as teorias das equagoes diferenciais e do calculo veto-
rial. Nos Apéndices, sdo apresentadas as formulas vetoriais mais utilizadas e algu-
mas demonstragdes matematicas essenciais que julgamos ser inoportuno incluir
no texto principal. Além disso, o ultimo Apéndice fornece as respostas para todos
os exercicios propostos que nao envolvem demonstracao.

Airton Ramos
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As leis de forca
e o conceito de campo

Os fenomenos estudados na teoria eletromagnética sido provenientes das intera-
¢oes entre particulas eletricamente carregadas. A carga elétrica de um atomo esta
localizada nos elétrons e protons e se encontra confinada em volumes extrema-
mente pequenos, pois os raios atomicos sao da ordem de décimos de nanometro
(1 nm = 10 m). Os nucleos atdémicos isolados sio muito menores, com raios da
ordem de 10"* m, e os elétrons isolados sdo praticamente puntiformes. Em virtude
dessas dimensdes infimas, uma aproximacao geralmente valida no estudo da teo-
ria eletromagnética é o modelo da carga puntiforme. Considera-se que uma carga
puntiforme ocupa uma posicao exata no espaco, ou seja, suas dimensoes sao des-
preziveis em relagdo as distancias consideradas. Trata-se, em geral, de uma boa
aproximacado para descrever as interagOes entre elétrons e nucleos atomicos, mas
mesmo para estruturas maiores e mais complexas, envolvendo atomos e moléculas
ionizadas, essa aproximagao é aplicavel se as distancias envolvidas forem muito
maiores que as dimensoes do agregado molecular. No estudo de sistemas eletro-
magnéticos macroscOpicos, ou seja, nos quais uma grande quantidade de particu-
las esteja envolvida e ocupando volumes muito maiores que as dimensdes de qual-
quer uma dessas particulas, as teorias baseadas no modelo da carga puntiforme
sdo usadas para descrever as interagOes eletromagnéticas entre quantidades de
carga contidas em elementos infinitesimais de volume dentro dessas distribuicoes.
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1.1 LElI DE COULOMB

A lei de forga para a interacdo elétrica foi desenvolvida em 1785 a partir de expe-
rimentos realizados pelo francés Charles Augustin de Coulomb. Ela é aplicavel a
particulas cuja aproximagao de carga puntiforme seja valida. A lei de Coulomb
estabelece que a forca entre duas particulas em repouso depende do produto de
suas cargas elétricas e varia com o inverso do quadrado da distancia que as sepa-
ra, estando sempre orientada ao longo da reta que une as particulas. A lei de
Coulomb é geralmente escrita na seguinte forma:

T P (an

¢ 4ne d?

o

onde q, e q, sdo as cargas das particulas, d ¢ a distancia que as separa no vacuo e
a constante 1/4me, foi incluida para compatibilizar as unidades envolvidas. €, é
denominada permissividade elétrica do vacuo. Com a carga medida em coulomb
(C), a for¢a medida em newton (N) e a distincia medida em metros (m) no Siste-
ma Internacional, €, tem o valor aproximado de 8,854 x 10> C*/Nm? ou F/m [a
unidade faraday (F) equivale a C>/Nm]. Na Equagao (1.1), o vetor unitdrio u in-
dica a dire¢do e o sentido da forca elétrica aplicada. A forca exercida sobre q, tem
os mesmos modulo e dire¢do, porém, sentido contrario a forga exercida sobre q,.
Se as posigoes de q, e q, sdo identificadas pelos vetores r, e r,, entdo a expressio
geral da forca sobre q, é:

F = q4 9 (rz _rl) (1.2)

e 3
47'580 I, —1'1|

Observe que, se as cargas sdo de mesmo sinal, os vetores de forca em cada
particula corretamente apontam no sentido do afastamento das cargas; e, se as
cargas sdo de sinais contrarios, os vetores de for¢a apontam no sentido da apro-
ximag¢ao das cargas. Quando existem varias particulas carregadas interagindo, é
possivel obter a forca elétrica total sobre cada uma simplesmente somando veto-
rialmente as forcas calculadas pela lei de Coulomb para cada par de particulas.
Em situagoes reais envolvendo volumes macroscopicos de matéria contendo
quantidades imensas de elétrons e nucleos atémicos, é impossivel considerar a
soma de todos os pares de particulas carregadas para se obter a forga total resul-
tante sobre cada uma. Simplesmente nao ha como descrever corretamente a po-
sicdo instantanea exata de cada particula nem a quantidade exata de particulas
no objeto. A Figura 1.1 mostra um exemplo em que uma particula é colocada
proxima de um objeto contendo muitas outras particulas carregadas distribuidas
de uma maneira especifica.
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Figura 1.1  Particula carregada proxima de um volume contendo uma carga distribuida.

Se a densidade de particulas nesse volume é muito alta, podemos ampliar o
conceito de carga puntiforme para descrever uma distribui¢io muito concentrada
de particulas carregadas como uma func¢io continua das coordenadas espaciais:
a densidade de carga. Um elemento infinitesimal de volume nesse objeto contém
uma quantidade infinitesimal de carga elétrica de acordo com a seguinte equacao:

dq(r)=p, (r)dV’ (13)

onde p,(r') (em C/m?) é a densidade volumétrica de carga na posicao identificada
pelo vetor r'. Com base nesta descri¢do, a forca exercida sobre a carga puntiforme
pode ser calculada pela equacio:

-9 (r-r) p,(r)dV' (14)
47'l580 v |1' — r'|

e

A Equacio (1.4) pode ser usada para definir o campo elétrico como sendo a
forca por unidade de carga na posi¢do de uma particula puntiforme colocada na
regido de influéncia de uma distribuicao de particulas eletricamente carregadas
no espaco. Ou seja, o campo elétrico é um campo vetorial que, quando multipli-
cado pela carga, resulta na for¢a aplicada nesta particula pela distribui¢ao de
carga elétrica que criou o campo. Em fun¢ao da lei de Coulomb, para cargas em
repouso, o campo elétrico no vacuo pode ser escrito na forma a seguir:

LJ_(r_rl) p.(r)dV’ (15)

a 47580 V.|r—1"|3 v

Com base nesta equagdo, podemos avaliar algumas propriedades impor-
tantes do campo elétrico. Ao aplicarmos o operador divergente em ambos os lados,
obtemos:

15
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j[ r_r] (1) dV'
47'580\, 1'—1'|

No Apéndice B demonstramos a seguinte identidade vetorial:

V- (r—r'z :4n8(r—r')

r =]

onde &(r) é a funcdo delta de Dirac definida por:

O(r)=0ser#0
JS(r) dV =1 se V inclui a posi¢io r = 0; caso contrario JS(r) dv=0

\ \

Assim, o divergente do campo elétrico é dado por:

z_jp 8(r — 1) v:p;“) 16

o

Levando em conta o significado fisico do divergente de um campo vetorial,
concluimos que a densidade volumétrica de fluxo do campo elétrico é proporcio-
nal a densidade de carga. Para o fluxo elétrico total através de uma superficie
fechada e aplicando o teorema de Gauss, obtemos o seguinte:

9513d$=Sljpvdv:sg (17
S oV

o

onde Q é a carga elétrica total dentro do volume limitado pela superficie de
integracao.

As duas equagdes anteriores sao conhecidas como lei de Gauss e mostram
que as cargas elétricas sdao as fontes de fluxo elétrico. Cargas positivas geram
campo com divergéncia positiva, ou seja, com fluxo total para fora do volume; e
cargas negativas produzem campo com divergéncia negativa, ou seja, fluxo para
dentro do volume. Outra propriedade pode ser obtida aplicando-se o operador
rotacional na Equacdo (1.5), com o seguinte resultado:

V x E(r 4%805[ |r_ ; ] (r)dV'

O integrando dessa equacdo se anula, pois V X (r — r')/Ir — r'P = 0. Assim,
concluimos que o rotacional do campo elétrico gerado por cargas em repouso é
nulo. Levando em conta o significado fisico do rotacional, podemos concluir que
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a circulacdo do campo ao longo de qualquer caminho é nula. Em outras palavras,
o trabalho realizado pelo campo ao se movimentar uma particula carregada em
um percurso fechado é zero, ou seja, o campo é conservativo. Isso significa tam-
bém que o campo elétrico proveniente de cargas em repouso (ou em movimento
uniforme) nio é capaz de manter uma corrente elétrica permanente em um circuito.
Estas conclusoes sao descritas pelas equacdes a seguir:

VXE=0 (18)

gSE-szo (19)

1.2 LElI DE BIOT-SAVART

A forga elétrica ndo é a tnica forma de interagdo entre as cargas elétricas. Os
experimentos realizados pelo francés André-Marie Ampére e pelo dinamarqués
Hans Christian Oersted em 1820 mostraram que condutores transportando cor-
rente elétrica se atraem ou se repelem dependendo da intensidade e do sentido
dessas correntes. A lei experimental deduzida pode ser assim descrita usando os
simbolos mostrados na Figura 1.2:

dF, =(&) bl x(idL, xu) (110)

47 r?

Figura 1.2  Fora entre correntes de acordo com os experimentos de Ampere e Oersted.

Essa é a expressdo da forca sobre o segmento dL, do condutor que transporta
a corrente i, em virtude da interagdo com a corrente i, no segmento dL,. Esses seg-
mentos diferenciais sdo orientados em direcdo e sentido das respectivas correntes.
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Note que ‘ru’ é o vetor de posi¢do do elemento dL, em relagdo a dL, (u é vetor
unitario e r ¢ a distancia). W /4w é uma constante usada para compatibilizar as
unidades das grandezas envolvidas. A constante p, ¢ denominada permeabilidade
magnética do vacuo e no Sistema Internacional de Unidades tem o valor 4m x
107 Ns?/C? ou H/m [Henry (H) equivale a Ns>m/C?].

A corrente elétrica em um condutor é a taxa de transporte de carga através
da drea da segdo transversal do condutor. As particulas carregadas, elétrons livres
em metais ou ions em solu¢oes idnicas, podem se movimentar sob a acio de um
campo elétrico aplicado no condutor. A Figura 1.3 mostra esquematicamente o
fluxo de particulas carregadas através da se¢do transversal de um condutor cilin-
drico. Se as particulas transportam carga q, tém densidade volumétrica n e se
deslocam com velocidade média v no condutor, a cada intervalo dt de tempo uma
quantidade de carga dQ atravessa a area transversal S do condutor segundo a
equac¢ao dQ = qnvSdt. A corrente elétrica no condutor €, entao, dada por:

i:E:anS (1.11)

Figura 1.3 Representagdo esquemdtica da corrente elétrica em um condutor.

A unidade de medi¢do de corrente elétrica é o ampere (A), que equivale a 1 C/s
atravessando a se¢ao transversal do condutor. Dependendo da forma e da extensio
da 4rea da se¢do transversal (e outros fatores a serem discutidos futuramente), o
fluxo de particulas pode nio ser homogéneo. Nesse caso, para descrever a distribui-
¢do de corrente no condutor, usa-se um campo vetorial denominado de densidade
de corrente, cujo moédulo € a corrente por unidade de drea em uma posicao especi-
fica da segao transversal do condutor e cuja direcdo e sentido sdo aqueles do fluxo
de particulas nessa posi¢ao. Para uma distribui¢ao uniforme de corrente no condu-
tor, a densidade de corrente pode ser calculada a partir da Equagao (1.11):

i=qnv (112)

Essa expressdo é valida também para distribui¢bes ndo uniformes de corrente
desde que as variacoes de velocidade e densidade de particulas ao longo da se¢io
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transversal do condutor sejam devidamente consideradas. Podemos obter a forca to-
tal sobre o condutor 2 na Figura 1.2 por meio de duas integracdes sucessivas: primei-
ro ao longo do fio 1 e depois ao longo do fio 2. A partir da Equagao (1.10), obtemos:

: i dL, Xu
szj',zszx &j%
4n r

LZ Ll

O termo entre parénteses nessa formula é um campo vetorial que depende
apenas da corrente 7, e da geometria do condutor 1. E denominado indu¢io magné-
tica. A expressao que define a indu¢ao magnética produzida por uma corrente fila-
mentar (se¢do transversal do condutor desprezivel) é denominada lei de Biot-Savart
e pode ser escrita na seguinte forma:

&J-idL'x(r—r')

3
f |r - r'|

onde r' é o vetor de posi¢ao do segmento dL.

Esse resultado é atribuido ao trabalho dos franceses Jean-Baptiste Biot e
Félix Savart, que, baseados nos resultados de Oersted, verificaram experimental-
mente que a forca exercida pelo campo gerado pela corrente elétrica em um fio
reto sobre o polo magnético de um ima é proporcional a intensidade da corrente,
inversamente proporcional ao quadrado da distancia perpendicular ao fio e atua
na direcdo perpendicular ao plano que contém o fio e o ponto de atuacio.

Com a definicio da indu¢do magnética, a expressdo da forca sobre uma
corrente filamentar pode ser escrita na seguinte forma:

F,=[idLxB (114)

L

A indugao magnética pode, entdo, ser definida como a for¢a magnética por
unidade de corrente e unidade de comprimento em uma corrente filamentar. As
duas equagoes anteriores aplicam-se as correntes filamentares, mas podem ser
escritas em uma forma mais geral considerando a seguinte relacao que facilmente
pode ser demonstrada usando as equacoes (1.11) e (1.12):

idL=jdv

Com isso, podemos reescrever a indu¢ao magnética e a for¢a magnética em
uma distribuicdo de corrente da seguinte forma:

B, pIxX(r—r) o
=to 14V (115)
4 Je—r)
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F,=[jxBdV (1.16)
\'

Baseados na Equacdo (1.15), podemos avaliar duas importantes propriedades da
indugao magnética. Ao aplicarmos o operador divergente nessa equacdo, obtemos:

V.B= “ojv[ ]dV

Porém, em fung¢io da féormula vetorial V- (Ax G)=(VxA)- G- (VX G) - A,

e uma vez que VX j = 0, pois j depende unicamente de r', e V X (r — r')/Ir = r'I> = 0,
concluimos que o integrando nessa equacdo € nulo. Assim, temos que:
V-B=0 (1.17)

Ou seja, a indu¢do magnética é um campo com divergéncia nula. Ao aplicar-
mos o teorema de Gauss, concluimos que o fluxo magnético através de qualquer
superficie fechada é sempre nulo.

$B-dS=[V-BdV=0 (118)
s v
Agora, ao aplicarmos o operador rotacional na Equagao (1.15), obtemos:

<_|>} W

|r

VxB= “oij[

No Apéndice B, demonstra-se que a integral nessa equagdo pode ser trans-
formada da seguinte forma:

jv [ ]dv 411:]—'[(1._.'2 (V'-j) dV'

vlr-

onde (V") é o operador divergente aplicado nas coordenadas de r'. Assim, pode-
mos escrever o rotacional da indu¢do magnética como sendo dado por:

Bo ((0=1) o oy 1
VxB=p, j 4nj| 7 (V'-j)dV (119)

Uma vez que estamos tratando de fontes que ndo variam no tempo, ou seja,
cargas em repouso ou movimento uniforme que produzem densidades de carga e de
corrente constantes, o termo de divergéncia no integrando citado é nulo. Isso pode
ser verificado a partir do seguinte desenvolvimento baseado no teorema de Gauss:
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[ vijdvi=]j-ds=0
v’ s

Essa equagido expressa o principio da continuidade. O fluxo total da densi-
dade de corrente através de uma superficie fechada € igual a corrente elétrica total
que atravessa essa superficie, ou seja, a carga total por unidade de tempo que sai
do volume limitado por esta superficie. Se esse fluxo nao se anula, a carga total
no volume varia no tempo e o problema ¢é diferente do que estamos tratando nes-
te capitulo, pois envolve campos variaveis no tempo. Este serd um dos temas
abordados no préoximo capitulo. Assim, para problemas envolvendo densidades
estaticas de carga e corrente, temos o seguinte:

V=0 (1.20)
VxB=u,j (1.21)
$B-dL=p, [j-dS=p, i (1.22)
C S

onde a Equacdo (1.22) é obtida da Equagido (1.21) aplicando-se o teorema de
Stokes, sendo C uma curva fechada e S uma superficie aberta limitada por C. A
integral de fluxo da densidade j resulta na corrente i que atravessa a superficie S.
A Equagio (1.20) é denominada equacdo da continuidade (para o caso estatico) e
as equacoes (1.21) e (1.22) descrevem a lei de Ampere. Estas equagOes sdo apre-
sentadas aqui no contexto de fontes invariantes no tempo. No proximo capitulo,
veremos como elas devem ser modificadas para incluir os efeitos da variagao no
tempo das densidades de carga e de corrente no sistema eletromagnético.

Essa divisdo entre fontes estaticas e fontes variaveis no tempo ¢é artificial e
tem finalidade puramente didatica. Uma fonte de campo macroscopica é uma
amostra de material eletricamente carregado ou um condutor atravessado por
corrente elétrica. Em qualquer caso, as particulas carregadas nunca estdo real-
mente em repouso ou em movimento uniforme, pois a agitagao térmica mantém
um estado permanente de movimentagao caracterizado por deslocamentos brus-
cos e aleatorios (estamos nos referindo a temperaturas diferentes de 0 K). Uma vez
que esses deslocamentos sao muito rapidos e de pequena amplitude, para finali-
dades praticas, os campos gerados pelas oscilagoes na densidade de carga e de
corrente podem ser considerados como ruido eletromagnético. Além disso, em
relagdo ao funcionamento de equipamentos eletromagnéticos, é necessario consi-
derar que qualquer sistema precisa ser inicializado em algum momento e possivel-
mente serd desligado em um momento posterior. Isso significa que, durante certos
intervalos de tempo, as densidades de carga e corrente nos condutores do sistema
estardo variando. Se o calculo dos campos gerados envolve esses intervalos de
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comportamento transitorio do sistema, entdo a teoria apresentada até aqui pode
ndo ser adequada. Contudo, em geral ndo € esse o caso e, decorrido o tempo ca-
racteristico do transitorio, as densidades de carga e corrente serdo praticamente
constantes e a analise podera ser feita de acordo com o que foi apresentado até
este ponto. De fato, os modelos discutidos neste capitulo sdo de aplicagio muito
mais geral do que se poderia supor com base apenas nas premissas das demons-
tracoes realizadas. As aplicagdes incluem casos em que as correntes efetivamente
sao mantidas por fontes de tensao alternadas desde que a frequéncia seja suficien-
temente baixa para que a parcela de campo irradiado possa ser desprezada. Um
exemplo tipico é o caso dos campos gerados pelas correntes que circulam no sis-
tema de distribuicao de energia elétrica com frequéncia de 60 Hz. Nesses casos,
os campos podem ser calculados com boa exatiddo usando as leis de Coulomb,
Gauss, Biot-Savart e Ampere, tal como foram apresentadas neste capitulo.

1.3 FORCA DE LORENTZ

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, a interacdo entre cargas elétri-
cas origina dois tipos de forga: a forga elétrica e a forca magnética. Uma carga pun-
tiforme no espaco sujeita a campos elétrico e magnético gerados por outras fontes de
campo experimenta, entdo, uma forca resultante de duas componentes. A compo-
nente elétrica da forga é facilmente calculada a partir das equagoes (1.4) e (1.5):

F =qE (1.23)

A componente magnética pode ser obtida a partir da Equacdo (1.16), consi-
derando a densidade de corrente para uma carga puntiforme em deslocamento
como sendo descrita por uma fung¢ao impulso:

j=qv8(r—r)

onde v = dr'/dt.

Note que essa expressao é equivalente a Equacdo (1.12) se considerarmos a
densidade de particulas carregadas como sendo n = §(r — r'). Isso faz sentido em
se tratando de uma carga puntiforme. Substituindo na expressao da forca magné-
tica (1.16), obtemos:

F = J qQvo(r—r)xBdV=qvxB

Voo

F =qvxB (1.24)

Assim, a forca resultante sobre uma carga puntiforme no campo eletromag-
nético é dada por:
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F=q(E+vxB) (1.25)

Essa equacdo define o que é denominado de forca de Lorentz. Note que para
usa-la é necessario que os campos e a velocidade sejam descritos no mesmo siste-
ma de referéncia.

1.4 CALCULO DE CAMPO ELETRICO

O campo elétrico é medido em newtons por coulomb (N/C) ou volts por metro
(V/m). Volt é a unidade de potencial elétrico e serd apresentada mais adiante. A
Equacao (1.5) descreve o modo como o campo elétrico de uma distribuicao volu-
métrica de cargas no espago pode ser calculado. Contudo, sistemas elétricos ma-
croscopicos envolvem quantidades imensas de particulas. No cobre, por exemplo,
existem cerca de 1023 dtomos/cm?, cada um contendo 29 prétons e 29 elétrons. E
impossivel considerar o efeito de cada carga individualmente por causa do elevado
numero de particulas e porque elas realizam movimentos muito complexos que
dependem também da temperatura do material. A alternativa geralmente usada
requer considerar que apenas uma pequena parte das cargas participa da geracao
do campo elétrico macroscopico (carga em excesso) e, para descrevé-la, é comum
assumir que a carga elétrica total se distribui continuamente no espago com uma
densidade conhecida. Dependendo da geometria do problema, uma distribui¢ao
de cargas elétricas pode ser descrita por uma densidade volumétrica, superficial
ou linear de carga.

E(r)= L pL(r')(r_—rzdL' — distribui¢ao linear
47580 i |r — r'|

E(r)= L J‘ps(r')%dg — distribui¢do superficial
I r—r

E(r)= b J pv(r')@dv — distribui¢ao volumétrica
4me, |, e —r1]

Consideremos o exemplo da esfera uniformemente carregada mostrada na
Figura 1.4. Em funcdo da simetria da distribui¢do de carga em torno da direcao
radial, apenas a componente radial do campo precisa ser calculada. As relagoes
matematicas a seguir podem ser usadas:

dV'= 2nr'*sen0dodr’

lr—r|= Jr? + 12 —2rr'cosO

r= |r—r'|cosa+r'c059
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Assim, a integral de campo elétrico é escrita como:

p,cosodV' _ p, J~ 2dr J~ r—r'cos0)sen6dd
4n8 |r

r

r'|2

} 32
r +1% = 2rr cose)

Figura 1.4 llustracdo para cdlculo do campo elétrico de uma esfera uniformemente carregada.

Deixamos ao leitor a verificacio de que a integral na coordenada angular
resulta em:

T (r—r'cos0)senddo 2
J- 32 T 2
0 r +r —er'cose) r

Assim, o campo elétrico é obtido na seguinte forma:

R 3
_ pv 12 1 _ pvR
E—807J.I' dr ur——380r2u

r

A carga total na esfera é calculada por:
4
=|p,dV'=p, —nR’
Q ipv P 3

Usando essa relacdo para substituir a densidade de carga, obtemos o campo
elétrico na seguinte forma:

E = %ur (1.26)
of

Essa expressao indica que a carga uniformemente distribuida no volume da
esfera se comporta, em relagdo ao campo elétrico fora da esfera, como se estivesse
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concentrada em seu centro. O mesmo nao pode ser dito em relacdo ao campo no
interior da esfera. Nesse caso, o0 método anterior ndo é adequado, uma vez que o
denominador se anula para r = r'. Podemos, contudo, usar a lei de Gauss para
isso. Ao se definir uma superficie esférica concéntrica com a distribui¢do de carga
com raio r < r' para cdlculo do fluxo do campo elétrico, em vista da orientagao
radial e da simetria esférica do campo, obtemos:

3
$E-dS = E4m? =ljpvdvzp—vfm3 =Qr_3
S 80\/ 80 3 80R

Assim, o campo interno na distribui¢ao de carga é obtido por:

Q 1.27)

=———u
4me, R 7

Ou seja, 0 campo aumenta linearmente da origem para a superficie da esfera
carregada. Uma conclusdo muito importante dessa andlise baseada na lei de
Gauss afirma o seguinte: se a carga estiver distribuida uniformemente apenas na
superficie da esfera e o interior for eletricamente neutro (é o que ocorre para uma
esfera metalica), o campo externo sera exatamente o mesmo que o calculado an-
teriormente, mas o campo interno serd nulo. Sugerimos que o leitor pense a res-
peito e justifique este enunciado tanto do ponto de vista do conceito de carga
elétrica como fonte de fluxo elétrico, como em relacdo a forca resultante que a
carga superficial uniforme exerce em uma carga puntiforme no interior da esfera.

Consideremos agora um disco plano com espessura desprezivel carregado
uniformemente, cuja geometria de calculo é mostrada na Figura 1.5. Os termos
da integral de superficie para o calculo do campo elétrico sao:

dS'=p'dp'dd
r'=p'cosdu, +p'sendu,
r=pu,+zu,

r—r'=(p—p'cosd )u, —p'sendu, +zu,

r—r|= \/pz +p? +2z> —2pp'cosd

Com isso, o campo elétrico é calculado por:

2n

— ps j (r — 1-') dSI — ps J
ne, § [r—rf’ 4me, |

o

]“ (p—p'coso )up —p'sendu, +zu, odpdo
0

(p2 +p* +z° —2pp'cos ¢>3/2
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Figura 1.5  llustraciio para o cdlculo do campo elétrico de uma placa circular uniformemente carregada.

Pode-se mostrar facilmente que a integral na dire¢ao azimutal é nula. As
componentes radial e axial do campo sao:

ﬁ —p'cos¢ )p'dp'd¢ 128
5 4n80 00 p +p% +z —prcosq))
2n R
2 p'dp'do
E, = 2 J.J. — : - (1.29)
TE D o(p™ +p“ +2z —prcosq))

Essas integrais ndo tém solucdo analitica a ndo ser sobre o eixo z (para uma
posicdo arbitraria do espaco é necessario usar integragdo numérica). Para p = 0,
a componente radial é nula e a componente axial é obtida por:

2n R

p.2 pdpdd _ p, z

E, = 4 ) [1 - B J (1.30)
neoOO(pl +z) € R +z

No centro do disco, o campo elétrico é perpendicular a superficie e tem mo-
dulo p/2¢e_ . O mesmo resultado se aplica como aproximagdo em outras posi¢oes
para as quais z << R e p << R. Esse resultado também poderia ser obtido por meio
da lei de Gauss, usando-se como superficie de integragao um cilindro transversal
a superficie do disco, como mostra a Figura 1.5:

€ 2e,

o

cﬁE-dS:ZEZ(O)S:pLSe E,(0)= 2= 1.31)
S
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Um ultimo exemplo de aplicagdao da lei de Coulomb no cédlculo de campo
elétrico é mostrado na Figura 1.6, uma linha retilinea carregada uniformemente.
Os termos da integral de linha para o calculo do campo sio os seguintes:

dL'=dz'
|r - r'| = (z - z')2 + p2

coso, = —P
[r =]
A
seno, = ——
[r =]
Zy

Figura 1.6  llustragdo para o cdlculo do campo elétrico de uma linha de cargas.

Substituindo na integral do campo elétrico, obtemos:

_[ pL cosadl'  p pf dz'
_r |2 471780 . [(Z _ Z')2 n p2 :|3/2

P 4me,

3/2

E, = y J'pLsena(ziL' 4pL T (Z_sz)dz;
e, o -1 e, [(z—z‘) +p ]
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Usaremos as seguintes integrais indefinidas para obter as componentes de

campo:
J- dx _ X
[x2 + az]m a?y/x% + a2
J- xdx -1

32
[Xz +a2] /XZ +a2

Com isso, os resultados sdo os seguintes:

Ep: pL <Z2_2Z) _ (Zl_zz) (]32)
mep| 2=z, +p>  (z-2) +p’

E P 1 1 (1.33)

© Ame, \/(z—zz)z+p2 \/(z—zl)z+p2

A solugdo para uma situagao de grande interesse pratico é facilmente obtida
dos resultados anteriores, considerando-se uma linha muito longa (z, — z, >> p) e

posi¢oes proximas de seu centro [z = (z, + z,)/2]. Nesse caso, E, = 0 e o campo
radial é obtido por:

E ~ pL
P 2mep

O mesmo resultado poderia ser facilmente obtido se usassemos a lei de Gauss
com a superficie de integragdo mostrada na Figura 1.6. Considerando a linha mui-
to longa e o campo axial (E)) desprezivel, temos:

$E-ds=2mphE, =P g o P (1.34)
g € 2me p

0
Este importante resultado pode ser usado para se obter o campo elétrico de
cabos longos usados em sistemas elétricos, como a linha de fios paralelos e o cabo
coaxial mostrados na Figura 1.7. Ao analisarmos essas estruturas, geralmente con-
sideramos o sistema balanceado, ou seja, os condutores tém cargas de mesmo modu-
lo e sinais contrarios. O campo no interior dos condutores é nulo, pois a carga elé-
trica em excesso tende a se acumular na superficie. Fora do cabo coaxial, o campo
também € nulo. Ao se utilizar a lei de Gauss, € possivel verificar isso facilmente.
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Figura 1.7  Secdio transversal e campo elétrico em cabos longos: (a) linha paralela; (b) cabo coaxial.

1.5 CALCULO DE INDUCAO MAGNETICA

A unidade de indugdo magnética no Sistema Internacional de Unidades ¢é o tesla
(T). E comum encontrar na literatura também a unidade gauss (G), que equivale
a 10* tesla. Para corrente filamentar, distribuicao superficial ou volumétrica de
corrente, a lei de Biot-Savart é escrita de maneira analoga, usando a equivaléncia
entre os elementos de corrente:

idL=kdS=jdV

Assim, as equagdes a serem usadas no calculo da indu¢ao magnética por meio
da lei de Biot-Savart sio mostradas a seguir. Em qualquer caso, a posi¢ao no espaco
para calcular a indu¢do nio pode ser no interior da distribuicao de corrente, uma
vez que o integrando na lei de Biot-Savart apresenta singularidade nessa regiio.

dL'x (r —r1'
B(r) = &Jl—w — corrente filamentar
USRIy
u, ¢ kdS'x(r-r') . .
B(r)= —OJ.—3 — distribui¢do superficial
4ty fr—r]

Bir) = :L_;J jdV'x(r-r')

| ||3 — distribui¢do volumétrica
r—r
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Um exemplo muito simples e importante de aplicacdo da lei de Biot-Savart é
o do fio reto. Um pedaco retilineo de fio fino é percorrido por uma corrente elé-
trica como mostra a Figura 1.8. A indu¢do magnética é calculada a partir da in-
tegral de linha descrita anteriormente e considerando os termos do integrando da
seguinte forma:

dL=dz'u,
r—r'=pu, +(z—-7)u,
r—r]=p* +(z~2)’

dLx(r-r1')= (uZ X up)pdz' =pdz'u,

idL

Figura 1.8  Ilustragdo para o cdlculo da indugio magnética do fio refo.

Ao substituirmos na integral de Biot-Savart, obtemos a equa¢ao mostrada a
seguir. A solu¢do apresentada em seguida resulta da aplicagio da mesma funcio
primitiva usada no problema da distribui¢do linear de cargas para o campo radial
ja analisado no item anterior.

wip dz' Wi z-12 Z—-17
. 4 u¢J 2 "2 3/2:4 e ( 21) > ( 22) 5
T ZI[P +(Z—Z)] p \/(z—zl) +p \/(z—zz) +p
(1.35

Evidentemente, em virtude da continuidade da corrente elétrica, um segmento
de fio ndo pode estar isolado no espaco. O segmento faz parte de um circuito
elétrico e o restante do circuito também contribui para a indugao magnética. Se um
circuito € constituido por diversos segmentos retilineos, podemos usar a equacao



As leis de forca e o conceito de campo

anterior para calcular a indu¢ao de cada segmento e depois efetuar a soma vetorial
desses termos. Outra aplica¢ao importante do resultado anterior € a avaliacao da
indu¢do magnética de um fio longo, para o qual certas aproximagcoes podem ser
feitas nos termos dependentes das coordenadas de posicao e, além disso, em funcio
da distancia do restante do circuito, pode-se desprezar os outros termos de indu-
¢do que nao sejam originados no proprio fio. Assim, considerando um fio muito
longo (z, — z, >> p) e posicoes proximas de seu centro [z = (z, + z,)/2], obtemos:

B =ty

2mp ¢

Esse resultado poderia ser facilmente obtido usando-se a lei de Ampére com
o caminho de integracdo mostrado na Figura 1.8 para calcular a circulagao da
inducao magnética.

$B-dL=2mpB=p,i - B="""u, (1.36)
a 2mp

Com essa formula podemos prever a indu¢ao magnética produzida por cabos
longos usados em sistemas elétricos. A Figura 1.9 mostra a indu¢ao magnética pro-
duzida pela linha de fios paralelos e pelo cabo coaxial, ambos com correntes balan-
ceadas, ou seja, correntes iguais nos dois condutores, mas com sentidos opostos.

u,; U,
Pr P2
FlOI u¢
2np

Figura 1.9 Segdo transversal e indugdo magnética em cabos longos: (a) linha paralelo; (b) cabo coaxial. Os simbolos
() e (-) representam o sentido da corrente, para dentro e para fora do plano da figura, respectivamente.
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Dentro de um condutor metalico transportando corrente elétrica, existe in-
dugdo magnética. O calculo, nesse caso, nao pode ser feito com a lei de Biot-Sa-
vart, uma vez que o denominador no integrando se anula dentro da distribui¢ao
de corrente. Se for possivel prever a orientag¢do espacial da indu¢ao magnética, o
calculo podera ser feito usando-se a lei de Ampere. No caso de um condutor ci-
lindrico, o calculo é muito simples, como verificado anteriormente para fora do
fio. A diferenca esta na corrente que atravessa a area de integracdo. Se a densidade
de corrente for uniforme na se¢do transversal do condutor, teremos:

. (1.37)

$B-dL=2mpB =y jmp* » B="IPy

d 2

Ou seja, a indu¢do magnética aumenta linearmente do centro para a perife-
ria do fio.

Outro exemplo importante € a espira de corrente mostrada na Figura 1.10. A
analise dessa estrutura serve de modelo basico para dispositivos magnéticos como
solenoides, bobina de Helmholtz e outros. Os termos da integral de Biot-Savart,
nesse caso, sao:

r'= R(cosd)up +sen¢u¢)
dL'= j—;dcb = R(—senq)up +cos<1)u¢)d(1)
r=pu,+zu,

r—r'=(p-Rcosdp)u, —Rsendu, +zu,

It 1| = \p> +R? + 2> — 2pR cosd
dL'x(r—1")= R(—senq)up +cos¢u¢)d¢ X [(p —Rcosp)u, —Rsendu, + zuz] =
=Rzcos¢dou, +Rzsenpddu, +(R-pcos¢ )Rdou,

Ao substituirmos na integral de Biot-Savart, verifica-se facilmente que a

componente azimutal da indu¢do magnética é nula. As demais componentes sao
calculadas por:

W R (R—pcoso)do
z 47[ J [ 2 2 2 _ 3/2 (]38)
o|p"+R"+z" -2pR cos(l)]
- 2n
B - },LOZRZJ‘ cos0dd _ (139)

ToAm g [pz +R*+z° -2pR Cos(b]
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Figura 1.10  Ilustragdo para o cdlculo da indugio magnética de uma espira circular.

Essas equagdes possuem solugdo analitica apenas sobre o eixo z. Para uma
posic¢do arbitraria do espago, devem ser resolvidas por integracio numérica. Quan-
do p =0, a componente radial é nula e a componente axial é dada por:

I ) S (140)
2 S L2 :
2[R +727]

Um solenoide formado por um grande nimero de espiras muito proximas
pode ser descrito como uma série de espiras planas posicionadas concentrica-
mente como mostra a Figura 1.11. Nesse caso, devemos usar o conceito de den-
sidade de espiras de modo que o nimero de espiras no intervalo de comprimento
dz' seja dN = (N/L) dz', onde N é o numero total de espiras do solenoide. Usando
a equagao anterior, podemos calcular a indug¢ao magnética no eixo do solenoide
por meio de:

. s w iR? N, . _ #iN (z+L/2)
L[R2 L 2L R (e 2)
(141)
(z—L/2)

JR*+(z-L/2)
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Figura 1.11  Um solenoide descrito como uma série de espiras circulares planas.
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Outra estrutura muito importante na construcdo de indutores e transforma-
dores é a bobina toroidal, mostrada na Figura 1.12. Apenas algumas espiras sdo
representadas na figura, mas vamos assumir que o numero de espiras é grande e
que a bobina esta distribuida de forma uniforme no perimetro do toroide. Nesse
caso, a indu¢do magnética em seu interior é aproximadamente independente do
angulo azimutal e pode ser calculada por meio da lei de Ampére. No momento,
vamos assumir também que o nucleo € feito de um material nio magnético.

$B-dL=2mpb=p N,i— B= BN (142)
C 2mp

Sugere-se ao leitor demonstrar que nas condi¢des do calculo anterior, fora do
volume do toroide, a indugdo magnética € nula.

LA

- =

Figura 1.12  Representagdo esquemdtica em corte de uma bobina toroidal.

A dltima estrutura que analisaremos é uma superficie plana transportando
corrente elétrica com densidade linear k, como mostra a Figura 1.13. Se imaginar-
mos que a placa é formada por filetes com largura dx', podemos usar o resultado ja
obtido anteriormente para uma corrente filamentar retilinea [Equacao (1.35)]. Os
termos a seguir serdo usados na equagao citada:

p= (X—x')2+y2

X—X X—X

cos o, = -
p (X—x') +y2
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L

Figura 1.13  llustracdo para o cdlculo da indugio magnética gerada por uma corrente em superficie plana.

As componentes da indu¢do magnética serdo calculadas da seguinte forma:

B, = T (z-2) _ (z-2,) Sen et 4 o
a2 ) 4+t z-z) +p*| P

g Bk o) ) ey

T 4n .W/z_\/(z—zl)2+p2 \/(z—zz)z+p2 P

Essas equacoes podem ser usadas para se obter a solu¢ao por meio de inte-
gragao numérica. No momento, vamos obter uma solu¢ao analitica aproximada
para uma situagao mais favoravel. Consideremos que a placa é suficientemente
longa e que desejamos obter a indugao nas proximidades do meio de seu compri-
mento. Assim, como no caso do fio longo, (z, — z, >> p) e z = (z, + z,)/2, temos:

+w/2 ] —
B, - u ky _[ clx2 - uk atg(x_'_W/z)—atg(X—W/z} (143)
2n O (x=x) +y 2n y y

(144)

y

w kY (x=x)dx' pk L (x+w/ 2)2 +y’
=1 = n
2n o (x— X')2 +y>  4m (x-=w/ 2)2 +y?

Observe que, se a largura w da placa for grande, comparada com as coordena-
das de posicdo, as expressoes anteriores resultam nos seguintes valores aproximados:
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~0 (1.45)

Nessas condig¢oes, o cdlculo usando a lei de Ampeére conduz facilmente a esse
resultado. Deixaremos essa verificacdo ao leitor como exercicio.

1.6 TRAJETORIA DE PARTICULAS CARREGADAS

O movimento de particulas eletricamente carregadas sob a a¢do da for¢a de Lo-
rentz pode ser estudado por meio da dindmica de Newton se as velocidades en-
volvidas forem pequenas comparadas a velocidade da luz. Ignorando as forgas
dissipativas, a equagdo do movimento é:

m%zq(E+va) (1.46)

E em suas componentes retangulares torna-se:

dv, q q
dt = ;Ex + ;(Vsz — VZBy)
dv
y _ 9 q
—~=—FE +—=(v.B. - 1.47
dt m y-’_m(VZ R Z) (147)
dv, ¢ q
de = ;EZ + ;(VXBy — VyBX)

Consideremos uma situagao particular em que o campo elétrico (E ) é uni-
forme e orientado na direc¢do z e a indugdo magnética (B,) é uniforme e orientada
na direcdo x. As equacdes se simplificam para:

dv,

de

dv, _qB,
dt m

dv, _qp _4dB,

=—F — 22y
dt m ° m 7

A velocidade na dire¢do x nao é afetada pelos campos. Ao efetuarmos a se-
paragao de variaveis entre as outras duas equagoes, obtemos:

szY qZBoEo (qBO )2
- \%
y

m

dt? m*
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As solugoes dessas equacdes podem ser expressas na forma de funcdes cosseno:

v, =V, cos(ot+8,)+V, (148)

v, =V, cos(ot+86,)

onde ® = gB_/m € a frequéncia angular do movimento da particula. A velocidade
V, € uma constante que depende do termo independente na equagio diferencial de v,.
Por substituigdo na equagdo de v, encontra-se que V, = E /B . Se a particula parte
do repouso em t = 0, ao aplicarmos as condig¢des iniciais:

dVy (t=0)=
de ©
dv qE
Z = 0 =—=9
dt £=0) m

obtemos 6, =0, 8, =n/2, V, =V, =-V,_. Entdo, as solu¢bes sdo as seguintes:

v, =V, [1-cos(ot)]

(149)
v, =V, sen(ot)

A posi¢ao da particula é obtida pela integracao das equagoes de velocidade:

y=y,+ VOJ.[l - cos((x)t')] dt'=y, +V t— Vo sen(mt)
' ® (1.50)

t

z=7,+V, jsen(wt') dt'=z, + £[1 — cos(ot)]
w
0

A particula se desloca na dire¢do y com velocidade V, e simultaneamente apre-
senta um movimento oscilatério no plano yz com frequéncia o e amplitude V /o.

Outro efeito importante pode ser avaliado pela modificacdo das condi¢oes
propostas inicialmente, ao considerarmos o campo elétrico nulo, mas incluindo
uma velocidade inicial ndo nula da particula ao entrar na regiao de influéncia da
inducdo magnética. As equagoes desacopladas sio:

dZVY _ qBo ’

d> | m Yy
d’v, _ (4B, ? v
de? m “

Se assumirmos que a velocidade inicial esta orientada na dire¢ao z, as condi-
¢Oes iniciais serao:
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dt
E as solucdes sao obtidas da seguinte forma:

v, =V, sen(ot) (151)

v, =V, cos(mt)

A particula realiza um movimento oscilatorio no plano perpendicular a indu-
¢do magnética com velocidade igual a velocidade de entrada e frequéncia w = qB_/m.
Como a velocidade na dire¢do da inducdo magnética nio é afetada, a particula
segue uma trajetoria helicoidal, deslocando-se com velocidade constante na dire-
¢do da indugdo e girando em seu plano perpendicular (ver Figura 1.14). Um feno-
meno semelhante ocorre na atmosfera terrestre por causa da incidéncia de particu-
las carregadas provenientes do espaco (principalmente do Sol) e que interagem com
o campo magnético da Terra. As particulas capturadas se deslocam com movimen-
to helicoidal, sendo conduzidas para os polos magnéticos da Terra. Como conse-
quéncia desse acimulo de particulas energéticas nos polos, surge o interessante
espetaculo das auroras (boreal no hemisfério norte e austral no Hemisfério Sul).

Figura 1.14  Trajetdria de uma particula positivamente carregada em um campo magnético. A velocidade inicial da
particula tem componentes x e z e a indugiio magnética é uniforme e orientada na diregdo x.
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1.7 EXERCICIOS

1)

Um condutor cilindrico longo de raio a esta carregado com densidade super-
ficial uniforme p_ e transporta corrente elétrica com densidade j uniforme em
sua secdo transversal. Usando a lei de Gauss e a lei de Ampere, calcule o
campo elétrico e a indu¢do magnética no espaco dentro e fora do cilindro
para uma distancia arbitraria em relagdo a seu centro.

Uma espira circular de raio R esta carregada uniformemente com carga elétrica Q.
Calcule o campo elétrico em seu eixo de simetria e encontre as posi¢oes de ma-
xima e minima intensidades de campo elétrico com os respectivos valores.

Considere uma espira plana quadrada de aresta a percorrida por corrente
elétrica no sentido horario. Calcule a indu¢ao magnética no centro da espira.
Repita o exercicio para uma espira plana circular de raio R.

Considere uma linha paralela de condutores filamentares separados pela dis-
tancia d. Supondo que os condutores estio balanceados (cargas e correntes
iguais em modulo, mas com sinais contrarios nos dois condutores), calcule a
forca total de interagao entre os condutores.

Considere um cabo coaxial balanceado com raio interno a e raio externo b
(espessura w do condutor externo) e com densidade superficial de carga p, e
densidade de corrente j no condutor interno. Calcule o campo elétrico e a
indu¢ao magnética no interior do cabo (incluindo os condutores).

Mostre que a indug¢do magnética produzida por uma unica espira circular
com raio R e corrente i em posicoes do espago tais que a distancia r até o cen-
tro da espira atende a condi¢do r >> R pode ser aproximada por:

2

iR
B:u‘i—3(2cose u, +send u,)
r

onde o angulo 6 é medido entre o vetor r e o eixo da espira.

Considere um solenoide longo (comprimento > 10 x didmetro) com grande
namero de espiras distribuidas de forma uniforme em seu comprimento.
Mostre que a indu¢do magnética nas extremidades é aproximadamente a
metade da do centro. Use a lei de Ampére para obter uma aproximacao para
a indug¢ao magnética no centro do solenoide.

Uma bobina de Helmholtz é formada por duas espiras circulares concéntricas
separadas por uma distancia igual ao raio das espiras, com correntes elétricas
idénticas circulando no mesmo sentido. Calcule a indugao magnética como
funcao da posi¢ao no eixo da bobina de Helmholtz e mostre que a primeira e
a segunda derivadas dessa fun¢do sio nulas na posicao central da bobina.






