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Prefacio

Desde a invencdo do computador eletronico digital de programa armazenado,
ap6s a Segunda Guerra Mundial, ocorreu uma grande revolucio na forma como
os problemas das engenharias e das ciéncias passaram a ser tratados. Varios mé-
todos aproximados, graficos, abacos, tabelas, que honram a inteligéncia e a habi-
lidade daqueles que os propuseram, tornaram-se obsoletos, em favor da imple-
mentagdo numérica e computacional de métodos teoricamente mais exatos que
antes tinham aplicacdo proibitiva. Uma revolucdo ainda maior ocorreu a partir
da década de 1980, quando apareceram os computadores pessoais e seu uso foi
difundido. Os computadores pessoais levaram para a mesa do analista todo po-
der da computacdo automatica a custo razoavel, em dinheiro e em tempo.

O objeto tem sido, em grande parte, a solu¢do numérica das equagdes algébri-
cas e diferenciais que regem os fendmenos tratados na mecanica, no eletromagne-
tismo, na termologia, na quimica etc. Nessa vertente, uma técnica de analise
numérica verdadeiramente original e contemporanea ao surgimento dos compu-
tadores é o Método dos Elementos Finitos, nascido na engenharia de estruturas
aeronauticas e hoje aplicado as areas citadas e muitas outras.

Esta obra apresenta um apanhado dos métodos numéricos considerados de
maior aplicabilidade as engenharias e as ciéncias do século XXI. A apresentacdo é
feita na sequéncia que se acredita ser mais adequada ao ensino dessas técnicas a
estudantes e profissionais das engenharias e das ciéncias. Para isso, procura-se
apresentar exemplos que englobem a maior variedade possivel de areas de aplicacao.
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Desde ja, pedimos desculpas aos colegas matematicos pela falta de rigor da apre-
sentacdo no que tange a provas de validade e auséncia de andlises de erros dos
algoritmos propostos.

Na geragao dos dois autores mais velhos, a programacdo em linguagens de
alto nivel tinha como ferramenta basica de trabalho o FORTRAN. Atualmente,
programas extremamente amigaveis dedicados a solu¢do de problemas matematicos
e numéricos estdo disponiveis, como MATLAB®, Mathcad, Maple, Mathematica;
também ha aplicativos de escritorio, como o Microsoft Office Excel. Nos apéndices
deste livro, sdo apresentadas algumas implementagdoes em MATLAB®.

Reconhece-se aqui o débito de gratiddo com professores, livros e alunos, em
particular os livros de Crandall e Chapra.

Santo André, mar¢o de 2015.

Os autores



Sobre a notacao

Neste texto, letras maitsculas em negrito indicam matrizes, letras mindsculas em
negrito denotam vetores e letras maitsculas e mindsculas em italico representam
grandezas escalares.

A letra “T” superescrita a direita de uma matriz indica sua transposta, isto
p 5

¢, a permutacdo de linhas por colunas. Um expoente “~1” a direita de uma matriz

demonstra sua inversa.

Duas barras verticais a direita e a esquerda de uma matriz ou vetor denotam
sua norma. No caso de um escalar, elas representam seu valor absoluto.
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Modelagem conceitual,
matematica e numerica
em engenharia

Um sistema pode ser definido como um conjunto de componentes que atuam
como um todo e que transformam variaveis de entrada no sistema em varidveis de
saida. Para descrever o comportamento de um sistema fisico, deve-se, primeiro,
conceber um modelo conceitual (ou idealizado) desse sistema. A seguir, aplican-
do-se as leis fisicas envolvidas, é preciso escrever um modelo matematico. Por
fim, no caso usual, deve-se resolver esse modelo analitica ou numericamente.

Um modelo é uma representagao (substitutiva) da realidade. O verbo “modelar”
significa construir representagdes idealizadas de uma situagdo real. Logo, um
modelo matematico pode ser entendido ou definido como uma formula¢io, uma
equacdo ou um conjunto de equacdes, que podem ser algébricas ou diferenciais e
que expressam as caracteristicas essenciais de um sistema (fisico, de engenharia etc.)
ou de um processo, em termos matematicos.

Ao longo dos anos, a constru¢ao de modelos tem desempenhado um papel
importante na descoberta e na disseminag¢do do conhecimento. O grau de realis-
mo desejado a partir de um modelo matematico depende de muitas consideragoes.
Esse processo envolve manter certas caracteristicas, negligenciando algumas e
aproximando outras. Existem muitos tipos de modelos. Alguns sao deterministicos,
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nos quais leis bem definidas aplicadas sobre as variaveis de entrada levam ao va-
lor das variaveis de saida. Outros sao probabilisticos ou estocasticos, nos quais
essas leis ndo existem, sendo possivel encontrar apenas valores de resposta dentro
de certas faixas e com certa probabilidade. Alguns sio modelos simplesmente
descritivos, enquanto outros sao modelos de decisdo; alguns sdo usados para fa-
zer calculos, ao passo que outros sao usados para investigar ou prever propositos.

O desafio em modelagem matemadtica nio é produzir o modelo descritivo mais
abrangente, mas, sim, produzir o modelo mais simples possivel que incorpore as
principais caracteristicas do fendmeno de interesse. Nao ha melhor modelo, apenas
modelos melhores. Cientistas experimentais ocupam-se de desmontar o mundo real
e estudar pequenos componentes. Desde que o mundo real é nao linear, a montagem
dos componentes juntos torna-se um quebra-cabe¢a. A combina¢io de ciéncia e
modelagem leva-nos a uma completa compreensao do fendmeno estudado.

O processo de modelagem matematica pode ser dividido em trés etapas
principais:
e deve-se ter uma ideia clara dos varios tipos de leis que regem o problema;

® para idealizar ou simplificar o problema, deve-se introduzir certos pres-
supostos e converter o problema em equagdes matematicas;

® para resolver as equagdes matematicas e interpretar os resultados, é neces-
sario conhecimento das ferramentas analiticas, numéricas e experimentais.

Comeca-se com um modelo simples que, depois, é refinado gradualmente,
avaliando-se pressupostos e simplificagoes efetuados, para que os resultados cor-
respondam a uma situacdo do mundo real. Se a solu¢do nao for aceitavel nem
viavel, mergulha-se novamente no oceano matematico para realizar as modificagoes
no modelo e o procedimento de solucido de forma mais rigorosa. Deve-se repetir
o procedimento até que uma solugio satisfatoria seja obtida.

A técnica usual de constru¢dao de modelos matematicos pode ser sumarizada
como na Figura 1.1.

E extremamente dificil classificar os modelos matematicos de um sistema em
estudo. Existem dois tipos de classificacio de modelos matematicos de acordo
com a maneira como as propriedades fisicas do sistema fisico sdo descritas. Esses
tipos podem ser discretos ou continuos. Os discretos sdo descritos por equacoes
algébricas ou diferenciais ordinarias (EDO), lineares ou nao; os continuos sao
descritos por equacdes a derivadas parciais (EDP), lineares ou ndo, ou equagoes
integrais que sdo fungdes das coordenadas e do tempo (EI). Sabe-se que as equa-
¢oes bdsicas podem ser do tipo estatico, quando as variagdes no tempo do sistema
nao sao levadas em conta, ou do tipo dinamico, quando as varia¢des no tempo do
sistema sao levadas em conta.
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Enunciado nao
matematico de um
problema real

= Ideag;agfo I—»(Modelo matematico Técnicas
-
mediante matematicas

suposicoes
Resultados experimentais Resultado de um
ou observados do problema modelo matematico |«
real suposto FIM

Se satisfatorio

Comparagao
dos resultados

Reexaminar os
resultados _ |Fazer idealizagbes

experimentais ou Sena isfatéri adicionais
observados e néo satisfatorio

Figura 1.1  Esquema de técnicas de modelagem de problemas redis.

Como ilustragao, considere-se um sistema discreto representado por uma
equagdo algébrica, recursiva, linear, em que X ¢ dobrado a cada iteragao:

X, =2X,, n=0,1,. an

Os exemplos de modelos discretos dados por uma equagao diferencial ordi-
ndria sio osciladores amortecidos, ndo for¢ados; portanto, a equagdo € indepen-
dente do tempo explicitamente.

d’x dx

—=—kx-b—. 1.2
m—s x=b— (12)
Outro exemplo de um sistema auténomo do mesmo tipo é:
X+bx+a(e*—1)=0. (1.3)

No caso ndo autonomo (dependente do tempo explicitamente), citam-se, por
exemplo, os osciladores de Duffing, Van der Pol, Mathieu, Hill e Mathieu:

¥+oax+oix+ P’ =fsinwt. (14)
¥—a (1-x*)x+olx = fsinwt. (1.5
X+ (a+p(t)x =0, (1.6)

X+ (a+pt)x =0, p(t)=Pcost, (1.7)
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O estado de um sistema pode ser definido como uma estrutura matematica
constituida de um conjunto de variaveis que sejam suficientes para descrever univo-
camente sua configuragao. Existe um nimero minimo de variaveis de estado que se
torna necessario para representar um sistema de modo preciso, denominado grau
de liberdade do sistema.

A titulo de ilustragio, considera-se a Equacdo (1.6), onde o é um parametro
positivo. Fazendo-se a substitui¢do de variaveis y, = x e y, = x, obtém-se (na for-
ma de estado):

V1=, (18)
¥, = ol =y7)y, =
No caso continuo, tem-se a expressao:

F=f(p (x,y 1) (110)

onde F é o parametro previsto; p € o argumento generalizado; x, y, z sdo as coor-
denadas espaciais; e ¢ € o tempo. Quando o pardmetro p e, portanto, F, dependem
das coordenadas espaciais e do tempo, os modelos sao chamados dependentes do
tempo, nao auténomos ou dinamicos. Quando o parametro p e, portanto, F, sdo
independentes do tempo ¢, os modelos sio chamados estaciondrios, autbnomos
ou estaticos. Eles podem ser representados pela relagiao F = f(p(x, y, z)).

Como exposto, os modelos matemdticos também podem ser classificados
como deterministicos quando o argumento generalizado p na Equacio (1.10) pu-
der ser definido por um valor do parimetro previsto F.

Entretanto, se as medidas incluem alguma componente estatistica, como mé-
dia, dispersdo e desvio padrdao, um modelo é estocastico. O valor previsto, nesse
caso, apresenta-se por um espectro de valores possiveis (como na ag¢io de ventos
ou sismos em estruturas). Os modelos que incluem aleatoriedade sio chamados
estocasticos.

Ressalta-se que o material discutido aqui serve como ponto de partida para
discussdes mais amplas.

Os resultados obtidos por meio de modelos matematicos sao sempre diferentes
daqueles que seriam obtidos por cuidadosos ensaios experimentais. Dessa forma,
é claro que nio existe um unico modelo matematico para o problema real, mas
sim varios, cada um com diferentes graus de aproximacao e de validade.

Nos estagios iniciais de uma andlise de engenharia ou fisica, por exemplo,
procura-se come¢ar com um modelo matematico mais simples, com o objetivo de
adquirir um bom conhecimento do problema sem esforco excessivo. Entretanto, a
medida que sdo necessarios modelos matematicos com menos limitagao, é preciso
acrescentar novos aspectos do problema real que podem resultar na elaboragao de
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modelos matematicos mais complexos e de dificil solugao. O estudo de modelos
mostra semelhangas de comportamento de uma grande variedade de sistemas da
engenharia, da fisica etc.

Pretende-se, neste livro, oferecer ferramentas numéricas para a solugao dos
modelos matematicos. Essas ferramentas constituem, em geral, algoritmos. Um
algoritmo pode ser entendido como uma sequéncia de instrugdo ordenada de ma-
neira a dar, em seu decurso, a solu¢ao para um problema especifico. Os algoritmos
tém a seguintes caracteristicas:

e devem identificar todas as etapas do modelo;

e podem falhar por violar restricdes fisicas da mdquina (computador), que
sdo detectadas em tempo de execugao;

® como muitos problemas numéricos sdo resolvidos por métodos iterativos
(repetitivos), faz-se necessario estabelecer um critério de parada, para que
o algoritmo possa terminar apos um namero finito de passos, sendo acon-
selhavel que o nimero de passos seja determinado a priori;

e devem ter independéncia de maquina;
e precisam ter eficiéncia (economia de memoria e de tempo);

® o resultado deve ser <= valor aproximado + limite erro.

Pode-se dizer que, geralmente, os erros cometidos no processo de estudo de
um problema real provém de trés fontes distintas: modelagem matematica do
problema (inevitavel); precisio dos dados; erros de arredondamentos e trunca-
mentos nas operacoes.

Nos estudos qualitativos e quantitativos dos problemas de engenharia e fisi-
ca, por exemplo, devem-se utilizar algoritmos de analise adequados para os mo-
delos matematicos que foram associados a esses problemas.

1.1 ERROS EM MODELAGEM NUMERICA

Ressalta-se a importancia do conhecimento da precisao dos dados, que depende
de varios fatores do problema analisado. A titulo de exemplo, pode-se considerar
a determinagio da velocidade média do movimento de um objeto. Deve-se medir
o percurso AS e o tempo gasto Az; e a velocidade média € obtida, indiretamente,

. AS ~ e
pela divisao V = v Se as grandezas AS e At sdo afetadas por erros, na divisdo tais
t
desvios vao combinar-se e afetar o valor da velocidade média. Em outras palavras,

tem-se uma propagacao de erros.

Por outro lado, deve-se assegurar a minimizagdo dos erros resultantes da
representacdo de nameros no computador e dos erros resultantes das operacoes
numéricas efetuadas no processo de solu¢ao numérica de um modelo matematico.
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A representacdo interna de um numero depende da base de sua representacdo
interna (base bindria, decimal, hexadecimal etc.) e do maximo de digitos usados
na sua representagdo na mdaquina. Dependendo desses paridmetros, tem-se um
resultado mais ou menos preciso.

Outro ponto que se pode observar é que um nimero pode ter uma represen-
tagdo finita em certa base — decimal, por exemplo — e infinita em outra base. O
namero 0,11 na base decimal, quando representado no sistema binario, nao pos-
sui representacdo finita, por exemplo. Um computador representa um nimero
real qualquer no sistema denominado aritmética de ponto flutuante, onde sua
mantissa possui certo nimero de digitos e o expoente de 10 indica o expoente no
intervalo considerado. Como, em geral, certo nimero sempre vai estar limitado a
sua representa¢ao na aritmética de ponto flutuante, sabe-se, entdo, que ele quase
nunca pode ser perfeitamente representado e quase sempre sofre um arredonda-
mento ou um truncamento, dependendo das regras que se aplicam ao se despre-
zar os digitos restantes. Como destacado, um niimero ao ser usado por determi-
nada maquina ¢é tratado com certo truncamento ou arredondamento, o que com
certeza vai resultar erro a ser considerado e tratado pelo programa do usudrio. Ao
se executar um programa, vao sendo gerados erros que se propagam pelas diversas
fases, podendo ocasionar erros maiores ou menores ao final da execugao. Logo,
¢ preciso ter sempre em mente que um erro € relativo, motivo pelo qual esse erro
deve ser previsto e tratado pelo programa.

Define-se o erro como a aproximagao da iteragao atual (E ) menos o erro
da iteragdo anterior (E____ ), dividida pela aproximagado atual. Impoe-se que ele
deve estar dentro de certa precisdo (€) dada a priori:

E E

E= azualE_ Eanterior <E ou E= M <E (]H)

atual anterior

A propagagio de erros pode ser facilmente detectada nas operagdes aritmé-
ticas bdsicas, e esses conceitos podem ser estendidos também para outras opera-
¢des, tais como potencia¢do, exponenciacdo e extracdao de logaritmos, usando a
metodologia exposta a seguir.

Se Eéerroem X enéerroem Y, isto é:

x,=x,+¢& (112)

Yo=Y, 1 (1.13)

entdo, para as operacoes de soma ou subtracdo, o erro do resultado é a soma dos
erros cometidos em X e Y, ou seja:

Rellx, +y,]=&+n=Rel[x,]+Relly,] (114)
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Nos casos da operag¢do de multiplica¢io:

X, Y, =%y, =x,n+y,.E+En (1.15)

obtém-se:

Rellx,.y, —x,y,]= %;x“y“ =Rel[x,]+Rel[y,]-Rel[x,].Rel[y,] (116)

Se Rel[x |.Rel[y | << 1, entdo Rel[x .y, — x y | = Rel[x | + Rel[y ].

Nos casos da operagdo de divisdo, obtém-se facilmente que:

x, x,,_Rellx,]-Relly,]

Rel/[———] (117)
Yo Y 1-Relly,]

Se Rel[x ].Rel[y ] << 1, obtém-se as equagdes

Rel[x,.y, —x,y,]=Rel[x, |+ Relly,] e Rel[ﬁ - &] =~ Rel[x, |- Relly,].

v a

Resumindo-se os resultados obtidos, tem-se:

e o erro relativo da soma é a soma dos erros relativos de cada parcela pon-
derada pela participacdo da parcela no total da soma;

e o0 erro relativo da subtra¢do é a soma dos erros relativos do minuendo
com o erro relativo do subtraendo, ponderados pela participacio de cada
um no resultado da subtra¢io;

® o erro relativo do produto é a soma dos erros relativos dos fatores;

e o erro relativo da divisao é a soma dos erros relativos do dividendo e do
divisor.

1.2 ESTABILIDADE NUMERICA

Considere-se o seguinte problema:
Sx, +7x,=0,7 Solugio: x =0
7x,+10x,=1 x,=0,1
5%, +7x,=0,69
7% +10%, =1,01

Solugio: x,=-0,17
%,=0,22

Vé-se que uma pequena mudanga nos coeficientes do lado direito do sistema
levou a grandes mudancas no resultado. Do ponto de vista pratico, deve-se intro-
duzir uma medida de estabilidade (nimero de condi¢do), que é a medida de sen-
sibilidade da solugdo para pequenas mudangas na amostra.
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No caso particular em que se considera que uma fungao de uma variavel f(x )
¢ uma aproximagao por f(x ), pelo teorema do valor médio, tem-se:

df (x,)

En Ax, —x ) +... (118)

f(xv)—f(xa)z‘

podendo-se definir os erros cometidos com:

flx,)=flx,) _ f/(X)(x, —x,)
E — v al ~ v a ('”9)
= flx,)
Usando-se a definicao E[x]= % " %4 ¢ introduzindo-se K como o niimero de
condicdo, definido por: Xa
_ )
K(x)=x, P ) (1.20)
obtém-se:
o fle), ke
E[f (x)]=x, f(xg)] ( . )= K(x)- E[x] (1.21)

Considerando-se o nimero de condi¢do dado por K, entio:
e se K for grande (k > 1) = mal condicionado;

e se K for pequeno (k < 1) = bem condicionado.

O teste de condicionamento verifica se o problema é bem condicionado ou
bem posto.

1.3 BALANCO DE ORDEM DE GRANDEZA:
MODELOS ADIMENSIONAIS

Deve-se considerar responder a pergunta: um centimetro é grande ou pequeno?
No caso de tratar-se de um satélite orbitando ao redor da Terra é muito pequeno,
mas se tratar-se de um problema envolvendo distancias intermoleculares, um cen-
timetro é muito grande. Por outro lado, a massa de um grao-de-bico é muito pe-
quena comparada a massa de um satélite, mas é muito grande comparada a massa
de um elétron.

Contorna-se esse tipo de problema pela adimensionalizag¢ao, em que os valores
absolutos dos parametros sdo relativizados entre si. A modelagem matematica,
em geral, envolve estas etapas: manter alguns elementos, desprezar uns elementos,
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aproximar outros. Portanto, ha a necessidade da decisdo sobre a ordem de gran-
deza de diferentes elementos do sistema.

A seguir, ilustra-se o processo de adimensionalizagdo por meio de um exem-
plo da teoria de vibragoes.

Considere-se 0 modelo matematico de um problema de vibragao com um
grau de liberdade, definido pela Figura 1.2. A variavel u# é o deslocamento e a
variavel ¢ é o tempo. Obtém-se a equa¢ao de movimento, com as condigdes ini-
ciais de posi¢ado e velocidade, de acordo com a segunda lei de Newton:

O)=u

d*u  d #0) =2,

m U k=0, du0) _, (122
dt

’—> u(t)

m

(@) Q

=M1 3=

Figura 1.2 Modelo vibratério simplificado de 1 grau de liberdade.

. w s . u
Se efetuada a mudanca de variavel: (u,t) = (u*,t¥), onde t* = 0t u*=—;

u
usando @] = —: .
m
@_i[uu"‘]— i(””)dL—a)udL
dt  dt'° g dr ot
B L) ] g B,
de*  dilde]| de| " der] dex| " Cder]dr 7 dr*?
obtém-se:
2w "
leuz +.ux-fiu*+u’:'=0 u"‘(O):@zﬂzl
t t ; . 123)
=L du*(0) _ du(0) _
ma, dt - dr =

Observa-se que o coeficiente y* agora é a razdo da for¢a de amortecimento
pela de inércia; a frequéncia natural tornou-se unitaria.
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Ao adicionar-se uma componente nao linear na expressao da forga restaura-
dora, por exemplo, da seguinte forma f,,,,, = ku + k,u’, obtém-se:
dzu £ k

T +‘u>:< Cj;: +ut+en* =0 e= fuo (1.24)

onde € € a razdo das rigidezes ndo linear e linear. Note que se € for zero, obtém-se
a Equacao (1.22).

1.4 UM EXEMPLO DE MODELAGEM EM ENGENHARIA
DE ESTRUTURAS

O processo de modelagem de um problema de engenharia de estruturas pode ser
exemplificado na Figura 1.3. Trata-se de um portico simples, composto de duas
colunas verticais engastadas nas bases, de altura h, e uma viga horizontal de vao L.
Os carregamentos indicados sdo dinamicos.

Figura 1.3

O modelo conceitual adotado é como o apresentado na Figura 1.3. A estru-
tura é, na realidade, um solido tridimensional de medidas varidveis e materiais
ndo homogéneos e nio is6tropos. Admite-se que possa ser representado por trés
elementos lineares retos, chamados barras, de secdo constante e material homo-
géneo e isOtropo, aos quais se atribui os nomes de colunas quando sio verticais e
de viga quando sao horizontais. Essas caracteristicas geométricas e materiais sao
consideradas invariantes no tempo. Além disso, assume-se que a estrutura e seus
carregamentos estejam contidos em um plano. As condi¢des de contorno geomé-
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tricas nas bases das colunas sdo de total imobilidade. Finalmente, nesse exemplo,
os deslocamentos dos pontos dessa estrutura no tempo sao admitidos pequenos,
de forma que o equilibrio possa ser escrito na posi¢do original, ndo deslocada, da
estrutura. Nao se levou em conta dissipagio de energia.

O modelo matematico adotado é como o apresentado a seguir. A ordenada
x define a posi¢dao ao longo do eixo do elemento de uma se¢do genérica de uma
dessas barras; u(x,t) e v(x,f) s3o os deslocamentos dos pontos dessa se¢ao nas di-
re¢Oes paralela e transversal ao eixo, respectivamente.

Considere-se o segmento de barra de comprimento infinitesimal dx, mostra-
do nas Figuras 1.4 e 1.5. Segundo as leis da mecanica cldssica, escreve-se as equa-
¢oes de equilibrio dindmico desse pequeno volume deste modo:

%y 9%y
o’u o’u

EA— = pA— 1.26
ox? P T PGS (120

onde A e I s3o a drea e 0 momento de inércia da se¢do da barra; E e p sdo o mo6-
dulo de elasticidade e densidade do material; p(x,2) é um carregamento externo
distribuido ao longo da barra que, no caso geral, é variavel no espaco e no tempo
e tem componentes nas direcoes paralela e transversal ao eixo da barra.

Y

do

dv

u dx +du

Figura 1.4
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N+dN

M +dM

Q+dQ

;‘é\

O modelo matematico é dado por um sistema de equagdes diferenciais a
derivadas parciais, mais as condi¢oes de contorno geométricas (Dirischlet) e na-
turais (Neuman). A solu¢io desse modelo matematico dificilmente pode ser obtida
de forma analitica fechada para condi¢oes de contorno gerais. Dai a necessidade de
instituir um modelo numérico.

Figura 1.5

Neste livro, é discutido o0 método numérico dos elementos finitos para essa
finalidade. Nesse método faz-se uma discretizacdo do problema continuo. Os deslo-
camentos, que sao func¢des continuas do espaco e do tempo, sdo aproximados por
uma superposicao de um numero finito de fung¢des do espago (fungoes de forma),
multiplicadas por um nimero finito de fun¢des do tempo (as coordenadas gene-
ralizadas do problema). No exemplo:

u(x,t)=> N,(x)q,(t) e wulx,t)=> N, (x)g,() (1.27)

A seguir, formula-se um modelo integral que transforma as Equacoes (1.25)
e (1.26) em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias nas variaveis g,(t). Se essas
nio forem fungdes do tempo, recai-se em um sistema de equacdes algébricas, ou
seja, o problema estatico.

Note-se que os modelos conceitual e matematico desse problema podem ser
consideravelmente mais complicados se outras hipoteses forem admitidas. Por
exemplo: (1) as barras podem ter secio variavel; (2) a estrutura pode ser conside-
rada tridimensional, com geometria e carregamento em qualquer dire¢ao do espa-
¢o; (3) os deslocamentos podem ser considerados grandes, de forma que o equili-
brio em qualquer instante deva ser escrito na posi¢ao deslocada da estrutura, e ndo
na posi¢ao original, como foi feito (ndo linearidade geométrica; (4) o material
pode ser considerado nao homogéneo e nio is6tropo, ou de comportamento elas-
toplastico (ndo linearidade material); (5) as condi¢des de contorno geométricas nas
bases podem nio ser nulas; (6) pode haver um mecanismo de dissipacdo de energia
(amortecimento) etc.





