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AO ESTUDANTE

Este livro foi escrito numa linguagem acessivel, motivando-o a adquirir o habito
de estudo, a compreender e a gostar da Matematica, ingrediente de muitas das
mais elevadas realizacdes da mente humana.

Relembraremos e passaremos muitas informacoes bésicas e relevantes da Mate-
matica que o ajudardo a compreender melhor o curso inicial de Calculo Diferen-
cial e Integral.

Foram selecionados exercicios que requerem simplificacdes de expressoes en-
volvendo algebra e trigonometria que serdo utilizados diretamente ou indireta-
mente nos calculos de limites, derivadas e integrais.

Através da resolucio de exercicios especificos em ordem crescente de dificul-
dade pretendemos efetuar, em cada capitulo, uma revisao e fixacdo dos conhe-
cimentos basicos e fundamentais para a aprendizagem dos assuntos do Curso
Superior.

No ultimo capitulo incluimos exercicios resolvidos e exercicios propostos que
servirao de roteiro de estudos, recapitulacdo e fixacdo dos conteudos estudados.






PREFACIO

Os docentes da area de Matematica do Departamento de Ensino Geral da
FATEC-SP, sob a coordenacdo do Prof. Dr. Dirceu D’Alkmin Telles, lancam o livro
Matemdlica basica com aplicagodes tecnoldgicas, destinado a alunos e professo-
res dos cursos superiores de Tecnologia, Engenharia, bacharelado e licenciatura em
Matematica. O presente volume mostra como usar as ferramentas da Matematica
em diversas disciplinas do ciclo basico dos cursos acima citados por meio de teoria,
exercicios resolvidos e propostos.

Externo meus agradecimentos aos autores prof. Me. Seizen Yamashiro e prof®.
Dr?. Suzana Abreu de Oliveira Souza pelo relevante trabalho realizado de valor ines-
timavel e que certamente trara muitos beneficios para a comunidade académica das
instituicoes de Ensino Superior do pafs.

Prof* Dr* Luciana Reyes Pires Kassab
Diretora da FATEC-SP






APRESENTACAO

Este livro € o primeiro de uma colecdo que tem por objetivo ampliar a compreensao
das aplicacdes tecnolégicas da Matematica. Ciéncia que € a base de todas as ciéncias,
marca presenca especialmente nas novas tecnologias, o que a faz essencial para o
desenvolvimento de um profissional preparado para atuar em qualquer campo das
atividades humanas.

A colecdo “Matematica com Aplicagdes Tecnolégicas” foi concebida e organizada
por experientes professores da Faculdade de Tecnologia de Sao Paulo, em quatro
volumes. Este primeiro — Matematica Basica — traz teorias e conceitos fundamentais,
com suas aplicacoes tecnoldgicas. Textos, ilustracdes e orientacdes para a solugcao
de exercicios contribuem para uma maior compreensdao dos problemas propostos.
Os demais volumes abrangerao, respectivamente: Calculo I, Célculo II e Matematica
Financeira.

Uma obra que deverd ser de grande auxilio para o desenvolvimento académico
de alunos e professores de cursos superiores, nos quais o conhecimento da teoria e
da aplicabilidade da Matematica é fundamental para garantir uma formacao bésica
solida; entre eles: Tecnologia, Engenharia, Ciéncias da Computacado, Administracao,
Secretariado, Turismo, preparatérios para vestibulares e outros interessados relacio-
nados a area.

Parabenizo os autores por este trabalho. A publicacdo de obras didaticas, como
o presente livro, é sem duvida uma contribuicdo ao ensino profissional de qualidade,
fundamental para o desenvolvimento econdmico e social do Brasil.

Laura Lagana

Diretora Superintendente do Centro Paula Souza
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1.1 INTRODUCAO

Estudaremos, neste capitulo, as nocdes iniciais da teoria dos conjuntos, sob um pon-
to de vista intuitivo e de maneira informal, por meio de exemplos e de exercicios
resolvidos e propostos.

A ideia de conjunto, embora sempre existente no pensamento comum e na Ma-
tematica, so teve tratamento formal, pela primeira vez, em fins do século XIX, com o
matematico alemao Georg Cantor.

O crescimento da ciéncia Matematica, de 1900 até nossos dias, deu origem a teo-
ria dos conjuntos que teve o papel fundamental de mostrar a unidade da Matematica.

Matematico russo, criado na Alemanha, conhecido

por elaborar a teoria dos conjuntos. Deve-se a Cantor
GEORG uma produtiva anélise do conceito de infinito, que
CANTOR anteriormente fora iniciada por Bernard Bolzano, em
(1845-1918) paradoxos do Infinito. Em 1877, Cantor provou que
existiam varios tipos de conjuntos infinitos, introduzindo
a nocdo de poténcia de conjuntos.

1.2 NOCOES PRIMITIVAS

Desde o inicio da geometria euclidiana, desenvolvida por volta de 300 anos a.C., al-
gumas nocdes principais sdo aceitas sem definicdo prévia, como, por exemplo, o ponto,
areta e o plano. Assim também acontece com a teoria dos conjuntos. Sao consideradas
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primitivas algumas noc¢des como a de conjunto, a de elemento, a de relacdo de perti-
néncia entre elemento e conjunto.

1.2.1 CONJUNTO

A noc¢ao matematica de conjunto, que é a mesma que se usa na linguagem comum,
corresponde a de conjunto entendido como agrupamento ou colecdo que pode ser de
objetos, pessoas, letras, nimeros, ou de qualquer outra coisa que se queira classificar.

Exemplo:

E1.1

a) Conjunto das vogais.

b) Conjunto das cartas de um baralho.
¢) Conjunto dos nimeros pares.

d) Conjunto dos planetas do sistema solar.

Indicaremos os conjuntos por letras latinas maitsculas: A, B, C,..., X, Y, Z.

1.2.2 ELEMENTO

Cada um dos objetos, pessoas, nimeros etc. que formam um conjunto é chama-
do elemento do conjunto. Assim, temos os elementos:

1) a, e io,u
2) as de ouro, rei de paus,...
3) 2,4,6,8,...

4) Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno.

Os elementos, que se supdem sempre distintos, serdo indicados por letras latinas
minusculas: a,b,c,..., X, y, Z.

1.2.3 RELACAO DE PERTINENCIA

Com o simbolo “€”, introduzido pela primeira vez por Peano, indicaremos a ex-
pressdo “pertence a”. Para indicar a negacdo dessa expressio, escrevemos “¢” e
leremos “nao pertence”

Exemplo:
E1.2

Seja A = {a, e, i, 0, u}, entdo teremos: a € A, que serd lido como “a pertence a A” e b
¢ A, que sera lido “b ndo pertence a A”.
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1.3 DETERMINAGCAO DE UM CONJUNTO

Um conjunto pode ser determinado de mais de uma maneira, como veremos a seguir:

1) Pela designacdo ou enumeracao de seus elementos, ou representacao tabular.
Devemos indicé-lo escrevendo seus elementos entre chaves.

Exemplo:
E1.3
a) Conjunto das vogais: A = {a, e, i, o, u}.

b) Conjunto dos nimeros impares positivos: B = {1, 3,5, 7,...}.

2) Pela propriedade de seus elementos ou representacdo analitica. Um conjunto
fica determinado quando conhecemos uma propriedade que caracterize seus
elementos. Se chamarmos essa propriedade de P, o conjunto dos elementos x
que tém a propriedade P é indicado por:

{x tal que x tem a propriedade P}
ou

{x | x tem a propriedade P}

Observacao

“I” 1é-se “tal que”.

Exemplo:

E1.4

a) A={xlxéfigura geométrica} = {triangulo, quadrilatero, pentagono,...}
b) B={xIxévogal} ={a, e, i, o,u}

c¢) C={xI|xésatélite natural da terra} = {lua}

1.4 TIPOS DE CONJUNTOS
1.4.1 CONJUNTOS FINITOS

Um conjunto é chamado finito quando possui uma quantidade finita de elementos.
Exemplo:
E15
a) A={x,v, 1z}
b) B ={azul, amarelo, vermelho}

c) C={xlIxévogall={a,e,i o, u}
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1.4.2 CONJUNTO UNITARIO

Um conjunto é chamado de conjunto unitdario quando possui apenas um elemento.

Exemplo:

E1.6

a) A = {branco}
b) B={y}

c¢) C ={xI|xdivide todos os numeros} = {1}

1.4.3 CONJUNTO VAZIO

Conjunto vazio € o conjunto que nao possui elementos. Indica-se por { } ou @.

Exemplo:

E1.7

a) A={xl0x=5=0
b) B={}

c¢) C={xI|xépareimpar}

Observagoes

1) O simbolo usual para o conjunto vazio é @, que é uma letra de origem norueguesa;
2) Nao se deve escrever { @ }, pois isso pode significar um conjunto unitario de elemento @.

1.4.4 CONJUNTO UNIVERSO

Ao desenvolvermos um determinado assunto de Matematica, admitimos a exis-
téncia de um conjunto U ao qual pertencem todos os elementos utilizados no tal
assunto. Esse conjunto U recebe o nome de conjunto universo. Assim, se estamos es-
tudando a Geometria Plana, o conjunto universo é o conjunto dos pontos de um pla-
no; se estudamos a geografia fisica das Américas, o conjunto universo € o continente
americano e se estudamos a classificacao das letras, o conjunto universo € o alfabeto.

1.5 RELACAO ENTRE CONJUNTOS
1.5.1 OS QUANTIFICADORES

Em relacdo ao conjunto A = {a, e, i, 0, j}, podemos dizer que:
a) qualquer que seja o elemento de A, ela é uma letra do alfabeto da lingua portuguesa;
b) existe elemento de A que € uma vogal,
c) existe um unico elemento de A que é uma consoante;
d) nao existe elemento de A que é letra da palavra guru.
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Em Matematica, dispomos de simbolos préprios e universais que representam as

afirmacgoes acima. Esses simbolos sdo denominados quantificadores. Sao eles:

a)
b)
c)
d)

Quantificador universal:

V —1é-se qualquer que seja, para todo
Quantificador existencial:

3 —1é-se: existe

3! —1é-se: existe um unico

/Zf —lé-se: ndo existe

Colocando-se x € A ao lado de cada um dos quantificadores, lemos:

V x € A: qualquer que seja x pertencente a A ou para todo x pertencente a A;
dx € A: existe x pertencente a A;

J!'x € A: existe um Unico X pertencente a A;

A x € A: ndo existe x pertencente a A.

Entao, no exemplo do conjunto A = {a, e, i, 0, j}, temos:

V x € Alx é€letra do alfabeto da lingua portuguesa;

dxe Alxévogal;

dlx € Al X é consoante;

Ax e Alxéletra da palavra guru.

1.5.2 RELACAO DE IMPLICACAO E BICONDICIONAL

a)
b)

Outros simbolos importantes em Matemaética que utilizamos entre proposicoes sao:
p = q—1é-se: p implica q;

p & q - 1é-se: p se, e somente q; ou p € equivalente a q.

John Venn, matematico inglés, desenvolveu

os diagramas para representar conjuntos,
ampliando e formalizando as representagoes
anteriormente desenvolvidas por Leibniz e Euler.
Somente na década de 1960, esses conceitos
foram incorporados ao curriculo escolar de
matematica. Foto: http://pt.wikipedia.org/wiki/
John_Venn

JOHN VENN
(1834-1923)
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1.5.3 DIAGRAMAS

A representacdo de conjuntos por partes do plano chama-se diagrama. Essa
representacdo tem a vantagem da visualizacdo das propriedades. No caso em que
se usam somente circulos, os diagramas sao denominados diagramas de Euler ou
diagramas de Venn.

Leonhard Euler nasceu na Basileia, Suiga, mas
trabalhou a maior parte da sua vida na Academia

de Berlim, onde atuou em varias areas da LEONHARD
matematica, mesmo depois de ficar cego de um EULER
olho e, posteriormente, do outro. Ele ditava seus (1707-1783)

trabalhos e, assim, trabalhou até a sua morte,
sendo um dos matematicos que mais escreveu
artigos e livros em sua época. Foto: http://
whatifoundonthenet.com/leonhard-euler/

Exemplo:
E1.8

1 2 3
)A )© ‘ )- 4)4 \

1.5.4 SUBCONJUNTO

Um conjunto A é subconjunto de B se, e somente se, todo elemento de A perten-
ce também a B. Com a notacdo “A < B” indicamos que “A é subconjunto de B” ou “A
estd contido em B” e a notacdo “B D A” significa “B contém A”. Em simbolos temos:

AcBoe (Vx) (xeA=xeB)

Observagoes

1) O simbolo “c” é denominado sinal de inclusao;
2) Com a notacao “z” indicamos que A ndo esta contido em B.

Exemplo:
E1.9
a) f{a,b}c{a,b,c,dj

b) Se L é o conjunto dos losangos e @ é o conjunto dos quadrados, entido @ C L pois
todo quadrado € um losango.

o) {x,z}z{x,y,t}
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Propriedades:
Dado um conjunto universo U, consideremos trés subconjuntos quaisquer A, B
e CdeU:
a) Reflexiva: A C A;
b) Antissimétrica: AcBeBc A= A=B5B;
c) Transitiva: AcBeBcC=AcC.

1.5.5 IGUALDADE DE CONJUNTOS

Um conjunto A éigual a B se, e somente se, Ac B e B c A. Indicamos a igualdade
por A = B. Em simbolos temos:

A=Bs (AcBeBcA)
ou
A=Bs (Vx) (xe A= xeB)

ou seja, dois conjuntos sao iguais se todo elemento do primeiro pertence ao segundo
e reciprocamente.

Observacao

Conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto A. Em simbolos,
A VA

De fato, admitamos que a proposicao seja falsa, isto €, & & A. Nesse caso, existe
um elemento x € J tal que x € A, o que é um absurdo, pois & nao tem elemento al-
gum. Conclusao: & c A nao € falsa, portanto, @ C A, V A.

1.5.6 CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO
A partir de um conjunto A podemos pensar num novo conjunto cujos elementos
sao todos os subjconjuntos ou partes de A.

Notacao: indicamos esse novo conjunto por £ (A).
P (A) ={XIXCA}
Exemplo:
E1.10
Seja o conjunto A = {a, b}, logo @ (A) = @ ({a, b}) = {J, {a}, {b}, {a, b}}.

Observemos a relacio entre o numero de elementos de A e o niimero de elemen-
tos de g (A). Denominaremos por n(A) o nimero de elementos de A.

a) A=@;n(A) =0.
P A ={Dn(p(Ad) =1
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b) A={a};n(A)=1.
o A) ={J, {all;n(p(A) =2.
c) A={a,b};n(A)=2.
0 (A) ={J, {a}, {b}, {a, b}}; n(@ (A)) = 4.
d) A={a,b,c};n(A) =3.
(A ={J, {a}, (b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}; n(@ (A)) = 8.

Pelos exemplos dados, intui-se que se A tem n elementos, entdo n( g (A)) = 2™
De fato,

a) n(p(@)=1=2%

b) n(pap)=2=24

) n(@(fab)) =4=2%
d) n(@(fa,b,c))=8=2"

1.6 OPERACAO ENTRE CONJUNTOS

Vamos introduzir algumas operacoes entre conjuntos, admitindo-se que os con-
juntos dados sao todos parte de um conjunto universo U.

1.6.1 REUNIAO DE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos A e B subconjuntos de U, chama-se reunido ou unido de A
e B ao conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e a B. Indicamos esse
conjunto por AUB, que se 1é “A unido B” ou “A reunido B”. Em simbolos, temos:

AuB={xe Uxe AouxeB}
ou
AuB={xeUxe AvxeB)

Exemplo:
E1.11

(DO -6

b)
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AUB
A A
=

BcA=AuUB=A

c)

d) {a,b,clu{b,c,d}={a,b,c,d}

1.6.2 INTERSECAO DE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos A e B, subconjuntos de U, chama-se intersecdo de A e B
ao conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e também a B. Indicamos
esse conjunto por A N B, que se 1€ “A intersecdo B” ou “A inter B”. Em simbolos,
temos:

ANnB={xeUxe AexeB}
ou

AnNnB={xeUxe AArxeB)

Exemplo:

E1.12

a) ANB

GO0
ANB

Do

ANB
A A
->

BcA=AnNnB=B

b)

c)

d) {a,b,cjn{b,c,d}={Db,c}
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1.6.3 DIFERENCA ENTRE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos A e B, subconjuntos de U, chama-se diferenca de A e B ao
conjunto formado pelos elementos de U que pertencem a A e ndo pertencem a B. Indi-
camos esse conjunto por A — B, que se 1é “diferenca de A por B”. Em simbolos, temos:

A-B={xeUxe Aex¢ B}

Exemplos:
E1.13

a) A-B
-0

b) SeAnB=J,entdo A-B=A:

(D Owe@ O

c) SeBcAeB=#A, entdo A-B:

A A
-©

d) SeBcAeB#A entioB-A=:

> O

e) {a,b,c}—{b,c,d}={a}

A

E1.14

Sejam U = {letras do alfabeto portugués do Brasil},
A={a,b,c,d}
B={c,d,f g
C ={a, e, io,u}, entdo:

a) AuB={a, b,c,d,f g}

b) AnB={c,d}
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c) BnC=¢g
d) A-C={b,c,d}
e) Diagrama de Euler-Venn:

A

<

1.6.4 CONJUNTO COMPLEMENTAR

Dados dois conjuntos A e B, subconjuntos de U, se B € A, entdo o conjunto
diferenca A — B € denominado conjunto complementar de B em relacdo a A ou com-
plemento de B em A. Indicamos C,B. Em simbolos, temos:

BcA=C,B=A-B={xeAex¢B}

Observacao

No caso do complemento em relacdo ao conjunto universo U, ndo ha necessidade de U ser indicado
e, nesse caso, representamos por CB ou B logo,CB=U-B=RB"= B=B°.

A operacao para obter C4B é denominada operagdo de complementacao.

Exemplo:

E1.15
a) A A

o)
b)
B

U

1.6.4.1 Propriedades das operacées

Vamos apresentar as seguintes propriedades que podem ser aceitas intuitivamente.
1) Propriedades da operacao de reuniao:

a) comutativa: AUB=BUA
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2)

3)

4)

5)

Matematica com aplicagdes tecnoldgicas — Volume 1

b) associativa: AuB)uC=Au (Bu()
c) idempotente: AU A=A
d) propriedade do conjunto vazio: A U @ = A

e) propriedade do conjunto universo: AuU=U

Propriedades da operacao de intersecao:

a) comutativa:ANB=BnNA

b) associativa: ( ANB)NnC=AnNn(BN(C)

c¢) idempotente: AN A=A

d) propriedade do conjunto vazio: AN J =

e) propriedade do conjunto universo: ANnU=A

Propriedades distributivas:

a) da operacgdo de reunido em relacdo a operacdo de intersecio:

AUBANC) =(AUB)N (AUC)

b) da operacdo de intersecdo em relacdo a operacio de reuniao:

ANBUC) =(ANB)U(ANC)

Propriedades da complementacio:

a) (CA)NA=Q a)  (CAUA=U
b) CP=U b) CU=Q
¢) C(CA)Y=A

Propriedades da dualidade — Leis de De Morgan:
a) C(A N B) = (CA) U (CB)
b) C(AuB)=(CA)N(CB)

Augustus De Morgan, embora tenha nascido

na India, era matematico légico britanico.
Apresentou as leis de De Morgan e foi o primeiro
a usar o método de indugdo matematica para
demonstragdes de proposi¢des. Ele deu inicio a
l6gica matematica como se conhece hoje. Foto:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_
Morgan

AUGUSTUS

DE MORGAN
(1806-1871)
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1.7 NUMERO DE ELEMENTOS DE UM CONJUNTO FINITO

Representamos o niimero de elementos de um conjunto finito A por n(A). Podem ser
verificadas, de maneira intuitiva, pelo diagrama de Venn-Euler, as seguintes igualdades.

1) SeAnB=¢ (AeBdisjuntos), entdo

U
n(AuB) =n(A) + n(B): @ ‘
n(A)

n(B)

2) Se AnB=#d, entao U
n(AuB)=nCA) + n(B) —n(A N B):

3) SeBc A, ention(A-B) =n(A) —n(B): u A’
n(A-B)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

R 1.1 Dados os conjuntos A, B e C, representa-

dos a seguir pelo diagrama de Venn-Eu- v A B
ler, destaque no diagrama a solucdo para
as expressoes:
a) (AuB)nC
C

b) (ANB)uU (BANCO)

Resolucado:

a)
1AUB 2 (AUB)N C

u U
A B A: %§B
C C
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b)
1 (AN B)

U
@
C

3 (AnB) U (BNC)

u
@
C

29y (BN O)

U

A

R 1.2 Dados os diagramas a seguir, hachure A N B, A U B,

A-B
a) A
%

c) A

oy
Resolugdo:
a)
1YAnB

S

b)

2)AUB
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3)A-B A
%
b)
1ANB A 2)AUB A
3)A-B A
c)
I9ANB ) 2)AUB A

O -
3)A-B <:::>

©>

O

R 1.3 Dados os conjuntos A ={a, b, c}, B={a, b, d, e} e C ={b, c, d}, determinar:

a) AnB ¢c) BnmC
b) AnC d AnBnC
Resolucao:

a) AnB={a,b,c}n{a, b, d, e} ={a, b}

b) AnC={a,b,c}n{b,c,d}=1{b,c}

¢c) BnC={a,b,d,e}n{b,c,d}={b,d}

d AnBnC={a,b,c}n{a,b,d,e}n{b,c,d}={b}
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R14

R15

R 1.6
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Representando em diagrama, temos

Denominamos diferenca simétrica dos conjuntos A e B, ao conjunto AAB (1é-
-se “A delta B”), dado por: AAB=(A-B)u(B-A)

Dados A=1{a,c,d,g,i,j,kleB={a, b, d,e,f h,i}, determine AAB.

Resolucao:
A B
Pelo diagrama de Venn-Euler,

A_B:{Ca gajak}eB_A:{b, e, f, h} En-
tao, AAB = {b, ¢, e, f, g, h, j, k}

Resposta: AAB = {b, c, e, f, g, h, j, k}

Dados os conjuntos A = {a, b} e B = {b, ¢, d}, determine o conjunto X tal que
AnX={a},BnX={cteAuBuX=1{a,b,c,d,e].

Resolucao:

De A = {a, b) e A n X = {a}, observamos A
quebg X;deB=1{b,c,d eBnX-=/{c), A
segue que c € X, b ¢ Xedeg X; ede

AuBuUX={a,b,c,d, e}, temosqueegA A'A
e e B, o que segue que e € X. Logo, em
diagrama, temos:

w

Resposta: X = {a, c, e}. X

Em uma classe de alunos, 28 jogam futebol, 12 jogam voleibol e 8 jogam fute-
bol e voleibol. Quantos alunos ha nessa classe?

Resolugdo:

Vamos chamar de:

F = conjunto dos alunos que jogam futebol
V = conjunto dos alunos que jogam voleibol

M = conjunto dos alunos que jogam futebol e voleibol
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Entao, pelo enunciado do problema, n(F) =28 en(V) = 12en(FnV) =8, temos:
nFuV)=nE) +n(V) -n(FNV) =28 +12 -8 =32.

Resposta: Nessa classe ha 32 alunos.

EXERCICIOS PROPOSTOS

P11

P1.2

P13

P14

[lustre com os diagramas de Venn-Euler os conjuntos A, B e C, satisfazendo
as condicoes dadas em cada caso:

a) Ac(BnOQ). b) AcCB,ANC=FeC-B#0.

DadosAnB=1{2,3,8,AnC={2,7,BNnC={2,56},AuB={1,2,3,4,5,
6,7,8eAuBuUC=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9}, determine o conjunto C.

Um conjunto A tem 13 elementos, A N B tem 8 elementos e A U B tem 15
elementos. Quantos elementos tem o conjunto B?

O conjunto B tem 52 elementos, A N B tem 12 elementos e A U B tem 60
elementos, entdo determinar o numero de elementos do conjunto A.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

P11

a)

b)

8 G

P1.2
P13
P14

C=1{2,5,6,7,9)
O conjunto B tem 10 elementos.

O conjunto A tem 20 elementos.







