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APRESENTACAO

A publicacdo de uma obra como Fisica com Aplicacdo Tecnologi-
ca representa uma oportunidade de contribuir para a transferéncia
e a difusdao do conhecimento cientifico e tecnolégico, possibilitando
assim a democratiza¢do do conhecimento. Nos, da Fundacao FAT —
Fundacgao de Apoio a Tecnologia —, sentimo-nos muito honrados em
participar na divulgacao desta obra. Acoes como esta se adequam aos
objetivos estabelecidos pela Fundacao de Apoio a Tecnologia, criada
em 1987, por um grupo de professores da Faculdade de Tecnologia de
Sao Paulo — FATEC-SP.

A Fundacao FAT, que nasceu com o objetivo basico de ser um elo
entre o setor produtivo e o ambiente académico, parabeniza os auto-
res pelo excelente trabalho.

Acdes como essa se unem ao conjunto de outras que a Fundacao
FAT oferece, como assessorias especializadas, cursos, treinamentos em
diversos niveis, consultorias e concursos para toda a comunidade. Essas
acoes sao direcionadas tanto as Institui¢cdes publicas como privadas.

A obra Fisica com Aplicagdo Tecnologica, Volume 2: Oscilagoes,
Ondas, Fluidos e Termodindmica, que abrange as teorias da Fisica e
suas aplicacoes tecnoldgicas, sera fundamental para o desenvolvimento
académico de alunos e professores dos cursos superiores de Tecnolo-
gia, Engenharia, Bacharelado em Fisica e para estudiosos da area.

No processo de elaboracio da obra, os autores tiveram o cuidado
de incluir textos, ilustracoes e orientagdes para solu¢do de exercicios.
Isso faz com que a obra possa ser considerada ferramenta de aprendi-
zado bastante completa e eficiente.

A cidadania é promovida visando a conscientizacao social, a par-
tir do esfor¢o das instituicoes em prol da difusdo do conhecimento.

Professor César Silva
Presidente da Fundacdo FAT — Fundacio de Apoio a Tecnologia
www.fundacaofat.org.br






PREFACIO

Os docentes de Fisica do Departamento de Ensino Geral da FATEC-SP,
sob a coordenacao do Prof. Joao Mongelli Netto e Prof. Dr. Dirceu
D’Alkmin Telles, lancam, em continuidade ao trabalho iniciado ante-
riormente, o livro Fiisica com Aplicagdo Tecnologica, Volume 2: Os-
cilacoes, Ondas, Fluidos e Termodindmica.

Destinado a alunos e professores dos cursos superiores de Tec-
nologia, Engenharia, Bacharelado em Fisica e estudiosos da area, o
presente volume apresenta as comunidades académicas tépicos de
Oscilacdes, Ondas, Fluidos e Termodinamica, por meio de teorias,
aplicacdes tecnologicas, exercicios resolvidos e propostos.

Gostaria de parabenizar a todos que contribuiram para a concre-
tizacdo de mais um volume, que, seguramente, tera valor inestiméavel
para as Instituicoes de Ensino Superior do pais.

Prof* Dr® Luciana Reyes Pives Kassab

Diretora da FATEC-SP
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£ ASTICIDADE
- E ¢
0SCILAGOE

Juan Carlos Ramirez Mittani

1.1 ELASTICIDADE
1.1.1 INTRODUCAO

Até agora, a maioria dos casos envolvendo a acdo de forcas
sobre corpos tém se concentrado sobre os chamados corpos
rigidos, isto €, corpos ideais ndo deforméaveis, o que, na reali-
dade, é uma simples ilusdo. Os sélidos sdo formados por ato-
mos, 0s quais nao se encontram em contato rigido ou ndo tém
superficies duras que possam se compactar apertadamente. A
nuvem eletronica dos atomos pode ser moldada ou deformada
por forcas externas.

Em um sélido, os atomos sdo unidos por forcas cujo com-
portamento é muito parecido com as forgas exercidas por mo-
las. A Figura 1.1 mostra a representacao de uma pequena parte
de um arranjo regular dos dtomos. Nela podemos observar que
cada atomo encontra-se em equilibrio sob a influéncia de seis
molas, todas com constante eldstica k muito grande, sendo ne-
cessdria, assim, uma grande forca para tirar os atomos da posi-
¢ao de equilibrio. Em decorréncia disso se d4 a ideia de rigidez.
Em materiais menos rigidos os valores dessas constantes elds-
ticas sdo menores, por exemplo, na borracha, na qual pequenas
forcas sdo suficientes para mudar a posicao dos atomos.

Todo corpo sélido é deformavel até certo ponto, isto &, po-
demos mudar suas dimensodes ligeiramente ao estica-lo, com-
primi-lo ou torcé-lo, e alguns corpos sofrem uma deformacao
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Figura 1.1

Figura 1.2
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maior que a de outros. Uma vez que a forca aplicada deixa de
atuar, e desde que esta ndo exceda certo limite (forca de ruptu-
ra F',), alguns corpos recuperam sua forma primitiva, enquanto
outros nao.

Os primeiros sdo chamados corpos elasticos, enquanto os
outros, corpos plasticos. No presente capitulo, nos concentra-
remos no estudo dos primeiros, lembrando que corpos elasticos
puros nao existem.

Se, em um fio metalico AB, de peso desprezivel, suspender-
mos um peso P, como mostrado na Figura 1.2a, o diagrama de
corpo livre do sistema mostra que o fio se encontra submetido a
forcas de tracdo (Figura 1.2b). Se o fio ndo se rompe, € porque,
no seu interior, se desenvolvem tensoes, originadas pelas forcas
de interacdo molecular, que mantém as sec¢oes transversais do
fio unidas, isto €, se DD é uma das seccoes transversais (Figura

=

O

Forcas distribuidas
DD T=p

(a) (b) (@
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1.2¢), a parte superior AD puxara a inferior DB com a mesma
intensidade com que DB puxara a parte superior AD. As forcas
internas 7', iguais e opostas, sdo capazes de equilibrar a forca
externa P (T = P).

De maneira similar, se, sobre uma barra vertical, aplicamos
um peso P na parte superior (Figura 1.3a), a barra se encon-
trara submetida a uma compressiao (Figura 1.3b). Da mesma
maneira que no caso anterior, na parte interna da barra também
se desenvolvem forcas de compressao C capazes de equilibrar a
forca externa P (C = P) (Figura 1.3C).

M

ik Forcas distribuidas
o R - C=P
NVRETY vy

Concluindo, uma tensao de tracdo ou de compressao aplica-
da em um corpo provoca mudancas nas dimensoes fisicas desse
corpo. Na continuacgdo, estudaremos mais detalhadamente a re-
lacdo que existe entre as mudancas fisicas e as forcas aplicadas.

1.1.2 LEIDE HOOKE

Robert Hooke (1635-1703), contemporaneo de Newton, foi o
primeiro a descobrir a relacdo existente entre a variacdo do
comprimento Ax experimentado por um fio e a forca /' a que
estd submetida. Ele observou que a variacdo de comprimento
era linearmente proporcional a forca aplicada.

A lei de Hooke se escreve F' = k Ax, onde a constante de
proporcionalidade k£ depende do material e das dimensoées do fio.

Cabe lembrar que a lei de Hooke também ¢é valida para
compressoes e aplica-se muito bem as molas.

Figura1.3

15
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Figura 1.4
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1.1.3 LIMITE DA ELASTICIDADE E PONTO DE RUPTURA

Se, por meios mecanicos adequados, submetermos um tarugo
metalico a uma tracdo de maneira continua e crescente, me-
dindo a forca F" aplicada e a variacdo de comprimento Ax em
intervalos convenientes, o grafico de Ax em funcdo de F' nos
mostrara duas regides muito bem diferenciadas (Figura 1.4).

De O até A temos uma regiao que corresponde a uma elon-
gacao da ordem de 1% do comprimento inicial (L,) e a re-
lacdo entre Ax e F é linear, obedecendo a lei de Hooke.

Diz-se que o tarugo se encontra na regiao elastica, subme-
tido a forcas F' < F,. Se a forca diminuir paulatinamente
até se anular, o tarugo também voltara ao seu comprimento
inicial.

De A até B a elongacido ndo é mais proporcional a forca
aplicada. Observa-se uma alteracdo dimensional visivel
no tarugo, isto é, uma diminuicdo do diametro em alguma
regido.

Diz-se que o tarugo se encontra em uma regido pldstica
com forcas atuando entre os intervalos F, < F < F,. Uma
diminuic¢do paulatina de F a partir de qualquer ponto dessa
regido, o ponto C, por exemplo, ocasionara uma diminuicao
na elongacao do tarugo, seguindo a curva de recuo ao longo
de CD, de maneira que, quando a for¢a se anula, o tarugo
nao volta ao seu estado original, ficando deformado perma-
nentemente com uma elongacao Ax,.

Se, a partir do ponto D da trajetéria de regresso, voltamos
a aumentar a forca, outra curva sera obtida.

AXx
'Y

!

' ¢!

S

. S !

R |

s 1 :

Dg¥C |

f‘ 'I :

l’ 1

. " :

.’ 4 '

e K '

: 1

1% Lo ---------- s o0 4 :

’ el PPt VA |

ne e ! !

—'— _—’—— : :

AXp [ .--"" Regiao elastica 'Regiao plastica;
(6]

Fe F.  Forca
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Em resumo, dentro da regido plastica nao existe mais
um Unico valor de Ax para cada valor de F. O valor de Ax
dependera do tratamento anterior a que foi submetido o ma-
terial. Um fendmeno desta natureza, no qual o valor de uma
grandeza fisica depende da histéria anterior, denomina-se
histerese.

Para forcas de médulo superior a F,, uma vez atingida a
deformacao indicada pelo ponto B, o tarugo se rompe.

1.1.4 DEFORMACOES

Um corpo extenso pode ser deformado de varias maneiras. Por
exemplo, uma bola de golfe, quando golpeada por um taco, se
comprime até adquirir qualquer forma rara imaginavel (Figura
1.5). Se analisarmos a deformacao de um ponto de vista micros-
copico, isto €, analisando pequenas porcoes (volume infinite-
simal dV') da bola, observaremos que estas experimentam trés
tipos basicos de deformagcoes:

e variacao do volume sem alterar sua forma;
e variacao da forma sem alterar seu volume;

e variacado de ambas as caracteristicas.

17

Figura 1.5

Deformacgao de uma bola
de golfe, ao chocar-se
com um obstéculo rigido.
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Figura 1.6

Figura 1.7

Fisica com aplicacdo tecnolégica - Volume 2

Analisemos cada um dos casos, em separado:

Imaginemos um pequeno cubo submerso numa massa li-
quida, como mostrado na Figura 1.6. Devido a pressido do
liquido, o cubo é submetido a forcas perpendiculares F;
em cada face, causando uma diminuicdo do volume, porém,
mantendo sua forma ctibica. Se o volume inicial (fora do li-
quido) € ¥, e o final (dentro do liquido) Vj a variacao do
volume do cubo sera AV=V; — V. Nesse caso, AV’ € uma boa
aproximacdo da medida da deformacao, embora seja mais
conveniente considerar a variacdo relativa do volume, que
denominaremos de deformacio volumétrica por compressao
hidraulica.

~ = (1.1

b)

Se, no lugar de submergir o cubo em um liquido, aplicarmos
duas forgas paralelas F),, atuando em sentidos contrarios
sobre superficies opostas, o cubo sofrera uma deformacao,
como mostrado na Figura 1.7.

Nesse caso, o cubo se deforma, porém, mantendo seu volu-
me inicial. As laterais formam um angulo ¢ com a vertical.

Esse tipo de deformacdo recebe o nome de cisalhamento.
Cada plano horizontal do cubo sofre um deslocamento, seja
no lado direito ou esquerdo, com referéncia no plano de
tensdao MN. Podemos medir o cisalhamento por meio do an-

gulo o.

Fl/

F/l<
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Se o cubo permanece fixo na parte inferior (base) e apli-
camos uma forca F, na parte superior do cubo (Figura 1.8),
obteremos resultados andlogos ao caso anterior.

Como ¢ € um angulo muito pequeno, seu valor em radianos
coincide com o valor da sua tangente trigonométrica. Sendo as-
sim, a deformacao por cisalhamento sera:

Onde Ax representa o deslocamento do lado superior do
cubo e £ a altura.

AX

.M

¢) Se um tarugo metalico é submetido a uma forca de tracao
ao longo do seu eixo longitudinal, o efeito sera a elonga-
cdo do tarugo e uma diminuicdo da sua seccio transversal
(Figura 1.9). Nesse caso, o corpo varia tanto o seu volume
quanto a sua forma. Embora continue sendo um cilindro,
suas dimensdes sio modificadas de modo que

L,k

r "

AAL

Figura 1.8

Figura 1.9
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Como o alongamento longitudinal AL é mais notoério, entao,
definimos a deformacao por tracdo como:

e=— (1.2)

(0]

Caso o tarugo metalico seja comprimido ao longo do eixo
longitudinal, nesse caso, observaremos uma diminuicdo no
comprimento do tarugo e um incremento na seccao transversal.
As defini¢oes feitas anteriormente permanecem vigentes para
este novo caso.

1.1.5 TENSAO

Definimos trés tipos de deformacdo: volumétrica, por cisalha-
mento e por tracdo/compressdo. Agora, consideraremos as ten-
soes que as produzem.

Entendemos por tensao, nao a forca aplicada diretamente
no corpo, mas sim, o resultado da forca aplicada sobre uma uni-
dade de drea da seccao transversal do corpo.

Assim definimos:
a) Tensao hidraulica:
E a pressao que o fluido exerce sobre o corpo imerso nele.

p="t (1.3)

b) Tensao por cisalhamento:

E a tensdo que atua na direcio tangencial a drea da seccio
transversal do corpo. Essa tensdo também é chamada de
tensdo tangencial ou cisalhante e é representada pela letra
grega tau (7).

1="4 (1.4)

c¢) Tensao por tracdo ou compressao longitudinal:

E a tensdo que ocorre na direcio normal (perpendicular) &
area da seccdo transversal e é chamada também de tensao
normal. Esse tipo de tensao é representado pela letra grega
sigma (o).

F
G—Z (15)
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Enquanto as deformacodes sdo adimensionais, as tensoes
tém a dimensao da pressio

[Tensdo|= M

[Area]

e sua unidade no S. 1. é

5 = Pa (pascal)
m

1.1.6 MODULOS DE ELASTICIDADE
A lei de Hooke, tratada anteriormente pode ser enunciada, de
uma maneira geral, como:

“Em todo corpo elastico, a tensdo € diretamente
proporcional a deformagado”

tensdo = constante - deformagdo
onde a constante é o moédulo elastico.

A constante independe da forma ou da dimensio e s6 de-
pende do material do qual o corpo é constituido.

a) Mobdulo de compressao

Tensdao hidrdulica

- __p___ P
 Deformacdovolumétrica P AV / v,

(1.6)

AV=V,-V,.

O sinal negativo é adicionado para que o maédulo resulte
em um valor positivo, ja que, Ap=7p =D, tem sinal oposto a

E bastante comum o uso do coeficiente de compressibilida-
de k definido como o inverso do moédulo de compressao

po LAV an
M V.o
b) Moddulo de cisalhamento
iy
__ Tensdo porcisalhamento T A (1.8)
Deformacdo porcisalhamento ¢ Ax '
h

21
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c) Médulo de Young

Tensdo longitudinal

e (tragao ou compressao) _ G _ % 1.9)
Deformagdo por tracdo e A7 '
0

A dimensao dos moédulos elasticos coincide com a dimen-
sao da tensdo, tendo, assim, as mesmas unidades.

A Tabela 1.1 mostra os valores aproximados dos trés médu-
los elasticos para alguns materiais.

Tabela 1.1
Material Compressdao - M | Cisalhamento - G Young - E
(GPa) (GPa) (GPa)
Aluminio 70 30 70
Latao 61 36 91
Cobre 140 44 110
Ferro 920 40 100
Aco 160 84 200
Chumbo 8 6 16
Tungsténio 200 150 390
Vidro 31 23 55
Concreto - - 30
Diamante 540 450 1.120
Gelo 8 3 14
Osso - 80 15*%
Agua 2,2 0 0
Mercurio 28 0 0
Ar 0,0001 0 0
(pressdo normal)

*Em compressao.

Os modulos de cisalhamento e de Young sdo nulos para to-
dos os liquidos e gases.

1.2 OSCILACOES
1.2.1 INTRODUCAO

Seja um sistema em equilibrio estavel. Se o perturbarmos ligei-
ramente de seu ponto de equilibrio, o sistema realizara oscila-
cOes em torno desse ponto. As oscilagdes tém a caracteristica
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de serem periddicas, isto €, para intervalos de tempo iguais, de
valor T, repetem-se as caracteristicas cinéticas e dinamicas do
sistema. O tempo T recebe o nome de periodo de oscilacio.

Devemos diferenciar o movimento oscilatério do movi-
mento ondulatério, embora ambos estejam relacionados. Por
exemplo, o som de um violdo é produzido pelas vibracoes ou
oscilacdes da corda do instrumento. Nesse caso, as cordas osci-
lam em torno de sua posic¢ao de equilibrio. Ja as ondas sonoras
sao perturbacoes das moléculas de ar devidas as oscilagoes da
corda, e se propagam no espaco, afastando-se do ponto em que
foram produzidas.

Movimento periddico

Denomina-se movimento periédico qualquer movimento que
se repete em intervalos regulares de tempo. Por exemplo, as
vibracoes das cordas de algum instrumento musical, as contra-
¢Oes do coracdo, o movimento de um péndulo etc.

Movimento harménico

Corresponde ao caso particular em que o movimento periddico
pode ser representado matematicamente por meio de uma sé-
rie de senos e cossenos (série de Fourier). Por exemplo, se o
movimento acontece em uma dimensao, podemos representa-lo
como:

x(t) = Asen (cot) + B, Cos(u)t) + Agsen (Zwt) + By 003(20325) +

+Agsen (30t )+...

onde os termos ®, 2m, 3w sdo denominados de: 1° harmonico, 2°
harmoénico, 3° harmdénico etc. Dentre os possiveis movimentos
harmonicos que existem, o mais simples é aquele que pode ser
descrito por uma fun¢do seno ou cosseno.

1.2.2 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

E o caso mais simples de movimento oscilatério ou periédico.
Para entender melhor, consideremos o caso de um bloco de
massa m ligado a uma mola, movimentando-se sobre um plano
horizontal, sem atrito, como mostrado na Figura 1.10. Quando
afastamos o bloco do seu ponto de equilibrio e logo o soltamos,
observamos um movimento de ida e volta em torno do ponto de

23



24

Figura 1.10

Figura 1.11
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equilibrio x = 0, o que se repete em intervalos de tempo regula-
res. Esse tipo de movimento é chamado movimento harmdnico
simples.

Posicao de equilibrio
x=0

(OCO0000OCCRCCO00000AR000D t=0,05x
0
.
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O tempo necessario para ir de um lado a outro e voltar a sua
posicao inicial, isto €, realizar uma oscilacdo completa, € deno-
minado periodo 7. A Figura 1.11 mostra uma oscilacao completa
realizada pelo bloco. No caso, o periodo de oscilacdo é T'=1,6 s.

A frequéncia das oscilacoes € o inverso do periodo f'= 1/T e
a unidade é o hertz = 1/s. A frequéncia nos informa o nimero de
oscilacoes que acontecem em um segundo. No exemplo da Figu-
ra 1.11, a frequéncia da oscilacdo é f= 1/(1,6 s) ou f'= 0,63 Hz.
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Se fizermos o grafico da posicdo « do bloco em funcdo do
tempo ¢ para os valores mostrados na Figura 1.10, obteremos a
curva da Figura 1.12.
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Olhando para a curva podemos observar que esta tem uma
semelhanca com a funcdo matematica cosseno. Uma andlise
matematica detalhada mostra que a posicao do bloco em funcao

. bn
do tempo é descrita pela expressao x(t) = 3COS(TI§) .

De maneira geral, para um sistema oscilante qualquer com
movimento harmoénico simples MHS, sua posi¢cdo em fun¢ao do
tempo pode ser descrita pela relacao

x(t) = z,,cos(at + @) (1.10)

onde x,, ¢ a amplitude da oscilagdo maxima, ® a frequéncia
angular, ((ot + (p) a fase e ¢ a constante de fase.

A funcdo cosseno se repete a cada vez que o angulo au-
menta em 2m, ou seja, o sistema realiza uma oscilacdo com-

. N . 21
pleta; assim, a frequéncia angular sera @ = — = 2xnf . Uma ca-

racteristica importante do movimento harmoénico simples é que
o periodo de oscilacdo ndo depende da amplitude do movimen-
to. Essa propriedade € importante na musica, ja que o tom das
notas musicais independe da sua intensidade.

A constante de fase ¢ nos permite conhecer o deslocamen-
to no instante ¢t = 0 s e é importante, principalmente quando
queremos comparar o movimento de dois sistemas oscilantes.
Por exemplo, a Figura 1.13 apresenta as curvas do deslocamen-

Figura 1.12
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Figura 1.13
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to de dois osciladores, estando ambos separados por uma fase
de /4. No instante ¢ = 0 s uma curva apresenta deslocamento
igual a 3,0 unidades; enquanto a outra, um deslocamento igual
a 2,1unidades.

X X;(t) = 3 cos (wt)
- === X,(t) = 3 cos (wt- %)

~ -

<—>At para defasar /4

1.2.3 VELOCIDADE E ACELERACAO DO MOVIMENTO
HARMONICO SIMPLES

1.2.3.1 Velocidade

Para obter avelocidade domovimento harmonico simples derivamos,
com relacdo ao tempo, a equacdo da posicao x (t) = xmcos(mt +0)-

o(t)= d‘Z—g) =—x,,0 sen(wt + Q) (1.11)

Observa-se que v(t) também oscila harmonicamente com a
frequéncia angular ®, entre os valores maximos —,,® € +,,®.
Portanto, z,,® é o valor maximo da velocidade.

o (1.12)

O sinal positivo ou negativo em x,,® indica o sentido do
movimento.

1.2.3.2 Aceleracdo

Derivando novamente, com relacdo ao tempo, a equacgdo da
velocidade (t)=-,,0 sen(wt+¢), obtemos a equacio da
aceleracao.
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a(t)= d?c)i(tt) = —,, 0°cos(ot + () (1.13)

Assim como no caso da velocidade, a aceleracdo também
oscila harmonicamente com a frequéncia angular ® e x,,®” é o
valor da aceleracdo maxima.

Uy = Xy O (1.14)

Considerando que a equacdo do deslocamento é
x(t) = x,,cos(mt + @), podemos escrever a equagao da acelera-
¢ao como:

a(t)=-o*x() (1.15)

Os graficos da posicao, velocidade e aceleracao em funcao
do tempo sdo mostrados na Figura 1.14. No caso da posicdo e
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da velocidade, é observada uma defasagem de 1/2 entre ambas.
Esse resultado indica que, quando o objeto se encontra no seu
deslocamento maximo, isto €, em x,, ou —x,,, a velocidade é
nula em ambos os casos; e quando o objeto se encontra na po-
sicdo de equilibrio x = 0, a velocidade tem seu valor maximo
oU VUpax = £,,®. De maneira similar, também é observada uma
defasagem de m entre o deslocamento e a aceleracio, e iSso nos
indica que, quando a particula se encontra no seu deslocamen-
to maximo em %, ou —,,, a aceleracdo tera seu valor maximo
igual a —x,,0* ou x,,0° respectivamente. Lembre-se que o sinal
de positivo ou negativo indica o sentido da aceleracao.

1.2.4 FREQUENCIA E PERIODO DO SISTEMA
BLOCO-MOLA

Analisaremos mais detalhadamente o sistema bloco-mola, ja
mencionado anteriormente. Quando afastamos o bloco de sua
posicao de equilibrio, observamos que hd uma forca F', de senti-
do contrario ao deslocamento, que atua sobre o bloco por causa
da mola, como mostrado na Figura 1.15. A intensidade dessa
forca, também chamada de forca restauradora, pode ser obtida
a partir da segunda lei de Newton F=mad . Como o sistema
é um oscilador harménico, a aceleracio serd igual a = —0°x ;
assim, o moédulo da forca restauradora sera:

F = —m(0’x)

Porém, da lei de Hooke, sabemos também que F'=-k x,
onde F' é a forca exercida pela mola, e k é a constante elastica.
Igualando ambas as relacoes, temos:

k=mo

Darelacado, podemos deduzir que o bloco oscila harmonica-
mente, em torno da posicéo de equilibrio, com uma frequéncia
angular

0= |— (1.16)

Observa-se que a frequéncia de oscilacdo depende da natu-
reza do sistema oscilante, e é representada pela constante elas-
tica da mola e pela massa da particula. Normalmente ® recebe
o nome de frequéncia prépria ou frequéncia natural.
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Da frequéncia, podemos obter o periodo de oscilacdo do
sistema

T =2n, |— (1.17)

1.2.5 ENERGIA DO MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES
(BLOCO-MOLA)

A energia mecanica total € a soma da energia cinética com a
energia potencial

A energia potencial, no caso de um sistema bloco—mola, é
dada por

Lembramos que a energia potencial aumenta nas elonga-
¢Oes, tendo valor maximo nos pontos extremos x,, € —x,,, € va-
lor nulo na posicao de equilibrio x = 0 (Figura 1.16).

A energia cinética do bloco em algum ponto do movimento
oscilatorio é

muv
Bp==o-

A energia cinética sera nula nas extremidades e maxima na
posicdo de equilibrio (Figura 1.16).

Como nao ha atrito entre o bloco e a superficie, o sistema
é conservativo, isto €, a energia mecanica total £}, sempre per-
manece constante. Logo

Figura 1.15
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Figura 1.16
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‘ ‘ E, = maxima

E,=nula

E

Substituindo x = x,,cos(wi+¢) e v=-x,,0 sen(w+ @)
na expressao acima obtemos

E, =—m (1.18)

A energia mecanica total do movimento harmoénico simples
é proporcional ao quadrado da amplitude x,, da oscilacio.

1.2.6 PENDULO SIMPLES

Péndulo simples é um ente matematico sem representacao fisi-
ca, porém, uma aproximacao bastante aceitavel seria a de uma
particula de massa 1 suspensa por um fio de comprimento L e
massa desprezivel. A particula, quando liberada desde um an-
gulo inicial, como mostrado na Figura 1.17, oscilara de um lado
para outro, periodicamente, com uma amplitude angular igual
ao angulo inicial.

Quando levamos o péndulo fora da sua posicdo de equi-
librio e o soltamos, ele ira oscilar em decorréncia da acdo de
uma forga restauradora. O esquema de forcas atuando sobre a
particula de massa m é mostrado na Figura 1.18. Do esquema,
podemos observar que a forc¢a restauradora que atua sob o pén-
dulo é a componente F',, = mg sen 0 do peso da particula.

Considerando que a amplitude de oscilacdo do péndulo é
muito pequena, quando comparada com o comprimento do fio,
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N Fy=mgcos 6

o arco que o péndulo faz durante a oscilagdo pode ser aproxi-
mado por um segmento de reta x. Nessa aproximacao, temos,

sen 0 = I Assim, o médulo da forca restauradora sera

X
b=l )

Por outro lado, conforme foi mencionado anteriormente, o
modulo da forca que atua sobre uma particula em movimento
harmonico simples é

F,=ma= m(—wzx)

Figura 1.17

Figura 1.18
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Figura 1.19
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Comparando-se esta ultima relacdo com a equacao da for-
ca restauradora, obtém-se a frequéncia angular de oscilacido do
péndulo

(1.19)

e o periodo de oscilagao

T=2n |~ (1.20)
g

Se o angulo inicial for muito pequeno, como no presente
caso, o péndulo oscilard com movimento harmoénico simples.
Nesta situacdo, observa-se que o periodo independe do angulo
inicial e s6 depende do comprimento do fio e da aceleracdo da
gravidade. Em razao desse fato, o péndulo simples torna-se um
dispositivo bastante adequado e preciso para a medicao da ace-
leracdo da gravidade.

1.2.7 PENDULO FiSICO

Diferentemente do péndulo simples, um péndulo fisico é qual-
quer corpo rigido vinculado a um eixo fixo, ndo necessariamen-
te no centro de massa, oscilando com movimento harmonico
simples, Figura 1.19.

Se 0 eixo se encontra a uma distancia d do centro de massa,
como mostrado na Figura 1.19, a forca decorrente da gravida-
de produzira um torque restaurador t = — mgdsen® . Como se
trata de um corpo rigido, o torque também pode ser escrito
como T=Io, onde / é o momento de inércia e o a aceleragao
angular, ambos em relacdo ao eixo O.
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Igualando ambas as expressdes para o torque temos que
Ioo=—mgdsen®

Supondo que o péndulo fisico também se desloca em angu-
los muito pequenos, nesse caso, podemos usar a aproximacao
send = 0, e a relacdo apresentada aqui se reduz a

_mgd
I

Como ja foi mencionado, a aceleracdo do movimento har-
monico simples unidimensional é da forma a = —0)290, entdo,
seu equivalente angular sera da forma o = —®? 0, logo

_mgd
1

®20

Desta maneira, a frequéncia angular do péndulo fisico sera

_ |mgd
0=\= (1.21)

e o periodo do movimento

T=2—n=21t !
0] mgd

(1.22)

Novamente, observamos que a frequéncia de oscilacio de-
pende da natureza do sistema que, no caso, € representada pelo
momento de inércia e a massa do corpo rigido.

1.2.8 MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

Existem outras maneiras de se observar um movimento harmo-
nico simples. Uma delas € o movimento da proje¢ao de um pon-
to material que realiza um movimento circular uniforme sobre
o didmetro central (Figura 1.20). Consideremos uma particula
movimentando-se circularmente no sentido anti-horario com

. . 0
raio x,, e velocidade angular constante ® = 7

No instante ¢ = ¢y, a projeco da particula ao longo do eixo
x, é dada pela distancia OP. Conforme transcorre o tempo nos
instantes i3, 14, l5 etc., observa-se que o ponto P se desloca ini-
cialmente para o lado esquerdo, passando pelo centro do circu-
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Figura 1.20
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lo até atingir a posicao extrema; depois, volta a se movimentar
para o lado direito. Desta maneira, observa-se um movimento
oscilatério em torno do didmetro central da circunferéncia com
uma amplitude igual a seu raio.

A posicao do ponto P em ¢ = iy serd xy(t)=x,,cos0,
e em um tempo posterior, por exemplo, em ¢ = I3 serd
2 (t)=xm cosB3.Em geral, podemos escrever a posicao do
ponto P segundo a relagao

x(t) =x,,cos(0)

Como a particula estd se movimentando com velocidade
0 o
angular constante = 7 temos que 6 = ¢ . Substituindo-o na

equacao anterior, obtemos
x(t) = x,, cos(wt)

Dessa relacdo, podemos concluir que o ponto P realiza efe-
tivamente um movimento harmoénico simples sobre o eixo x.
Denomina-se o angulo 6 de fase do movimento.

Como o movimento circular da particula € uniforme, 6 va-
riara linearmente com o tempo. De maneira geral, podemos
escrever:

0=wt+¢

Nessa expressdo, o angulo ¢ € a fase do movimento parat=0s
(Figura 1.21).
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De maneira geral, podemos escrever o movimento de P se-
gundo a relacao

x(t) = z,, cos(at + @) (1.23)

e como ja vimos anteriormente é a relacdo do MHS.

1.2.9 MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES AMORTECIDO

Até agora, estudamos movimentos harmoénicos simples, nos
quais a energia mecanica do sistema sempre permanece cons-
tante, de maneira que o oscilador ndo para de oscilar. Embora
essa situacao seja ideal, na realidade a amplitude das oscilacdes
de um sistema real diminui com o tempo, até o sistema parar
de oscilar em virtude da interacdo do oscilador com o meio no
qual estd se movimentando. Por exemplo, no caso de um pén-
dulo simples real em oscilacdo apds certo tempo, a amplitude
de suas oscilagdes serd tao pequena que sera imperceptivel a
simples vista, isto se ele ndo tiver se detido completamente, em
virtude, principalmente, do atrito com o ar.

Analisemos matematicamente o movimento harmonico
amortecido. Para isto, seja o sistema mostrado na Figura 1.22,
onde uma esfera de massa desprezivel estd submersa em um
liquido, presa por uma haste fina de massa desprezivel. A mola
tem constante elastica k, e o bloco, massa M.

Quando fornecemos um impulso inicial ao bloco, o sistema
comeca a oscilar, porém, em decorréncia do atrito da bola com
o liquido, o movimento oscilatério comeca a perder energia.
Como consequéncia, se observara uma diminuicao gradual da
amplitude de oscilacdo até o sistema parar por completo.

Figura 1.21
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Figura 1.22

Figura 1.23
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A forca de atrito entre a bola e o liquido € proporcional a
velocidade do corpo e é da forma

F,=-bv (1.24)

Na relacdo, b é uma constante que tem unidade N/m s~}
e depende das caracteristicas de viscosidade do liquido e da
forma do corpo submerso (geometria da superficie e tamanho
do corpo).

Como a forca de atrito /', sempre se opde ao sentido do
movimento, o diagrama de forcas em um instante determinado
sera o da Figura 1.23.

<l

Supondo que a forca gravitacional a qual o bloco estd sub-
metido seja extremamente pequena, quando comparada com
as forcas F' da mola e de atrito, e aplicando a segunda lei de
Newton temos

SN F=Ma
F+F,=Ma
—kx —bv=Ma
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Substituindo a aceleracdo e a velocidade por d*z/dt® e
dx/dt respectivamente, e rearranjando os termos, segue

d’x bdxr k
—+——+—x=0
a2 Mdt M

Analisando as unidades do termo b/M temos que

N kgm/s2
b _m/s__m/s _1
M kg kg s

b 1
segundo este resultado, denotaremos — = =, sendo T no caso
M

o tempo de relaxacdo. Ja o termo k/M é 0302, o qual é a expres-
sdo da frequéncia angular para o sistema bloco—mola ja visto
anteriormente.

Assim, obtemos a equacgao diferencial
—+—+0x=0 (1.25)

A solugdo para esta equacdo diferencial € do tipo

e—bt/ oM —t/2t

x(t) =2, cos(ot +0)=x,,e cos(mt + )
Onde z,, € a amplitude inicial e o a frequéncia angular do
oscilador amortecido, que é dada pela expressao

ko b 5 1
0= = Jop - — (1.26)
M 4P 0 4q2

Note que a solucdo também se pode interpretar como
um movimento harmoénico simples com a amplitude variavel

_ —t/21
xX,, =X,,€e da forma

z(t) = x,,cos(0t +0) (1.27)

A Figura 1.24 mostra o grafico da posicdo em funcado do
tempo para o oscilador amortecido.
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Figura 1.24

Figura 1.25
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1.2.10 OSCILAGCOES FORCADAS E RESSONANCIA

Como ja foi analisado anteriormente, em um oscilador amorte-
cido, a energia diminui com o tempo, em virtude da interagao
do oscilador com o meio no qual esta se movimentando. Porém,
é possivel compensar essa perda de energia aplicando uma for-
ca externa, de tal maneira que ela realize um trabalho positivo.
A proposta € ajustar o sistema, de modo que o bloco fique osci-
lando ininterruptamente.

A Figura 1.25 mostra o oscilador amortecido analisado an-
teriormente junto a um agente externo, fornecedor da forca
necessaria para compensar a perda de energia, decorrente do
amortecimento. O agente externo é composto por um eletroima
de maneira que, quando o bloco estd se movimentando para
baixo, fecha-se o contato que estd ao lado do bloco. Nesse ins-
tante, o eletroima é acionado, gerando um puxao na linha, res-
tituindo, assim, a energia dissipada naquela oscilacao.

. .
N

+
Eletroima T
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Do exemplo anterior, € possivel acrescentar energia ao sis-
tema, por meio de uma forca que opere na direcdo do movimen-
to oscilatorio.

Para podermos fazer uma andlise do ponto de vista mate-
matico, vamos supor que essa forca externa F,,; seja aplicada
harmonicamente no tempo da forma

F

L = I cosm,t

onde F, é uma constante e w, a frequéncia angular da forca
externa, que nao esta relacionada com a frequéncia angular do
sistema ®,.

No caso, o objeto de massa M, ligado a mola de constante
k, esta submetido a forca de amortecimento e a forca externa.
Aplicando a segunda lei de Newton, temos

ZF:Ma
F+F, +F,, =Ma

ext
—kx —bv+F, cos(met) = Ma

2
—kx — bd—x +F, cos(met) = Md—x
dt dat®
d’x ldx 9

it
a2 tdt °

F
X = Mocos(wet) (1.28)

A solucao desta equacdo diferencial possui duas compo-
nentes, uma chamada de transitéria e outra de estacionaria.
A componente transitéria da solucdo é similar a do oscilador
amortecido

x(t) = x,,e""**cos(wt + ) (1.29)

Nela, as constantes x,, e ¢ dependem das condi¢oes ini-
ciais. Apos certo tempo transcorrido, esta parte da solucdo
se torna desprezivel, ja que, como foi observado na Figura
1.24, a amplitude diminui exponencialmente com o decor-
rer do tempo, ficando assim s6 a parte estacionaria, a qual
nao depende das condicdes iniciais e apresenta a seguinte
forma:

x(t) = 2, cos(®t — @) (1.30)
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Nessa expressdo a amplitude x,, € dada por

%
2_ 2y [b®
(0 —) +(e

e a constante de fase ¢

% (1.32)
M(w; - ;)

e

tano =

A Figura 1.26 mostra a curva da posicao em funcido do tem-
po de um sistema em movimento oscilatorio for¢ado. No inicio
da oscilagdo é observada a fase transitéria e, apds certo tempo,
a fase estacionaria. O movimento estaciondrio é independente
das condicoes iniciais, dependendo somente dos parametros do
sistema e, obviamente, da forca aplicada. J4 o movimento tran-
sitério depende das condic¢Oes iniciais.

Figura 1.26

Transitoria

Estacionaria

/\/\/\/\/\/\/\ A AN
VR Aaaaaaa

Das equacoes anteriores, pode-se concluir:

e (O sistema oscila com a frequéncia w, da forca externa e ndo
com a sua frequéncia natural ®,;

e O movimento ndo é amortecido, ja que a amplitude x, é
constante no tempo;
e x,depende da frequéncia da forca externa e tem seu valor
2

Lo b
maximo quando 0)5 = 0)3 -
2M
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Para valores pequenos de a frequéncia o, é aproxi-

madamente igual a frequéncia natural do oscilador. Entédo, se
diz que a forca exterior esta em ressonancia com o oscilador.
Nessa situacao, @ =T 5 -

A Figura 1.27 mostra a representacido grafica da amplitude
em funcio da frequéncia de um oscilador amortecido sob in-
fluéncia de uma forca externa periddica. Quando a frequéncia
da forga externa € igual a frequéncia natural do sistema, acon-
tece a ressonancia. A forma da curva da ressonancia depende
do valor do coeficiente de amortecimento b.

--------------- b=0,4kg/s
________ b=1,5kg/s
—b=3,0kg/s

Amplitude

Frequéncia ()

Em geral, quando um objeto € excitado por alguma influén-
cia externa em sua frequéncia natural, da-se a ressonancia. No
caso, o objeto vibra nessa frequéncia com amplitude maxima,
limitada s6 pelos amortecimentos.

Criancas brincando no balanco, apesar de nunca terem
ouvido falar de ressonancia, sabem muito bem como usi-la,
isto é, durante o movimento de vai e vem, sabem qual é o mo-
mento certo de dobrar o corpo para aumentar a amplitude do
movimento.

O corpo de um instrumento musical, um violdo, por exem-
plo, é uma caixa de ressonancia. As vibracoes da corda entram
em ressonancia com a estrutura da caixa de madeira, que “am-
plifica” o som e acrescenta varios harmonicos, dando o timbre
caracteristico do instrumento.

Figura 1.27
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Figura 1.28
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
ELASTICIDADE

1) Uma barra de aco, com 50 mm de diametro e 70 cm de
comprimento, é tracionada por uma carga normal de 40 kN,
como mostrado na Figura 1.28.

Determinar a tensao, o alongamento e a deformacao da barra.

40 kN
40 kN
Solugdo:
a) A tensdo por tracdo serd
F F 4-10*N
O=—=—7F= 03 ~=20,4-10°N/m”
A mR* w(25-10m)

b) Calculamos o alongamento segundo a férmula

=2

F
_
AL
= A
O médulo de Young do aco é de 200 GPa

ok (20,4-106N/m2)(0,7m)
E 200-10° Pa

AL =0,07-107m = 0,07 mm
a) A deformacdo da barra serd

AL _0,07-107m
L 0,7m

(0]

=0,1-107=0,01%
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2) Em uma barra de seccdo transversal quadrada é aplicada
uma forca de 500 N como mostrado na Figura 1.29. Deter-
minar a tensdo de tracdo e a tensdo de cisalhamento que
atuam no material (a) no plano da seccao a—a e (b) no pla-
no da seccio b-b.

a b:
500 N
D — \60° ) 50 mm
a b
Solugado:
a) No plano a-a
A tensdo de tracio serd
F 500N
=—=———35-= 200.000Pa = 200kPa
A (0,05m)
A tensao de cisalhamento se deve as for¢as tangenciais
atuando na superficie do plano. No caso do plano a—a
todas as forcas atuantes sao de tracdo, ndo tendo ne-
nhuma forca tangencial, portanto Fj, =0
F
1= =0
A
b) No plano b-b

Se a barra for seccionada ao longo de b-b, o diagra-
ma de corpo livre serd como o mostrado na Figura
1.30. Nesse caso, tanto a forca normal 7 como a for-
ca tangencial de cisalhamento V' atuardo sobre a area
seccionada.

Para calcular a tensao de tracdo e cisalhamento, calcu-
lamos primeiramente os valores das forcas 7 e V, utili-
zando como referéncia os eixos de coordenadas x’ e /.

Figura 1.29
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Figura 1.30

ZFZ/’ =0
7 —500c0s30° =0

7 =500cos30°
n =433N

SF,.=0
V —500sen30° =0

V =500sen30°
V =250N

Para calcularmos as tensoes de tracdo e de cisalhamento
precisamos calcular a area do plano da seccao b—b

Figura 1.31

50 mm

Area=A=n-b=(0,0577m)(0,05m)
A=289-10"m?

A tensao de tracao serd

o=N__ 438N _ic0ipa

A 2,89-10°m?
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e a tensao de cisalhamento

‘C—V ﬂ:S’?kPa

T A 289.10°m?

3) Um quadro muito grande, com massa de 15 kg, esta pendu-
rado em uma parede por um fio de aco de 1,2 m de compri-
mento e 1,2 mm de didmetro, como mostra a Figura 1.32.
(Médulo de Young do aco E = 200 - 10” Pa.)

a) Qual é o alongamento do fio de aco?

b) Se o comprimento do fio for duplicado, qual sera o novo
alongamento?

€ > Figura 1.32
05m

Solugado:

a) Em virtude do peso do quadro, os fios AB e BC, mos-
trados na Figura 1.33, estdo submetidos a uma forca de
tracdo, sofrendo assim, cada um deles, um determina-
do alongamento.

Figura 1.33
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Calculamos 6 usando o tridngulo ABO

0 =cos™! 051 33,6°
0,6

)

Para o célculo do alongamento dos fios AB e BC é necessa-
rio conhecer a forca de tracdo F'. Usando o diagrama de equili-
brio do ponto B, calculamos F'.

Figura 1.34

LF,=0

2Fsen0—-mg=0

po Mg _ 15kg-9,8m/s”
2sen® 2 -sen33,6°

F=132,8 N

No célculo do alongamento do fio AB, usamos a equacao

oL, FL FL

AL — (0] — (0] — (0]
ABT B T AE nr?E
AL, 132,8N - 0,6m

 1(0,6-10°m)? (200-10° Pa)
AL,; =0,35-10"m

AL 5 = 0,35 mm

Assim, o alongamento total serd

AL =0,70mm
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b) Se o comprimento total do fio for duplicado, o compri-
mento do fio AB serd 1,2 m e, portanto,

0 =cos™! 051 _ 65,4°
1,2

)

mg  (15kg)(9,8m/s)

- 2send 2 - sen6b,4

80,8N-1,2m
n(oxylo—SIn)2(200-109Pa)

ALAB =
AL, =0,43-10" m
AL ,p =0,43mm

Neste caso, o alongamento total sera

AL = 0,86 mm

=80,8N

OSCILACOES

4) Escrever a equacdo da curva mostrada na Figura 1.35.

t(s)

Solugado:
Escrevemos a equacao segundo a expressao

x(t) = z,,cos(at + @)

Figura 1.35

47



48 Fisica com aplicacao tecnoldgica - Volume 2

5)

Do grafico, podemos identificar alguns termos da expressao
* Amplitude maxima x,, = 10 cm
e PeriodoT=2,3-03—->T=2s
N 2n 2m
e Frequéncia angular o = T = > —ow=mnrad/s

e (Constante de fase ¢

Parat=0s,x=5cm

x(t) = z,,cos(at + @)

5=10cos(o)
5
cos() = 0
_T
® 3

Assim a equacao da curva sera:

x(t) = IOCOS(TC t+g)cm

Uma mola é esticada até que seu comprimento aumen-
te 5 cm. Logo é liberada, podendo oscilar livremente, de
maneira que ela realiza 30 oscilacoes a cada 5 segundos.
Determinar:

a) aequacao do movimento;
b) a posicdo apés 10 segundos de iniciado o movimento e

c¢) o tempo que demora para atingir a posicdo de equili-
brio desde seu ponto de maximo afastamento.

Solugdo:

a) Como aposicao inicial em ¢ = 0 s coincide com o desloca-
mento maximo, a constante de fase sera nula; portanto,
a equacdo do movimento procurada serd da forma

x(t) =x,,cos(wt)

x,, =5cm
_ 2_n _onf = om 30ciclos
T 5s

ow=12nrad/s
x(t) =5cos(12nt)cm
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b) Aposicioem{=10s
x(t =10 s)=5cos(12r-10)cm
x(t) =5cm
¢) Posicdo de equilibrio x = 0
x(t) = 5cos(12nt)
0= 5cos(127ct)
1om ="
2

t=0,042s

Determinar a velocidade e a aceleracdo em ¢ = 0 s de um
corpo ligado a uma mola cujo movimento € descrito pela

equacdo x(t)=0,3cos| 2¢ +% cm.

Solugado:

Obtemos a velocidade derivando a expressdao da posicdo
em relacao ao tempo

o(t)= ax@) _ —9.0,3sen| 2+ &
dat 6

v(t) =—-0,6sen| 2t + %J
emt=0s

U(t) = —0,6sen| 2t + %)

v(t) = -0,6sen g)

v(t)=-0,3m/s

Obtemos a aceleracdo derivando a velocidade em relacao
ao tempo

du(t
-0

a(t) = —1,200s(2t + g)

- —2-0,6005(2t+%)

Emt=0s

alt)= _1,2(;03(%)

a(t)=-1,04m /s>
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7) Uma particula com massa m = 0,1 kg oscila com movimento
harmoénico segundo a expressdo z(t) = 0,2cos(2nt)m.

a) Calcular a energia mecanica da particula.

b) Representar graficamente a energia cinética e poten-
cial da particula.

Solugdo:

a) Calculamos a energia mecanica de um oscilador har-
monico, usando a expressao:
2
kax,,

E, =—2m
M= 9

Onde

k=mwo®=0,1(21)% =3,95N/m

K 2
By = 3950027 _ g 479,
2 2
b) Calculamos as energias cinética e potencial segundo as
expressoes:
2
muv )
E. = kx
dx(t
v="00 g amsenem)  r(r)=0,2c08(2m)
2 2
O,l-[—0,41tsen(21tt)] _ 3’95'[0’2%5(27“)]
2
9 3 2
By = 0,079 sen (2nt)] I Ep =0,079] cos(2nt) | J
0.08 0.08
0.06 0.06
% 0.04 0.04
0.02 0.02
0.00 0.00
00 0.1 02 03 04 05
Tempo (s) T/2




8) Uma lampada pendurada do teto de uma igreja se encontra

9)
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a 2 m do chao. Observa-se que a lampada oscila levemente
com uma frequéncia de 0,1 Hz. Qual € a altura do teto?

Solucgado:

Para obter a altura do teto € necessario calcular o compri-
mento L por meio da relagao

T=21t\/Z
g

Calculamos o periodo:

_1_ 1
J 01
T =10s
Logo
72 9,8m/s%(10s)”
L=g—= 2
4n 47
L =24,82m

A altura do teto serd h = 24,82+ 2
h =26,82m

Calcular o periodo de oscilacdo de um péndulo simples de
50 cm de comprimento no planeta Marte, supondo que o

51
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Figura 1.38
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10)

peso de um objeto nesse planeta é 0,4 vezes o seu peso na
Terra.

Solugdo:

Como o peso em Marte é 0,4 vezes o peso na Terra, entao

IMarte = 0,4 ITerra = 0’4(9’8In/82)

m
IMarte = 5 928_2

Assim,
T=2n L =2r 0,5m2
IMarte 3,921‘(]/8
T=224s
Um péndulo fisico é composto por um disco preso a uma

haste uniforme, como mostrado na Figura 1.38. O disco
uniforme possui um raio 7; = 10 cm e massa M,; = 300 g en-
quanto que a haste tem comprimento L;, = 30 cm e massa
my, = 200 g.

Qual é o periodo de oscilacdo desse péndulo fisico?

]

Solugdo:

Calculamos o periodo de oscilacdo de um péndulo fisico
usando a relacdo

I
mgd

T=2m
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onde I é o momento de inércia do péndulo em torno do
eixo de rotacdo, m a massa total e d a distancia do eixo de
rotacdo ao centro de massa do sistema disco—haste.

O momento de inércia do disco com eixo de rotacdo no cen-
tro de massa é

M cﬁ”dz
I cm(disco) ~ 9

ja o momento de inércia do disco em torno do eixo de rota-
¢ao, localizado no extremo da haste, é calculado usando-se
o teorema dos eixos paralelos

[=1,,+Mh?*
Mdrj 2
Lgisco = T+Md (Td +Lh)

O momento de inércia da haste com eixo de rotacdo que
passa pelo centro de massa é

2
I my, L,

cm(haste) — 12

e o momento de inércia da haste em torno do eixo de rota-
¢a0 no extremo €, segundo o teorema dos eixos paralelos,

[=1,, +Mr*
2
m, 12 L
Lo = —20 o, | =2

haste 12 h 9
2
I _my L,

haste — 3

O momento de inércia total do péndulo fisico é a soma dos
momentos de inércia do disco e da haste em torno do eixo
de rotacao

I= Idisco + [haste

2 2

= M;Td My (ry+ 1) + m’;Lh
2 2
I= —(O’S)S’l) +(0,3)(0,1+0,3)° + —(0’2);0’3)

[ =0,056kg.m>
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Agora, calculamos a distancia entre o eixo de rotacido e o
centro de massa do sistema disco—haste, usando a relacdo

_ Myly +my,l,
- M, +my,

onde [; = (Td +Lh) =0,4mel, = L% =0,15m sao as dis-

tancias entre o eixo de rotacdo e os centros de massa do
disco e da haste, respectivamente.

_(0,3)(0,4)+(0,2)(0,15)
- 0,3+0,2
d=0,3m

O periodo de oscilacdo do sistema disco—haste sera

T=2m !
mgd
\’ Md+mh
0,056
I'=zn (0,5)(9,8)(0,3)
T=123s

11) Um péndulo de 1 m de comprimento € solto desde um an-
gulo inicial de 15°. Apés 1.000 s a amplitude do péndulo se
reduz a 5°, em decorréncia do atrito com o ar. Calcular o
valor de b/2 m.

Solugdo:

Sabemos que a amplitude de uma oscilacio amortecida va-
ria segundo a relagao

7 e—z:/21

om t x

Dos dados do problema, temos x,,, = 156°,t = 1.000 sex ", = 5°



12)
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b 1 5
—  =———— In| —
om . 1.000 (15)

i=1,1-10—3s
2m

Um bloco de 5 kg esta preso em uma das extremidades
de uma mola de constante elastica k = 125 N/m. O bloco
é puxado da sua posicdo de equilibrio em x = 0 m até x =
0,687 m e logo solto do repouso. O bloco se movimenta com
oscilacao amortecida ao longo do eixo . A forca de amorte-
cimento é proporcional a velocidade. Quando o bloco volta
parax = 0 m, a velocidade é -2 m/s e aceleracdo 5,6 m/s2.

a) Calcular o médulo da aceleracido do bloco apés ser libe-
rado em x = 0,687 m.

b) Calcular o coeficiente de amortecimento b.

¢) Determinar o trabalho realizado pela forca amortece-
dora durante o trajeto x = 0,687m até o = 0.

Solugado:

a) A equacao diferencial do movimento harménico simples
amortecido é segundo a equacdo (1.25).

2
d—x+kﬂ+mgx=0
a2 tdt
onde Bz—
M =1
d*r bd
ar. > x+mg‘x=0
dr? M dt
d2
Sabemos que a=2T o logo
di? dat

b
a+—v+ m(z)x =0
M
Quando x = 0,687 m a velocidade v = 0; assim, temos

a=-oix

k
a=-—x
M
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a:—@0,687m
5kg

a=-17,18
S

b) Dos dados do exercicio sabemos que x = 0m, v = —2 m/s
ea =b5,6m/s

a+£v+w§x=0
M

S5kg

= 56m/s®
(-2m/s)

b=14kg/s

¢) Na posicao x = 0,687 m temos

ka®
E=E,+E, :0+Tm
2
5 = 125(0,687)
2
E, =295]

e na posicdox = 0 m
2

Ey=E,+E,=""—+0
_o9\2

g, 32
2

O trabalho realizado sera

T=-19,56J
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EXERCICIOS COM RESPOSTAS
ELASTICIDADE

D

2)

3)

Dois fios metdalicos feitos de materiais A e B tém seus
comprimentos e diametros relacionados por Ly = 2 Lg e
D, =4 Dg. Quando os fios estdo submetidos a mesma for-
ca de tracdo, a relacdo entre os alongamentos é AL,/ALp
=1/2. Qual € a relacdo entre os médulos de Young de am-
bos E/Eg?

Resposta: 1/4.

Um cabo de aco com seccéo transversal de 5 cm? é utilizado
para levantar um elevador de 800 kg. Qual é a aceleracdo
maxima que pode ter o elevador, de tal maneira que a ten-
sao ¢ nao exceda 1/3 do limite elastico? (limite elastico =
2,4 - 108 N/m?).

Resposta: 40,2 /s>,

Duas barras cilindricas feitas de um mesmo material, com
médulo de Young E = 2,6 - 107 N/cm?, estdo sob a acdo de
uma forca F = 7 - 10* N, como mostrado na Figura 1.38.
Calcular o didmetro dy da barra cilindrica externa, de tal

maneira que o alongamento total de ambas as barras seja
1,25 mm.

Resposta: dy = 2,21 cm.

Figura 1.39
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Figura 1.40

Figura 1.41
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4) Um fio de aluminio e outro de aco, ambos com diametros

5)

iguais, estdo unidos por uma de suas extremidades, como
mostrado na Figura 1.40. No fio composto é suspenso um
peso P. Calcular:

a) a relacdo entre seus comprimentos, de maneira que
ambos possuam a mesma elongacao;

b) atensdo de tracdo ¢ que atua sobre cada fio se o fio de
aluminio tiver 0,8 m de comprimento e o alongamento
de cada um for 2 mm.

Respostas: a) Ly = (7/20) Ly b) 6, =17,5 - 10° N/m?, 6,
=175 10" N/m?.

Na Figura 1.41, o fio metélico A tem um comprimento inicial de
10 m, seccéo transversal 4 mm? e médulo de Young E = 101" N/
m?. O peso da esfera é 10° N e o sistema estd em equilibrio.
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a) Calcular o alongamento do fio A.

b) Se o fio B for solto, qual serd o alongamento do fio A
quando o corpo estiver na posicdo mais baixa do seu
movimento?

Respostas: a) 0,0313 m; b) 0,363 m.

6) Uma barra metalica uniforme de 80 kg de massa e 3,5 m de
comprimento € suspensa por um cabo de aco, de acordo
com a Figura 1.42. O sistema estd em equilibrio estatico se
6 = 60°. Calcular:

a) aforca de tracdo no cabo e a forca de atrito;

b) a seccdo transversal do cabo, de tal maneira que nao
ultrapasse o limite de linearidade (3,6 - 10® Pa) e

¢) o alongamento AL se o comprimento inicial do fio for L
=5m e o médulo de Young for E = 20 - 10'° Pa.

Figura 1.42

35m

220

Respostas: a) 2,6 - 10°N; 2,3 - 10°N; b) 7,25 mm?; ¢) 9 mm.

OSCILACOES

7) Um objeto com movimento harmoénico simples tem um des-
locamento maximo de

0,2mem ¢ = 0 s, e realiza oito oscilacdes em um segundo.

a) Encontrar os tempos para as posicdes 0,1 m; O m; - 0,1
m e — 0,2 m, com referéncia ao ponto de equilibrio, no
inicio do movimento.

b) Quais sdo as velocidades nesses pontos?
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8)

9)

Respostas: a) 0,02 s, 0,031 s, 0,042 s, 0,0625 s;
b) =8,70 m/s, —10,05 m/s, —8,70 m/s, 0.

Um objeto realiza um movimento harmoénico simples, com
uma frequéncia de 10 Hz e velocidade maxima de 3 m/s.
Qual é a amplitude do movimento?

Resposta: 0,048 m.

A frequéncia de uma particula que oscila no extremo de
uma mola é de 5 Hz. Qual é a aceleracido da particula quan-
do o deslocamento é 0,15 m?

Resposta: =148 m/s>.

10) Um objeto, unido a extremidade de uma mola, realiza um

movimento harmoénico simples. Sua velocidade maxima é
de 3 m/s e sua amplitude de 0,4 m. Qual é o deslocamento
quando a velocidade é 1,5 m/s?

Resposta: 0,35 m.

11) Uma particula de 0,5 kg unida no extremo de uma mola tem

um periodo de 0,3 s. A amplitude do movimento é de 0,1 m.
a) Qual é a constante da mola?

b) Qual é a energia potencial armazenada na mola no des-
locamento maximo?

¢) Qual é a velocidade maxima da particula?

Respostas: a) 219,10 N/m; b) 1,096 J; ¢) 2,09 m/s.

12) Um objeto com massa de 10 g realiza um movimento har-

monico simples, com amplitude igual a 24 cm e periodo 4 s.
Se o deslocamento em ¢ = 0 s é 24 cm, calcular:

a) aposicao do objeto no instante t = 0,5 s;

b) aintensidade e direcédo da forca que atuam sob o objeto
quandot =058, e
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c) o tempo necessario para que o objeto se desloque da
posicao inicial x = 24 cm até o ponto de elongacao x =
-12 cm.

Respostas: a) 0,17m; b) —4,2 - 10°N; ¢) 1,33 s.

13) Um objeto de 4 kg, no extremo de uma mola, em posicdo
vertical, puxa a mola 16 cm a partir da posicdo de equili-
brio. Se no lugar do objeto de 4 kg for colocado outro de 0,5
kg e posto em movimento harmonico simples, qual sera o
periodo de oscilacao desse sistema?

Resposta: 0,28 s.

14) Uma das extremidades de um diapasdo executa um mo-
vimento harmonico simples com uma frequéncia de 1.000
oscilacoes por segundo e amplitude de 0,4 mm. Calcular:

a) avelocidade e a aceleracdo maxima do extremo do dia-
pasao e

b) a velocidade e a aceleracdo do extremo do diapasio
para um deslocamento de 0,2 mm.

Respostas: a) 2,51 m/s, —15,8 m/s%; b) 2,17 m/s, — 8.223 m/s°.

15) Um oscilador harménico simples encontra-se em um deter-
minado instante de tempo na posicao igual a terceira parte
da sua amplitude. Determinar, para esse instante, a relacdo
entre a energia cinética e a energia potencial £, /E,,.

Resposta: 8.

16) Depois de pousar em um planeta desconhecido, um as-
tronauta constréi um péndulo simples de 50 cm de com-
primento. Ele verifica que o péndulo simples executa 100
oscilacdes em um tempo de 136 s. Qual é o valor da acele-
racdo da gravidade nesse planeta?

Resposta: 10,8 m/s?.

17) Calcular o periodo de oscilacdo de um péndulo simples de
100 cm de comprimento localizado em um planeta desco-
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nhecido. O peso dos objetos nesse planeta é 0,6 vezes o
peso da Terra.

Resposta: 2,569 s.

18) Supondo que a aceleracdo da gravidade na superficie da
Lua seja 1,67 m/s%, e que um relégio de péndulo, ajustado
para trabalhar na Terra, seja transportado até a Lua, que
porcentagem de seu comprimento na Terra devera ter o
novo péndulo na Lua para que o rel6gio mantenha seu fun-
cionamento?

Resposta: 17%.

19) Para medir o tempo, construimos um relégio de péndulo
que é formado por uma bola metalica e uma corda. Faze-
mos o péndulo oscilar de maneira que a bola metalica gol-
peie laminas metalicas nos extremos de suas oscilacdes.
Supondo que o péndulo seja ideal,

a) Qual deve ser o comprimento da corda para que o inter-
valo entre os golpes nas laminas metalicas seja de 1 s?

b) Com o passar do tempo é muito provavel que a corda
fique esticada. O relégio se movimenta mais lenta ou
mais rapidamente?

Respostas: a) 0,993 m; b) lento.

20) Um péndulo fisico consiste em uma régua que oscila em
torno de um eixo, que passa por uma de suas extremidades
e é perpendicular ao plano de oscilacdo. A régua oscila com
um periodo 7' = 0,898 s. Qual é o comprimento da régua?

Resposta: 0,3 m.

21) Uma haste de comprimento L. = 1 m oscila em torno de
um eixo que se encontra a uma distancia L/4 da metade da
haste. Qual é o periodo de oscilacdo desse péndulo fisico?

Resposta: 1,63 s.

22) Um péndulo fisico consiste de uma esfera soélida, com raio
de r, = 5 cm e massa



Elasticidade e oscilacdes

M, =200 g, presa a uma haste uniforme, com comprimento
L;, =50 cm e massa

my, = b0 g, como mostrado na Figura 1.43.

a) Calcular o momento de inércia em torno da articulacao
(pivo);

b) calcular a distancia entre o ponto de pivo e o centro de
massa do péndulo fisico e

¢) determinar o periodo de oscilacdo do péndulo.

Respostas: a) 0,065 kg/m* b) 0,49 m; ¢) 1,46 s.

23) Uma placa retangular possui lados de comprimento a = 30

cm e b =40 cm. A placa é suspensa por um pivd que passa
por um pequeno furo, a uma distancia d = 15 cm do seu
centro de massa, como mostrado na Figura 1.44. Se colo-
carmos a placa para oscilar em pequenos angulos, qual sera
o periodo de oscilacdo?

Resposta: 1,75 s.

Figura 1.43

Figura 1.44
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Figura 1.45
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24) Um aro suspenso numa haste, como ilustrado na Figura

1.45, oscila como um péndulo em MHS de pequenos angu-
los com um periodo 7' = 1,565 s. Calcular o raio do aro.

Resposta: 0,3 m.

25) Um péndulo simples, ajustado para ter um periodo de 2,0

s, é colocado em movimento. Apés 20 minutos, a amplitu-

de do péndulo diminui para % do valor inicial. Se o mo-

vimento do péndulo pode ser representado pela equacao
t

e:eoe‘ﬁ cos(2mnft ), qual é o valor de 1/21? (considere
e % =1/4).

Resposta: 1,2 107 kg/s.

26) Um corpo de 50 g estd preso na extremidade de uma mola de

constante elastica 25 N/m. O deslocamento inicial é igual a
0,3 m. Uma forca de amortecimento da forma —bwv atua sobre
0 corpo, e a amplitude do movimento diminui de 0,1 m em 5
s. Calcule o médulo da constante de amortecimento b.

Resposta: 0,022 kg/s.

27) Um oscilador harmdnico amortecido consiste de um bloco

de massa 1 kg, uma mola de constante elastica 5 N/m e uma
forca de amortecimento da forma —bv, em que b = 200 g/s.
O bloco € puxado para baixo 5 cm da sua posicao de equili-
brio, e depois liberado.

a) Qual é o tempo necessario para que a amplitude da os-
cilacdo diminua a metade do seu valor inicial?
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b) Qual é o numero de oscilacoes efetuadas pelo bloco
nesse tempo?

Respostas: a) 6,93 s; b) 2,46 oscilacoes.
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