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PREFACIO DA TERCEIRA EDICAO

Durante as duas décadas desde o aparecimen-
to da segunda edicao desta obra, ocorreram mu-
dancas substanciais no curso da matematica e do
tratamento de sua histéria. Dentro da matemati-
ca, resultados notaveis foram alcancados por uma
mistura de técnicas e conceitos de areas de espe-
cializacdo anteriormente distintas. Historia da ma-
tematica continuou a crescer quantitativamente,
como observado no prefacio da segunda edicao;
mas aqui, também, houve estudos substanciais
que superaram a polémica da histéria “interna”
versus “externa” e combinaram uma abordagem
nova da matematica dos textos originais com as
ferramentas linguisticas, sociolégicas e econdmi-
cas adequadas do historiador.

Nesta terceira edicdo eu tentei novamente ade-
rir & abordagem de Boyer da histéria da matemati-
ca. Embora desta vez a revisao tenha incluido toda
a obra, as mudancas tem a ver mais com énfase
do que com contetido original, as excecodes obvias
sendo a inclusdo de novas descobertas desde o
aparecimento da primeira edicdo. Por exemplo, o
leitor encontrara maior énfase no fato de que li-
damos com um numero tado pequeno de fontes da
antiguidade; esta é uma das razdes para conden-
sar trés capitulos prévios tratando do periodo he-
lénico em um. Por outro lado, o capitulo tratando
da india e da China foram divididos, como o con-
teudo pede. H4 uma énfase maior na recorrente
influéncia mutua entre a matematica pura e apli-
cada, como exemplificado no capitulo 14. Alguma
reorganizacdo € devida a tentativa de salientar o
impacto da transmissdo institucional e pessoal de
idéias; isto afetou a maior parte dos capitulos re-
ferentes a épocas anteriores ao século dezenove.
Os capitulos que tratam do século dezenove foram

0s que menos foram alterados, ja que eu tinha fei-
to mudancas substanciais em parte deste material
na segunda edi¢do. O material do século vinte foi
dobrado, e um novo capitulo final trata das ten-
déncias recentes, inclusive solucoes de problemas
de longa data e o efeito dos computadores na na-
tureza das demonstragoes.

E sempre um prazer reconhecer aqueles que
sabemos ter tido impacto em nosso trabalho. Es-
tou muito agradecida a Shirley Surrete Duffy por
ter respondido judiciosamente a diversos pedidos
de conselhos referentes a estilo, mesmo nas ve-
zes em que existiam prioridades mais imediatas.
Peggy Aldrich Kidwell respondeu com precisao
infalivel minhas questoes referentes a certas fo-
tografias no National Museum of American His-
tory. Jeanne LaDuke imediatamente e de maneira
animada atendeu meus pedidos de auxilio, espe-
cialmente na confirmacao de fontes. Judy e Paul
Green podem nado perceber que uma conversacao
casual no ano passado me levou a reavaliar algum
do material recente. Eu obtive prazer e conheci-
mento especiais de diversas publicacdes recentes,
entre elas Klopfer 2009 e, de maneira mais relaxa-
da, Szpiro 2007. Muitos agradecimentos siao devi-
dos aos editores e a equipe de producdo da Jhon
Wiley & Sons que trabalharam comigo para tornar
esta edicao possivel: Stephan Power, o editor che-
fe, foi infalivelmente generoso e diploméatico em
seus conselhos; o editor assistente, Ellen Wright,
facilitou meu progresso pelos principais degraus
da criacdo do manuscrito; a gerente de producéo
chefe, Marcia Samuels, me deu instrucoes claras
e concisas, adverténcias e exemplos; Os editores
chefes de producdo Kimberly Monroe-Hill e John
Simko e a editora de texto, Patricia Waldygo, sub-



meteram o manuscrito a um exame detalhado me-
ticuloso. O profissionalismo de todo os envolvidos
forneceu um tipo especial de encorajamento em
tempos de crise.

Eu gostaria de fazer uma homenagem a dois
académicos cuja influéncia em outros nao deve-
ria ser esquecida. A historiadora do renascimento
Marjorie N. Boyer (Mrs. Carl B. Boyer) com bon-
dade e sabedoria cumprimentou uma jovem pes-
quisadora no inicio de sua carreira por uma pa-
lestra proferida em uma conferéncia sobre Leibniz
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em 1966. A breve conversa com uma completa
estranha teve muita influéncia sobre mim ao pon-
derar a escolha entre matematica e sua historia.

Mais recentemente, o falecido historiador de
matematica, Wilbor Knorr, deu um exemplo signi-
ficativo a uma geracao de académicos mais novos
ao se recusar a aceitar a nocao de que os autores
antigos ja foram definitivamente estudados por
outros. Deixando de lado o “magister dixit”, ele
nos mostrou a riqueza de conhecimento ao se pro-
curar os textos.

Uta C. Merzbach, Marco de 2010



PREFACIO DA SEGUNDA EDICAO

Esta edi¢do tras a uma nova geracdo e a um
espectro mais amplo de leitores um livro que se
tornou um padrao em seu assunto, apds seu apa-
recimento inicial em 1968. Os anos desde entdo
tém sido anos de interesse renovado e atividade
vigorosa na histéria da matematica. Isto tem sido
demonstrado pelo aparecimento de numerosas
publica¢des novas tratando de tépicos na éarea,
por um aumento no numero de cursos sobre his-
téria da matematica, e por um crescimento cons-
tante, em todos estes anos, do nimero de livros
populares dedicados ao tema. Ultimamente, o
interesse crescente na histéria da matematica se
refletiu em outros ramos da imprensa popular e
nos meios eletronicos. A contribuicdo de Boyer a
histéria da matematica deixou marcas em todas
essas atividades.

Quando um dos editores da John Wiley & Sons
me procurou, propondo uma revisdo desta obra
padrdo, concordamos logo que as modificacoes
do texto deveriam ser as menores possiveis e que
as alteracoes e adicoes a serem feitas deveriam,
tanto quanto possivel, acompanhar a orientacao
original de Boyer. Assim, os vinte e dois primeiros
capitulos foram deixados praticamente sem alte-
racdo. Os capitulos relativos ao século XIX foram
revistos; o ultimo capitulo foi aumentado e dividi-
do em dois. Em toda parte tentou-se manter uma
abordagem consistente dentro do volume e que
estivesse de acordo com o objetivo declarado de
Boyer de dar énfase maior a elementos histéricos
do que é usual em obras similares.

Asreferéncias e a bibliografia geral foram subs-
tancialmente revistas. Como esta obra foi desti-
nada a leitores da lingua inglesa, muitos dos quais
eram incapazes de usar as referéncias de Boyer a
obras em outras linguas, estas foram substituidas
por obras recentes em inglés. Recomenda-se po-
rém aos leitores que consultem também a Biblio-
grafia Geral. Vindo imediatamente apds as refe-
réncias por capitulo no fim do livro, contém obras
adicionais e outras referéncias bibliograficas, com
menos restricoes a lingua. A introducdo a biblio-
grafia fornece orientagcido geral para outras leitu-
ras agradaveis e para a resolucdo de problemas.

A revisao inicial, que apareceu dois anos atras,
foi destinada a uso em classe. Os exercicios en-
contrados 14 e na edicdo original foram abandona-
dos nesta edigdo, dirigida a leitores fora de salas
de aula. Os usuarios deste livro interessados em
exercicios suplementares podem consultar as su-
gestoes na Bibliografia Geral.

Exprimo minha gratidao a Judith V. Grabiner e
Albert Lewis por numerosas criticas e sugestoes
uteis. Tenho o prazer de reconhecer a excelente
cooperacao e ajuda de varios profissionais da Wi-
ley. Devo agradecimentos sem medida a Virginia
Berts por emprestar sua visdo num momento cri-
tico da preparacao deste texto. Finalmente, devo
agradecer a numerosos colegas e estudantes que
me comunicaram suas opinides sobre a primeira
edicdo. Espero que encontrem resultados benéfi-
cos nesta revisao.

Uta C. Merzbach
Georgetown, Texas
Margo de 1991






PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

Numerosas histérias da Matematica aparece-
ram durante este século, muitas delas em inglés.
Algumas sao muito recentes como A History of
Mathematics, de J.F.Scott' ; uma nova producao
neste campo deveria, portanto, ter caracteristicas
nao existentes nos livros disponiveis. Na verdade,
poucas das histérias publicadas sdo livros didati-
€os, a0 menos nao no sentido que tem essa ex-
pressao nos Estados Unidos, e a History de Scott
nao é um desses. Pareceu-me, pois, que havia lu-
gar para um livro novo, um que satisfizesse melhor
as minhas preferéncias e talvez as de outros.

A History of Mathematics, em dois volumes,
de David Eugene Smith? , foi de fato escrita “a fim
de fornecer um texto de histéria da matematica
elementar que pudesse ser usado por professores
e estudantes”, mas cobre uma drea ampla demais
em um nivel matematico demasiado elementar
para a maior parte dos cursos superiores moder-
nos, e faltam-lhe problemas de tipos variados. A
History of Mathematics, de Florian Cajori ® | é até
hoje um livro de referéncia muito util, mas que
nao se adapta a uso em aulas, nem tampouco o ad-
miravel The Development of Mathematics de E.T.
Bell* . Atualmente o mais bem-sucedido e apro-
priado livro didatico parece ser An Introduction
to Mathematics de Howard Eves® | que utilizei,
com grande satisfacdo, com pelo menos uma duzia
de cursos desde que apareceu, em 1953. Ocasio-
nalmente eu modifiquei a ordem dos tépicos no

1 Londres: Taylor and Francis, 1958
2 Boston: Ginn and Company, 1923-1925

3 Nova York: Macmillan, 1931, 2% edicaO

4 Nova York: MacGraw-Hill, 1945, 2 edicao

5 Nova York: Holt, Rinehart and Winston, 1964, edicao
revisada

livro, procurando alcan¢ar uma maior intensidade
de sentimento histérico, e suplementei o material
com mais referéncias as contribuicoes dos séculos
XVIIT e XIX, usando para isso principalmente A
Concise History of Mathematics de D.J. Struik® .

O leitor deste livro, seja ele leigo, estudante ou
professor de um curso de histéria da matematica,
verificara que o nivel de conhecimento matemati-
co pressuposto é aproximadamente o de um es-
tudante de curso superior de segundo ou terceiro
ano, mas o material pode também ser visto com
proveito por leitores que tenham preparo matema-
tico superior ou inferior a esse. Cada capitulo ter-
mina com um conjunto de exercicios que podem
ser classificados em linhas gerais em trés catego-
rias. Questoes de redacdo, cuja intencido € indicar
a habilidade do leitor em organizar e por em suas
proprias palavras o material discutido no capitulo,
sdo listados primeiro. Entdo, seguem exercicios
relativamente faceis que pedem as demonstracoes
de alguns dos teoremas mencionados no capitulo
ou sua aplicacao a situacoes variadas. Finalmente,
ha alguns exercicios marcados com estrela, que
ou sdo mais dificeis ou exigem métodos especia-
lizados que podem nao ser familiares a todos os
estudantes ou todos os leitores. Os exercicios nao
formam, de modo algum, parte da exposicdo geral
e podem ser desconsiderados pelo leitor sem per-
da de continuidade.

Aqui e ali no texto ha referéncias a notas de
rodapé, em geral de natureza bibliografica, e no
fim de cada capitulo ha uma lista de leituras suge-
ridas. Incluidas ai, ha algumas referéncias a vas-
ta literatura em periédicos do campo, pois nao €

6 Nova York: Dover Publications, 1967, 3* edicao
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cedo demais para que estudantes desse nivel co-
mecem a conhecer o rico material que se encontra
em boas bibliotecas. Bibliotecas menores podem
nao dispor de todas essas fontes de referéncias,
mas convém que um estudante saiba da existéncia
de dominios mais amplos de conhecimento fora de
sua universidade. Ha também referéncias a obras
em outras linguas que nao o inglés, apesar do fato
de que alguns estudantes, esperamos que nao
muitos, possam nao ser capazes de ler nenhuma
delas. Além de fornecer importantes fontes adi-
cionais para os que conhecem tais linguas, essas
referéncias podem ajudar a por fim ao provincia-
nismo linguistico que, como um avestruz, se refu-
gia na falsa impressao de que tudo que merece ser
lido apareceu ou foi traduzido em inglés.

Esta obra difere do texto mais bem-sucedido
disponivel até agora por aderir mais estritamente
a um arranjo cronolégico e por dar mais énfase a
elementos historicos. Ha sempre a tentacdo, numa
aula de histéria da matematica, de supor que a fi-
nalidade principal do curso é ensinar matematica.
Uma quebra dos padroes de rigor matematico é
entdo um pecado mortal, ao passo que um erro
histérico é venial. Tentei evitar essa atitude, e o
objetivo do livro € apresentar Historia da Matema-
tica com fidelidade nao s6 para com a estrutura
e exatiddo matematicas, mas também para com a
perspectiva e o detalhe histérico. Seria absurdo,
em um livro deste escopo, esperar que todas as
datas, bem como todas as casas decimais, estejam
corretas. Espera-se, porém, que as inadvertén-
cias que possam ter restado depois do estiagio de
correcao de provas nao fardo violéncia ao senso
histoérico, entendido de modo amplo, ou a uma vi-
sdo correta dos conceitos matematicos. E preciso
dar forte énfase ao fato de que esta obra, em um
unico volume, de modo algum pretende apresen-
tar o assunto completamente. Tal empreendimen-
to exigiria o esforco coordenado de uma equipe,
como a que produziu, em 1908, o quarto volume
da Vorlesungen tiber Geschichte der Mathema-
ttk, de Cantor, e levou a histéria até 1799. Em uma
obra de proporcoes modestas, o autor deve usar
critério na selecao do material a ser incluido, con-
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trolando relutantemente a tentacao de citar a obra
de todo matematico produtivo; raros leitores dei-
xardo de notar aqui algo que considerardao como
injustificavel omissdo. Em particular, o ultimo ca-
pitulo busca apenas indicar algumas poucas das
caracteristicas salientes do século XX. No campo
da histéria da matematica, talvez o que mais se
deva desejar é que apareca um novo Felix Klein
para completar, para o nosso século, o tipo de pro-
jeto que Klein tentou para o século XIX, mas nao
viveu o suficiente para concluir.

Uma obra publicada € até certo ponto como um
iceberg, pois 0 que se vé é apenas uma pequena
fracao do todo. Nenhum livro aparece sem que o
autor nele esbanje tempo e sem que receba encora-
jamento e apoio de outros, demasiado numerosos
para serem citados individualmente. No meu caso,
o débito comeca com os muitos estudantes inte-
ressados a quem ensinei historia da matematica,
principalmente no Brooklyn College, mas também
na Yeshiva University, Universidade de Michigan,
Universidade da Califérnia (Berkeley) e Univer-
sidade do Kansas. Na Universidade de Michigan,
principalmente gracas ao estimulo do Professor
Phillips S.Jones, e no Brooklyn College com o au-
xilio do Diretor Walter H. Mais e dos Professores
Samuel Borofsky e James Singer, eu as vezes tive
minha carga didatica reduzida para poder traba-
lhar nos manuscritos deste livro. Amigos e colegas
no campo da histéria da matematica, tais como o
Professor Dirk J. Struik do Massachusetts Insti-
tute of Technology, Professor Kenneth O. May da
Universidade de Toronto, Professor Howard Eves
da Universidade do Maine e Professor Morris Kli-
ne da New York University, fizeram muitas suges-
toes valiosas para a preparacao do livro, e essas
foram grandemente apreciadas. Material em livros
e artigos de outros foi livremente usado, com in-
suficiente reconhecimento, além de uma fria refe-
réncia bibliografica, e aproveito esta oportunidade
para exprimir a esses autores minha calorosa gra-
tidao. Bibliotecas e editores ajudaram muito, for-
necendo informacoes e ilustragoes necessarias ao
texto; em particular, foi um prazer trabalhar com a
John Wiley and Sons. A datilografia da coépia final,
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bem como de grande parte do dificil manuscrito gratiddo a uma esposa muito compreensiva, Dra.
preliminar, foi feita, com entusiasmo e cuidado Marjorie N. Boyer, por sua paciéncia em tolerar os
meticuloso, por Mrs. Hazel Stanley de Lawrence, problemas ocasionados pelo desenvolvimento de
no Kansas. Finalmente, devo exprimir profunda mais um livro dentro da familia.

Carl B. Boyer
Brooklyn, Nova York
Janeiro de 1968






PREFACIO

A matematica é um aspecto tinico do pensa-
mento humano, e sua histéria difere na esséncia
de todas as outras histérias.

Com o passar do tempo, quase todo campo
de esforco humano é marcado por mudancas
que podem ser consideradas como correcdo e/
ou extensdo. Assim, as mudancas na historia de
acontecimentos politicos e militares sdo sempre
cadticas; ndo ha como prever o surgimento de um
Géngis Khan, por exemplo, ou as consequéncias
do pouco duradouro Império Mongol. Outras mu-
dancgas sdo questdo de moda e opinido subjetiva.
As pinturas nas cavernas de 25.000 anos atras
sao geralmente consideradas como grande arte,
e, embora a arte tenha mudado continuamente
— até caoticamente — nos milénios subsequentes,
ha elementos de grandeza em todas as modas.
De maneira semelhante, cada sociedade conside-
ra seus proprios costumes naturais e racionais, e
acha os de outras sociedades estranhos, ridiculos
ou repulsivos.

Mas somente entre as ciéncias existe verdadei-
ro progresso; sO ai existe o registro de continuos
avancos a alturas sempre maiores.

E, no entanto, em quase todos os ramos da ci-
éncia o processo de avanco € tanto de correcdo
quanto de extensao. Aristételes, uma das maiores
mentes que ja contemplaram as leis fisicas, estava
completamente errado em suas ideias sobre cor-
pos em queda e teve que ser corrigido por Galileu
por volta de 1590. Galeno, o maior dos médicos da
antiguidade, nao foi autorizado a estudar cadave-
res humanos e estava completamente errado em
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suas conclusdes anatomicas e fisiol6gicas. Teve
que ser corrigido por Vesalius em 1543 e Harvey
em 1628. Até Newton, o maior de todos os cientis-
tas, estava errado em sua visdo sobre a natureza
da luz, a acromaticidade das lentes, e nao perce-
beu a existéncia de linhas espectrais. Sua obra
maxima as leis de movimento e a teoria da gravi-
tacdo universal, tiveram que ser modificadas por
Einstein em 1916.

Agora vemos o que torna a matematica Uni-
ca. Apenas na matematica ndo ha corre¢ao signi-
ficativa, s6 extensdo. Uma vez que os gregos de-
senvolveram o método dedutivo, o que fizeram
estava correto, correto para todo o sempre. Eu-
clides foi incompleto e sua obra foi enormemente
estendida, mas nido teve que ser corrigida. Seus
teoremas, todos eles, sdo validos até hoje. Pto-
lomeu pode ter desenvolvido uma representacao
errdnea do sistema planetario, mas o sistema de
trigonometria que ele criou para ajuda-lo em seus
calculos permanece correto para sempre.

Cada grande matematico acrescenta algo ao
que veio antes, mas nada tem que ser removido.
Consequentemente, quando lemos um livro como
Historia da Matemdtica temos a figura de uma
estrutura crescente, sempre mais alta e mais larga
e mais bela e magnifica e com uma base que € tao
sem mancha e tao funcional agora como era quan-
do Tales elaborou os primeiros teoremas geomé-
tricos, ha quase 26 séculos.

Nada que se refere a humanidade nos cai tao
bem quanto a matematica. Ai, e s6 ai, tocamos a
mente humana em seu apice.






APRESENTACAO

z

Uma boa Historia da Matemdtica é sempre
importante. Sdo muitas as Historias, ndo muitas as
que sdo boas. A de Boyer ja provou seus méritos.
Alguns comuns a todas as boas histérias, outros
que nao o sao, como a abrangéncia e a adaptabili-
dade ao ensino.

Cabe ressaltar a importancia que este texto ja
teve e deverd continuar a ter entre nos. Critica-
se frequentemente a cultura limitada de muitos
matematicos e estudantes de matematica, restri-
ta a aspectos da disciplina e de alguma aplicacao.

Uma primeira extensao cultural a recomendar se-
ria certamente pela via da Histéria. A histéria das
dificuldades, esforco, tempo envolvidos em toda a
evolucdo da matematica da a medida da grandeza
desta realizacdo humana. Nao deixa persistir a im-
pressao, que o ensino pode dar, de algo que caiu
do céu pronto e perfeito. Tudo, inclusive o que ja
nos parece trivial, agora que sabemos alguma coi-
sa, tudo custou esforco, erros, tentativas até que
um resultado fosse construido. E € a historia des-
se esforco permanente que se procura retratar.

FElza F. Gomaide
Sao Paulo, 1996
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VESTIGIOS

Trouxeste-me um homem que ndo sabe contar seus dedos?

Conceitos e relacoes

Os matematicos contemporaneos formulam
afirmacdes sobre conceitos abstratos que podem
ser verificadas por meio de demonstracdes. Por
séculos, a matematica foi considerada a ciéncia
dos numeros, grandeza e forma. Por esta razao,
aqueles que procuram os primeiros exemplos de
atividade matematica apontardo para resquicios
arqueolégicos que refletem a consciéncia humana
das operacoes numéricas, contagem ou padroes e
formas “geométricos”. Mesmo quando estes vesti-
gios refletem atividade matematica, eles raramen-
te evidenciam muito significado histérico. Eles
podem ser interessantes quando mostram que
pessoas em diferentes partes do mundo realizavam
certas acoes que envolviam conceitos que tém sido
considerados matematicos. Para que uma destas
acoes assuma significado histérico, entretanto,
procuramos por relacdes que indiquem que esta
acdo era conhecida por outro individuo ou grupo
engajado em uma acao relacionada. Uma vez que

Do Livro dos Mortos Egipcio

uma destas conexdes tenha sido estabelecida, a
porta se abre para estudos histéricos mais especi-
ficos, como os que tratam da transmissao, tradicao
e mudanca conceitual.

Em geral, os vestigios matematicos sdo en-
contrados no dominio das culturas primitivas,
o que torna a avaliacdo de seu significado ainda
mais complexa. Regras de operacdo podem existir
como parte de uma tradi¢do oral, muitas vezes na
forma musical ou de versos, ou eles podem estar
encobertos na linguagem da magica ou em rituais.
Algumas vezes, eles sdo encontrados em obser-
vacoes do comportamento animal, removendo-os
para ainda mais longe do dominio do historiador.
Enquanto os estudos da aritmética canina ou da
geometria das aves pertencem aos zoologistas, 0s
do impacto das lesdes cerebrais na consciéncia
numéricam pertencem aos neurologistas, e os de
encantamentos numéricos que curam, aos antro-
pologistas, todos estes estudos podem se mostrar
uteis aos historiadores da matematica sem ser
uma parte clara desta histoéria.
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A principio, as no¢des de nimero, grandeza e
forma podiam estar relacionadas com contrastes
mais do que com semelhancas — a diferenca en-
tre um lobo e muitos, a desigualdade de tamanho
entre uma sardinha e uma baleia, a dessemelhan-
ca entre a forma redonda da Lua e a retilinea de
um pinheiro. Gradualmente deve ter surgido, da
massa de experiéncias cadticas, a percepcdo de
que ha analogias: e dessa percepc¢do de seme-
lhancas em numeros e formas nasceram a ciéncia
e a matematica. As proprias diferencas parecem
indicar semelhancas, pois o contraste entre um
lobo e muitos, entre um carneiro e um rebanho,
entre uma arvore e uma floresta sugerem que um
lobo, um carneiro e uma arvore tém algo em co-
mum — sua unicidade. Do mesmo modo, se ob-
servaria que certos grupos, como 0s pares, po-
dem ser postos em correspondéncia biunivoca.
As maos podem ser emparelhadas com os pés, 0s
olhos e as orelhas ou as narinas. Essa percepcao
de uma propriedade abstrata que certos grupos
tém em comum e que nés chamamos “nimero”
representa um grande passo no caminho para a
matematica moderna. E improvavel que isso te-
nha sido descoberta de um individuo ou de uma
dada tribo; € mais provavel que a percepcéao te-
nha sido gradual, desenvolvida tdo cedo no de-
senvolvimento cultural do homem quanto o uso
do fogo, talvez ha 300.000 anos.

Que o desenvolvimento do conceito de niimero
foi um processo longo e gradual é sugerido pelo
fato de que certas linguas, o grego inclusive, con-
servaram na sua gramatica uma distincao tripartite
entre um, dois e mais de dois, a0 passo que a maior
parte das linguas atuais s6 faz a distincdo em “nu-
mero” entre singular e plural. Evidentemente, nos-
sos antepassados mais antigos, inicialmente, con-
tavam s6 até dois, e qualquer conjunto além desse
nivel era designado por “muitos”. Mesmo hoje,
muitas pessoas ainda contam objetos dispondo-os
em grupos de dois.

A ideia de ntumero finalmente tornou-se sufi-
cientemente ampla e vivida para que fosse sentida
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anecessidade de exprimir a propriedade de algum
modo, presumivelmente, a principio, somente na
linguagem de sinais. Os dedos de uma mao podem
facilmente ser usados para indicar um conjunto
de dois, trés, quatro ou cinco objetos, sendo que,
inicialmente, o nimero 1, em geral, ndo era reco-
nhecido como um verdadeiro “numero”. Usando
os dedos das duas méaos podem ser representadas
colecdes contendo até dez elementos; combinan-
do dedos das maos e dos pés pode-se ir até vin-
te. Quando os dedos humanos eram inadequados,
podiam ser usados montes de pedras para repre-
sentar uma correspondéncia com elementos de
outro conjunto. Quando o homem primitivo usava
tal método de representacao, ele frequentemente
amontoava as pedras em grupos de cinco, pois o0s
quintuplos lhe eram familiares por observacao da
mao e pé humanos. Como Aristételes observou ha
muito tempo, o uso hoje difundido do sistema de-
cimal é apenas o resultado do acidente anatdémico
de que quase todos nés nascemos com dez dedos
nas maos e nos pés.

Grupos de pedras sdo demasiado efémeros
para conservar informacao: por isso o homem pré-
-historico as vezes registrava um numero fazendo
entalhes em um bastdo ou pedaco de osso. Pou-
cos destes registros existem hoje, mas na Moravia
foi achado um osso de lobo jovem com profundas
incisdes, em nimero de cinquenta e cinco; esta-
vam dispostos em duas séries, com vinte e cinco
numa e trinta na outra, com os entalhes em cada
série dispostos em grupos de cinco. Foi determi-
nado que ele tem aproximadamente 30.000 anos.
Dois outros artefatos numéricos pré-histéricos fo-
ram encontrados na Africa: uma fibula de babui-
no com vinte e nove entalhes, que é de cerca de
35.000 anos atras, e o osso de Ishango, com exem-
plos do que parecem ser entradas multiplicativas,
datado inicialmente como tendo 8.000 anos, mas
atualmente com a idade estimada também em até
30.000 anos. Estas descobertas arqueolégicas for-
necem evidéncias de que a ideia de nimero € mui-
to mais velha do que se admitia anteriormente.
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Primeiras bases
numericas

Historicamente, contar com os dedos, ou a pra-
tica de contar por grupos de cinco e dez, parece
ter surgido mais tarde que a contagem por grupos
de dois e trés; entretanto, os sistemas quinario e
decimal quase invariavelmente substituiram o bi-
nario e o ternario. Um estudo de varias centenas
de tribos de indios americanos, por exemplo, mos-
trou que quase um terco usava a base decimal e
aproximadamente outro terco usava um sistema
quindrio ou quindrio-decimal; menos de um tergo
tinha um esquema bindrio, e 0s que usavam um
sistema ternario formavam menos de um por cen-
to do grupo. O sistema vigesimal, com base 20,
ocorria em cerca de 10 por cento das tribos.
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Do Coédex de Dresden, dos maias, exibindo ntimeros. A se-
gunda coluna da esquerda, de cima para baixo, contém os
nameros 9, 9, 16, 0, 0, que indicam 9 x 144.000 + 9 x 7.200
+ 16 x 360 + 0 + 0 = 1.366.560. Na terceira coluna estdao os
nameros 9, 9, 9, 16, 0 representando 1.364.360. O original é
nas cores preta e vermelha. (Tirado de Morley, 1915, p. 266).
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Um exemplo interessante de sistema vigesinal
é o usado pelos Maias de Yucatan e da América
Central. Este foi decifrado algum tempo antes que
o resto das linguas maias pudesse ser traduzido.
Em sua representacdo de intervalos de tempo
entre datas em seu calendario, os maias usavam
uma numeracdo com valor na posicdo, geralmen-
te com 20 como base primaria e 5 como auxiliar.
(Veja a ilustragao ao lado.) Unidades eram repre-
sentadas por pontos e cincos por barras horizon-
tais, de modo que o nimero 17, por exemplo, teria
a aparéncia = (ou seja, 3(5) + 2). Era usado um
arranjo vertical de posicao, com as unidades de
tempo maior acima; Portanto, a notacio E denota-
va 362 (ou seja, 17(20) + 12). Como o sistema era
principalmente para a contagem de dias em um
calendario que tinha 360 dias em um ano, a ter-
ceira posi¢ao em geral nao representava multiplos
de (20)(20), como em um sistema vigesimal puro,
mas (18)(20). Entretanto, além deste ponto, pre-
valecia novamente a base 20. Nesta notacdo posi-
cional, os maias indicavam as posi¢oes ausentes
pelo uso de um simbolo, que aparece em varias
fontes, e lembra um pouco um olho semiaberto

Assim, no esquema deles, a notacao £ £ denotava
17(20 - 18 - 20) + 0(18 - 20) + 13(20) + 0.

Linguagem Numeérica e
Contagem

Acredita-se, em geral, que o desenvolvimen-
to da linguagem foi essencial para que surgisse o
pensamento matemaético abstrato; no entanto, pa-
lavras que exprimem ideias numéricas apareceram
lentamente. Stnais para nimeros provavelmente
precederam as palavras para numeros, pois € mais
facil fazer incisdes em um bastdo do que estabele-
cer uma frase bem modulada para identificar um
nuimero. Se o problema da linguagem nao fosse tao
dificil, talvez sistemas rivais do decimal tivessem
feito maiores progressos. A base 5, por exemplo,
foi uma das que deixaram a mais antiga evidéncia
escrita palpavel; mas quando a linguagem se tornou
formalizada, a base dez ja predominava. As linguas
modernas sdo construidas quase sem excecao em
torno da base 10, de modo que o numero treze,
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por exemplo, ndo é descrito como trés e cinco e
cinco, mas como trés e dez. A demora no desen-
volvimento da linguagem para exprimir abstracoes
como o nimero também pode ser percebida no fato
de que as expressoes verbais numéricas primitivas
invariavelmente se referem a colecoes concretas
especificas — como “dois peixes” ou “dois bastoes”
— e, mais tarde, uma destas frases seria adotada
convencionalmente para indicar todos os conjun-
tos de dois objetos. A tendéncia da linguagem de se
desenvolver do concreto para o abstrato pode ser
percebida em muitas das medidas de comprimento
em uso atualmente. A altura de um cavalo € medida
em “palmos” e as palavras “pé” e “ell” (ou elbow,
cotovelo) também derivaram de partes do corpo.

Os milhares de anos que foram necessarios
para que o homem fizesse a distin¢ao entre os con-
ceitos abstratos e repetidas situacdes concretas
mostram as dificuldades que devem ter sido ex-
perimentadas para se estabelecer um fundamen-
to, ainda que muito primitivo, para a matematica.
Além disso, ha um grande ntimero de perguntas
nao respondidas com relacdo a origem da mate-
matica. Supde-se usualmente que o assunto surgiu
em resposta a necessidades praticas, mas estudos
antropolégicos sugerem a possibilidade de uma
outra origem. Foi sugerido que a arte de contar
surgiu em conexao com rituais religiosos primiti-
vos e que o aspecto ordinal precedeu o conceito
quantitativo. Em ritos cerimoniais representando
mitos da criacdo era necessario chamar os parti-
cipantes a cena segundo uma ordem especifica, e
talvez a contagem tenha sido inventada para re-
solver esse problema. Se forem corretas as teorias
que dao origem ritual a contagem, o conceito de
nuimero ordinal pode ter precedido o de niimero
cardinal. Além disso, tal origem indicaria a possi-
bilidade de que o contar tenha uma origem unica,
espalhando-se subsequentemente a outras partes
do mundo. Esse ponto de vista, embora esteja lon-
ge de ser estabelecido, estaria em harmonia com a
divisdo ritual dos inteiros em impares e pares, 0s
primeiros considerados como masculinos e os tlti-
mos, como femininos. Tais distin¢gdes eram conhe-
cidas em civilizacdes em todos os cantos da Terra,
e mitos relativos a nimeros masculinos e femini-
nos se mostraram notavelmente persistentes.
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O conceito de numero inteiro é o mais antigo
na matematica e sua origem se perde nas névoas
da antiguidade pré-historica. A nocao de fracédo
racional, porém, surgiu relativamente tarde e em
geral ndo estava relacionada de perto com os sis-
temas para os inteiros. Entre as tribos primitivas,
parece nao ter havido praticamente nenhuma
necessidade de usar fracdes. Para necessidades
quantitativas, o homem pratico pode escolher uni-
dades suficientemente pequenas para eliminar a
necessidade de usar fracoes. Portanto, nao houve
um progresso ordenado de fracdes bindrias para
quinarias para decimais, e o dominio das fracoes
decimais é essencialmente um produto da idade
moderna.

Relacoes Espaciais

Afirmacoes sobre a origem da matematica, seja
da aritmética, seja da geometria, sio necessaria-
mente arriscadas, pois os primérdios do assunto
sdo mais antigos que a arte de escrever. Foi so-
mente nos ultimos seis milénios, em uma carreira
que pode ter coberto milhares de milénios, que o
homem se mostrou capaz de por seus registros e
pensamentos em forma escrita. Para informacoes
sobre a Pré-histéria, dependemos de interpreta-
¢Oes baseadas nos poucos artefatos que restaram,
de evidéncia fornecida pela moderna antropologia,
e de extrapolacdo retroativa, conjetural, a partir
dos documentos que sobreviveram. O homem neo-
litico pode ter tido pouco lazer e pouca necessida-
de de medir terras, porém seus desenhos e figuras
sugerem uma preocupacao com relacoes espaciais
que abriu caminho para a geometria. Seus potes,
tecidos e cestas mostram exemplos de congruéncia
e simetria, que, em esséncia, sdo partes da geome-
tria elementar e aparecem em todos os continen-
tes. Além disso, sequéncias simples em desenhos
como os da Fig. 1.1 sugerem uma espécie de te-
oria dos grupos aplicada, bem como proposicoes
geométricas e aritméticas. O esquema torna evi-
dente que as areas dos tridngulos estdo entre si
como os quadrados dos lados, ou, por contagem,
que a soma dos numeros impares consecutivos,
comecando com a unidade, sdo quadrados perfei-
tos. Para o periodo pré-histérico ndo ha documen-
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Figura 1.1

tos, portanto é impossivel acompanhar a evolucao
da matematica desde um desenho especifico até
um teorema familiar. Mas, ideias sao como semen-
tes resistentes, e as vezes a origem presumida de
um conceito pode ser apenas a reapari¢ao de uma
ideia muito mais antiga que ficara esquecida.

A preocupacdo do homem pré-histérico com
configuracoes e relacdes espaciais pode ter ori-
gem no seu sentimento estético e no prazer que
lhe dava a beleza das formas, motivos que muitas
vezes propelem a matematica de hoje. Gostaria-
mos de pensar que ao menos alguns dos antigos
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gedmetras trabalharam pela pura satisfacao de fa-
zer matematica, ndo como auxilio pratico a men-
suracdo; mas ha teorias alternativas. Uma € que
a geometria, como a contagem, tivesse origem na
pratica de rituais primitivos. Entretanto, a teoria
da origem da geometria na secularizacdo de prati-
cas ritualisticas nao estd de modo algum estabele-
cida. O desenvolvimento da geometria pode muito
bem ter sido estimulado pela necessidade pratica
de construcao e de demarcacao de terras, ou pelo
sentimento estético por design e ordem.

Podemos fazer conjeturas sobre o que levou os
homens da Idade da Pedra a contar, medir e de-
senhar. Que os comecos da matematica sio mais
antigos que as mais antigas civilizacoes é claro. Ir
além e identificar categoricamente uma origem
determinada no espaco e no tempo, no entanto,
é confundir conjetura com histéria. E melhor sus-
pender o julgamento nessa questao e ir adiante ao
terreno mais firme da histéria da matematica en-
contrada em documentos escritos que chegaram
até nos.
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