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Capitulo 1

Prolegomenos

1.1 Discussao Preliminar

Este livro pretende oferecer ao leitor uma visao abrangente a respeito da pro-
blematica que envolve a modelagem e andlise de processos dinamicos continuos ou
discretos no tempo, cujo comportamento é descrito através de equagoes diferenciais
ou de equagoes a diferencas finitas, respectivamente.

O esforco para desenvolver modelos matematicos nas mais diversas areas do
conhecimento é notavel e, certamente, tem um impacto importante na histéria do
desenvolvimento humano. Vale aqui relembrar, por exemplo, o0 monumental esforco
realizado por séculos para se construir um modelo matemaético para a matéria o
qual, ainda nos dias atuais, nao estd inteiramente acabado. O mesmo esforco se
verificou na astronomia, culminando com a contribuicao impar da Lei da Gravitagao
de Newton e da Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Em outras areas da ciéncia
tais como Quimica, Biologia, Economia etc., algo similar aconteceu e certamente
continuara acontecendo tendo em vista que, como hipdtese de base, aprimoramentos
sempre sao possiveis e desejaveis.

O modelo matematico de um determinado fenémeno abre a possibilidade para
que o seu comportamento futuro possa ser previsto com certa precisao e, em con-
sequéncia, o seu impacto possa ser devidamente avaliado e, até mesmo, ser alterado
através de agoes determinadas para tal fim. Por exemplo, existem atualmente mo-
delos bastante precisos que permitem prever o clima em uma determinada regiao
com grande antecedéncia e determinar como os poluentes emitidos por industrias,
automoveis etc. se dissolvem ou reagem na atmosfera indicando o impacto negativo
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na qualidade de vida da populacao e a necessidade de controle das fontes priméarias
de poluigao.

A obtencao de um modelo matematico para um determinado fené6meno normal-
mente tem como base um conjunto de quatro atributos que devem ser adotados, a
saber : leis badsicas, simplicidade, precisdo e validacdo. Primeiramente, tendo em
vista o ambiente légico e fisico, onde o préprio fenémeno objeto da modelagem se
insere, € preciso selecionar de forma adequada as leis basicas, estabelecidas a priori,
que devem ser aplicadas. Essas devem gerar um conjunto de equagoes que descrevem
o fendmeno em estudo, tendo como meta sua simplicidade, ou seja, que sejam des-
critas por relacoes matematicas as mais simples possiveis. Ao mesmo tempo e, de
forma geralmente conflituosa, requer-se precisao do modelo que deve fornecer resul-
tados bastante préximos ao fenémeno observado, objeto da modelagem. O conflito
se estabelece pois uma maior simplicidade na modelagem é, via de regra, conseguida
negligenciando alguns aspectos que poderiam ser relevantes e que, por conseguinte,
ao nao serem explicitamente considerados, redundam em menor precisao. Final-
mente, obtido um determinado modelo, é preciso confronté-lo com a realidade para
que ele possa ser validado, isto é, para que ele possa ser eleito como sendo uma re-
presentacao matematica adequada do fendbmeno em estudo. Nao é de se surpreender
que esse caminho seja trilhado vérias vezes, até que um modelo efetivo seja devi-
damente estabelecido de tal maneira a, pelo menos, resvalar no paradigma de se
conseguir um modelo que, simultaneamente, apresente menor complexidade e maior
precisao, quando entao a engenhosidade e a dedicacao para obté-lo convertem-se em
arte.

Dessa forma, para se construir e analisar um modelo matemético é importante
dominar e saber aplicar corretamente as leis basicas de areas especificas do conheci-
mento tais como Mecanica Translacional e Rotacional, Eletricidade e Eletromag-
netismo e outras, mas é também imperativo versar sobre um conjunto de pro-
priedades e conceitos matematicos que sao essenciais para manipular processos
dinamicos. Em tempo continuo, é fundamental saber manipular equagcoes diferen-
ciais de ordem qualquer, seja no préprio dominio do tempo, como também no caso
linear, no dominio da frequéncia definido pela sua transformada de Laplace. Em
tempo discreto, o mesmo se da, sendo necessario conhecer as equagoes a diferencas
de ordem arbitraria e, no caso linear, sua respectiva representagao através de trans-
formada Z. Além disso, é importante conhecer as limitacGes e as vantagens de se
converter, mesmo que de forma aproximada, equagoes diferenciais em equagoes a
diferencas como resultado de um processo de discretizagao.

Para ilustrar o que foi dito, considere como descrito na Figura 1.1, um corpo de
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Figura 1.1: Movimento de um corpo sob acao da gravidade

massa m que parte da superficie do corpo de massa M com velocidade inicial vyg.
Sendo vy uma velocidade com direcao radial, no instante inicial ¢t = 0, o deslocamento
do corpo de massa m < M, medido segundo o sistema de referéncias indicado, deve
satisfazer as condicOes iniciais

dy
y(0) =0, E(O) =g (1.1)

Para que possamos determinar o seu deslocamento em funcdo do tempo t > 0,
necessitamos invocar a Lei Universal da Gravitacao, que estabelece que o referido
corpo, quando estiver a uma distancia y da superficie, estard sujeito a uma forga
atrativa radial, cuja intensidade é dada por

~ GMm g
MW=y =" g

onde f(0) = mg nada mais é que o peso do corpo de massa m em repouso na
superficie do corpo de massa M o qual, tratando-se do nosso planeta, faz com que
a aceleracio da gravidade seja ¢ = 9,8 [m/s?]. Em seguida, é preciso invocar a
Segunda Lei de Newton, que estabelece que a variagdo do momento linear do corpo
é igual, em todo instante de tempo, a resultante das forcas externas que nele atuam.
Considerando que a massa m é constante no tempo e que ele estd sujeito apenas a
forca gravitacional, obtemos a seguinte equacao diferencial

d? g

—syt) + ———

dt? ®)\?
(1+42)

(1.2)

=0 (1.3)
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que, ao ser resolvida, levando-se em conta as condigoes iniciais (1.1), fornece o deslo-
camento y(t) para todo ¢t > 0. Como a forga da gravidade é radial e o mesmo ocorre
com a velocidade inicial vy, o movimento do corpo serd radial para todo ¢ > 0 in-
dicando, neste caso particular, que z(t) = 0 para todo ¢t > 0. Este é o modelo
matematico para o deslocamento do corpo sob a acao exclusiva da forca de gravi-
dade. Porém, nao se trata de um modelo simples pois é representado por uma
equagao diferencial de segunda ordem nao linear cuja solucao y(t) ndao é imediata.
Entretanto, como o raio da Terra é aproximadamente R = 6,37 x 10 [m], para
movimentos em que y(t) < R, podemos adotar a aproximagcao

d2

Sut)+9 =0 (14)

que fornece um modelo matemaéatico muito mais simples, traduzido por uma equagao
diferencial de segunda ordem linear cuja solucao y(t), sujeita as mesmas condigoes
iniciais (1.1), é obtida de forma imediata. E claro que resta validar o modelo apro-
ximado que acabamos de obter, o que é feito comparando-se as solugoes produzidas
por (1.3) e (1.4). Definindo v(t) = dy(t)/dt como sendo a velocidade do corpo de
massa m em qualquer instante de tempo ¢ > 0, temos

d? d dv
@y(t) = Ev(t) = Ud_y

que, levada a (1.3), permite calcular a funcao v(y), que fornece a velocidade do corpo
em fungao de sua posicao y(t) para qualquer instante de tempo ¢t > 0, ou seja

/vd /y I gy =0
vdv+ | —T——dy =
v 0 (1+4)

e calculando as duas integrais indicadas, obtemos sem dificuldades

v(y)® = v5 — 29y <%> (1.5)

De maneira totalmente analoga, podemos adotar o mesmo procedimento para a
equagao aproximada (1.4) para obtermos

v(y)? = vg — 29y (1.6)

que permite uma comparagao bastante interessante. De fato, com (1.6) podemos
concluir que, na posigao yg = ,Ug /2g, a velocidade do corpo se anula, qualquer que
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seja o valor da velocidade inicial vg. Por outro lado, usando (1.5) verificamos que
na posicao

2
) 1
Yo=o———5 , Ve = \/29R
RO
Ve

a velocidade do corpo também se anula, desde que a velocidade inicial vy seja menor
que ve. Se essa condicao nao se verificar, o corpo nao para e escapa da atracao
gravitacional a que estd submetido. Por esse motivo, v, é chamada velocidade de
escape e vale v, ~ 11,17 [km/s] na Terra. E importante salientar que para vy < ve,
as fungoes v(y), dadas em (1.5) e (1.6), sdo bastante parecidas e a aproximagao
(1.4) é valida e deve ser adotada. Porém, se vy for da mesma ordem de grandeza
que ve, a aproximacao torna-se bastante pobre e entdo é o modelo nao linear (1.3)
que deve ser adotado. Em conclusao, se estivermos analisando o movimento de
um corpo que se mantém préximo da superficie da Terra, é possivel e desejavel
adotar o modelo aproximado (1.4) tendo em vista que nao hé perda de precisao e se
ganha em simplicidade. Por outro lado, se o corpo em movimento vertical atingir
altitudes comparéveis ao raio da Terra, é mandatério considerar o modelo original
(1.3) sob pena de introduzir imprecisdes importantes que acabam comprometendo
os resultados.

Considere agora que o mesmo corpo, de massa m em t = 0, cai de uma de-
terminada altura hg, com velocidade inicial nula, sob a acao da gravidade. Sendo
ho < R, adotamos inicialmente (1.4) que, sujeita as condigoes iniciais y(0) = hg e
dy(0)/dt = 0, fornece o seu deslocamento e a sua velocidade, segundo o referencial
adotado. Resolvendo essa equacao diferencial linear de segunda ordem, obtemos

y(t) = ho — St o(t) = —gt (17)

2
com a qual determinarmos o intervalo de tempo decorrido até o impacto com o solo
t;, que satisfaz y(t;) = 0, bem como a velocidade do corpo no momento do impacto
v; = —v/2ghg, que é maior quanto maior for a altura inicial da queda. Se esse
modelo estivesse completo, nao seria possivel vermos alguém pular de para-quedas
de um avido. O que de fato ocorre é que o modelo, tal como estabelecido, nao
estd completo pois, além da forca gravitacional, devemos também levar em conta a
existéncia de uma forga produzida pela resisténcia do ar, que contribui para inibir
a acao da gravidade sobre o corpo. Em outras palavras, no ar, um corpo ao cair,
nao estd sujeito a uma aceleragdo constante como preconizado por (1.4) mas sim
a uma aceleracdo que diminui conforme sua velocidade aumenta. Devemos, entao,
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Figura 1.2: O equilibrista

considerar a equacao diferencial linear de segunda ordem

d? b\ d
—y(t — | =yt =0 1.8
a0+ () G0 +a (18)
como sendo um modelo mais adequado, onde b é uma constante denominada co-
eficiente de atrito viscoso e que sera objeto de estudo mais adiante. Resolvendo
essa equacao, obtemos a posicao do corpo em fungao do tempo a qual, apds simples
derivacao, fornece sua velocidade como sendo

o(t) =19 <e—(b/m>t - 1) (1.9)
b

Comparando essa fungdo com aquela que consta em (1.7), notamos que ambas e
suas respectivas derivadas em relagdo ao tempo sao iguais em ¢ = 0. Assim sendo,
no inicio da queda, os dois modelos se comportam de forma semelhante. Porém, a
medida que o tempo passa, eles se distanciam de forma marcante tendo em vista
que segundo (1.9) a velocidade ndo aumenta indefinidamente mas atinge o valor
mAaximo v, = —mg/b, o que é bastante concordante com o que podemos observar
na pratica. Quanto maior a massa, maior serda a velocidade v,, mas, em contra
partida, ela torna-se menor conforme o coeficiente de atrito viscoso aumenta. O
projeto de um bom para-quedas deve resultar em um b suficientemente grande para
oferecer maior conforto e seguranga ao usuério.

Em toda modelagem, um passo importante é ser capaz de selecionar as leis
bésicas adequadas e aplicd-las corretamente, sobretudo observando as condicoes e
hipdteses em que elas sao validas. Para ilustrar esse fato, vamos considerar a Segunda
Lei de Newton e discutir sua validade, que é restrita a referenciais ditos inerciais.
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A Figura 1.2 mostra a mao de um equilibrista que, supostamente, tenta equilibrar
um bastao delgado de comprimento ¢ e massa m concentrada em sua extremidade,
em um ambiente desprovido de qualquer tipo de atrito. O referencial definido pelos
eixos coordenados xy pode ser considerado como sendo inercial pois estd parado em
relagdo ao solo. O referencial pg também pode ser considerado inercial, desde que
a mao do equilibrista ndo se mova em relagdo ao solo. Quando ela se move, ele
perde esse atributo. Supondo, inicialmente, que a mao do equilibrista encontra-se
parada, podemos aplicar a Segunda Lei de Newton, relativamente ao referencial pq,
multiplicando a massa m pela derivada segunda da componente do deslocamento
em cada uma das duas direcGes e igualando o resultado a resultante das forcas que
atuam nessas mesmas diregoes. Assim procedendo, obtemos, relativamente & direcao
horizontal

d2
Mmoo (Lcos(¢)) — Tcos(¢p) =0
e relativamente a diregao vertical
d2
m—3 (¢sen(¢p)) — T'sen(p) + mg =0

onde T, a intensidade da for¢a aplicada na massa pela haste, pode ser eliminada
dessas equagoes multiplicando a primeira delas por —sen(¢), a segunda por cos(¢) e
somando os resultados. Efetuando as derivadas indicadas e lembrando que ¢ é uma
funcao do tempo, resulta em

d2
E@qb(t) + gcos(¢) =0 (1.10)

que é a equacao classica que rege o comportamento dinamico de um péndulo simples
segundo o referencial inercial adotado. A partir de uma condigéo inicial qualquer,
mesmo que ligeiramente afastada da vertical, o bastdo cai. Vamos agora imaginar
que o equilibrista move a sua mao. Nesse caso, como ja comentamos anteriormente,
o referencial que acabamos de adotar deixa de ser inercial e tem que ser abandonado,
ou seja, se desejarmos aplicar corretamente a Segunda Lei de Newton, a equagao
(1.10) deixa de ser valida. Afinal, sabemos que um bom equilibrista, através de sua
acao, acaba equilibrando o bastao. Temos entao que adotar o referencial preso ao
solo definido pelos eixos zy. Considerando que, relativamente a esse referencial, a
mao do equilibrista ocupa uma posicao genérica (z,y), a posi¢do da massa m, nesse
mesmo referencial, passa a ser definida pela abscissa = + fcos(¢) e pela ordenada
y+lsen(¢). Portanto, aplicando o mesmo procedimento anterior em relagao a direcao
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horizontal, temos
2

m% (x + Leos(¢)) — Tcos(¢p) =0

bem como, relativamente a direcao vertical, obtemos

2
m% (y + fsen(¢)) — Tsen(¢) +mg =0

as quais, apés a eliminacao da tragao T resultam em
d2 d2 d2

U3 0(t) + geos(9) = sen(¢) —5(t) — cos(¢) 5 y(t) (1.11)
que é bastante diversa da equagao (1.10). A diferenga ocorre quando a mao estd
acelerada em relacao ao referencial preso no solo, que acaba afetando o movimento
do bastao fazendo com que o seu equilibrio, mesmo na posicao vertical, por acao do
equilibrista, possa ocorrer. Esse exemplo singelo deve ser encarado como um alerta
a respeito da importancia de se aplicar, com cautela e com a devida atencao, as leis
bésicas disponiveis para cada caso especifico.

A seguir, oferecemos ao leitor uma breve descrigao do contetido de cada capitulo
bem como as principais notacées empregadas no decorrer de todo o texto. O ob-
jetivo é ressaltar os pontos que entendemos ser os mais importantes e que devem,
portanto, ser bem compreendidos e sedimentados. Resolver os exercicios propostos
no final de cada capitulo contribui de forma decisiva para que os conceitos, técnicas
e manipulacoes introduzidas sejam absorvidas de forma sélida e definitiva.

e Cap. 2 : Modelagem de Processos Dinamicos

Esse capitulo introduz diversos conceitos bésicos que sao indispensaveis para
construir modelos matematicos para diversos sistemas dinamicos. Movimentos de
translacao, de rotacdo e compostos, no plano e no espago sao analisados com vis-
tas a se estabelecer um procedimento 16gico que permite obter modelos de forma
sistematica. As duas leis bésicas utilizadas para os movimentos de translacdo e de
rotacdo se expressam na forma

mi(t) = F(t) (1.12)

significando que, em relacao a um referencial inercial, a aceleracdo do centro de
massa de um corpo multiplicada por sua massa total é igual a resultante das forcas
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que nele atuam e

Jo(t) = 7(t) (1.13)

indicando que, em relagdo a um referencial inercial, o momento de inércia de um
corpo tomado em relacao a um determinado eixo de rotagao multiplicado por sua
aceleracao angular é igual ao torque resultante. Varios aspectos importantes envol-
vendo a escolha de referenciais mais adequados sao discutidos detalhadamente. Em
seguida, os modelos dos elementos elétricos basicos, resistor, capacitor e indutor sao
introduzidos para que a equacao de estado de qualquer circuito planar seja obtida
através de decomposicao em valores singulares. Alguns conceitos sobre eletromag-
netismo sao enunciados com vistas & modelagem de motores de corrente continua. O
capitulo termina com um estudo sucinto de um modelo a tempo discreto de dinamica
econdmica, no qual coloca-se em particular evidéncia os pregos de equilibrio em mer-
cados interconectados. Esse capitulo contém dezoito exemplos completos resolvidos
e comentados.

e Cap. 3 : Fundamentos de Dinadmica Continua

Esse capitulo inicia com um estudo detalhado de equactes diferenciais lineares
com coeficientes constantes e de ordem arbitraria, da forma

n

Zai%y(t) —g(t), Vt>0€cR (1.14)
=0

onde ¢(t) é uma fungao conhecida e a fungdo incégnita y(t) estd submetida a
condicOes iniciais que especifica o seu valor e os valores de suas derivadas suces-
sivas em t = 0. Estuda-se a estrutura de sua solucdo particionando-a na soma de
duas parcelas denominadas homogénea e particular, respectivamente. Verifica-se
que para uma classe bastante ampla de fungoes de entrada ¢(t) apenas a parcela ho-
mogénea, de uma equagao modificada adequadamente, fornece a respectiva solugao
geral. A transformada de Laplace de uma funcao f(t), definida para todo ¢t > 0,

f(s) == /0 h f(t)e stdt (1.15)

¢é estudada com detalhes e algum refinamento, sendo dada particular atencao a de-
terminacao de seu dominio, o que permite obter propriedades interessantes e tteis.
Em seguida, ela é aplicada para introduzir e interpretar o impulso unitario, ente
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matematico que tem particular importancia no estudo de sistemas dinamicos. Como
consequéncia natural, obtemos para as equagoes diferenciais dessa classe a sua re-
presentacao de estado e, de forma alternativa, a sua representacao através de funcao
de transferéncia. A transformada de Laplace fornece um método seguro e simples
para a solucao de equagoes diferenciais lineares, sendo portanto adotada para re-
solver equacgoes com coeficientes constantes no tempo, com coeficientes que variam
linearmente com o tempo e para resolver equacoes diferenciais a derivadas parci-
ais. Foi dada particular atencao ao calculo de transformadas inversas de funcoes
racionais e também irracionais, sendo que esta tultima classe tem um papel central
na manipulacao de equacoes convolucionais do tipo

F@)x f(t) = g(t) <= f(s) = V4(s) (1.16)

Em seguida, a resposta em frequéncia de sistemas dinamicos lineares é estudada
detalhadamente incluindo sua representacao gréfica através dos diagramas de Bode.
Ela consiste na determinacao da transformada f (s) em s = jw com w € R e sua im-
portancia reside, em particular, no fato de viabilizar o calculo da resposta temporal
de um sistema linear, em regime permanente, com auxilio da série de Fourier. Neste
contexto, discutimos um resultado cldssico conhecido como Teorema de Parseval.
Esse capitulo contém trinta e dois exemplos completos resolvidos e comentados.

e Cap. 4 : Fundamentos de Dinamica Discreta

Esse capitulo tenta trilhar, da maneira mais proxima possivel, o mesmo caminho
adotado no capitulo anterior, porém com o objetivo central de estudar sistemas
dinamicos que evoluem em tempo discreto. Inicialmente estudamos com detalhes a
solucdo de uma equacao a diferengas com coeficientes constantes, dada na forma

En:aiy(k +i)=g(k), VkeN (1.17)
i=0

onde g(k) é uma funcdo conhecida e a incégnita y(k) estd submetida a condigdes
iniciais que definem os valores de y(k) para todo k = 0,1,--- ,n — 1. Uma com-
paracao com as técnicas desenvolvidas no capitulo anterior coloca em evidéncia uma
semelhanca notavel com estas, que foram especialmente desenvolvidas para tratar
equagoes a diferengas do tipo (1.17). Em seguida, é introduzida a transformada Z
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de uma fungao ou sequéncia numérica f(k) definida para todo k € N, a saber
)= S fl)= (1.18)
k=0

sendo seu dominio determinado com a devida atencao, tendo em vista que ele define
todos os pontos do plano complexo para os quais a avaliacao de f (z) pode ser feita.
A transformada Z permite definir a funcdo impulso unitério discreto e representar
uma equacao a diferencas através de sua funcao de transferéncia, que resulta ser
uma forma alternativa de sua respectiva representacao de estado também estudada
detalhadamente. De maneira similar ao que foi feito no capitulo anterior, a trans-
formada Z é adotada para se determinar a solucao de equacgoes a diferencas cujos
coeficientes ndo sdo constantes mas variam linearmente com k € N. As transfor-
madas Z inversas de funcOes racionais e irracionais sao determinadas sendo que,
a exemplo dos sistemas a tempo continuo, esta ultima classe permite a solucao de
equacoes convolucionais discretas, a saber

F(k) o f(k) = g(k) == f(2) = Vi(2) (1.19)

A resposta em frequéncia de sistemas lineares a tempo discreto é estudada tendo
como meta principal a obtencao de solucdes com a aplicacao da série de Fourier.
Sua representacao grafica é feita com os diagramas de Bode de moédulo e de fase,
bem como, a partir de uma transformagao de varidvel complexa, denominada trans-
formacao bilinear, que permite interpretar os resultados com perfeita similitude
aqueles dos sistemas a tempo continuo. A versao discreta do Teorema de Parse-
val é apresentada e discutida. Por fim, um importante tépico, que consiste na dis-
cretizagao de sistemas a tempo continuo, com periodo de discretizagao constante, é
apresentado, sendo que o sistema a tempo discreto resultante é obtido com o auxilio
da transformada Z e, de forma alternativa, diretamente através de sua representacao
de estado. Como principal produto dessa parte do capitulo, mostramos a validade
de um importante resultado conhecido como Teorema da Amostragem, obtido sim-
plesmente através da solucao de um problema de minimos quadrados. Esse capitulo
contém trinta e trés exemplos completos resolvidos e comentados.

e Cap. 5 : Modelagem e Ensaios Praticos

Esse capitulo é inteiramente dedicado a aplicacao dos resultados expostos nos
capitulos precedentes na modelagem e andlise de sistemas dindmicos reais. Inicial-
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mente discutimos o problema de identificacao de parametros para sistemas a tempo
continuo e a tempo discreto. Trata-se de definir e resolver de maneira adequada um
problema de minimos quadrados o qual, inclusive, admite uma solucao que pode ser
calculada de forma recursiva. Realizamos seis ensaios praticos em laboratodrio envol-
vendo sistemas mecanicos e elétricos. Foram determinados seus respectivos modelos,
seus parametros e a validacao de cada um deles foi feita mediante confrontacdo dos
comportamentos obtidos durante os ensaios praticos e aqueles preconizados pelos
respectivos modelos identificados. Em particular, no estudo de linha de transmissao
é importante citar a elaboracao de um modelo racional aproximado que forneceu,
dentro do contexto das experiéncias realizadas, resultados bastante precisos.

e Notacao

Neste ponto, cabe finalmente lembrar que a notagao usada no decorrer do texto é
padrao. Os simbolos R, N, Z e C denotam respectivamente os conjuntos dos nimeros
reais, naturais, inteiros e complexos. Para funcoes em tempo continuo ou discreto,
sao usadas letras mintsculas indicando sua varidvel independente ¢ € R ou k € N,
como por exemplo f(t) e f(k). A transformada de Laplace e a transformada Z de
uma funcdo a tempo continuo f(t) ou de uma fungdo a tempo discreto f(k) sdo
denotadas indistintamente como f(s) ou f(z). Os seus respectivos dominios sio
denotados também de forma indistinta como sendo D( f ) ficando claro, no contexto,
se estamos tratando do dominio de uma transformada de Laplace ou de uma trans-
formada Z. Sempre que possivel, empregamos letras minusculas para a resposta
ao impulso e a mesma letra maitscula para denotar a funcao de transferéncia a ela
associada. Da mesma forma, matrizes sdo denotadas com letras maitsculas e ve-
tores com letras minusculas, assim A € R™ ™ denota uma matriz real com n linhas
e m colunas e v € R™ denota um vetor real com n elementos sempre considerado
um vetor coluna. O vetor linha, transposto de v, é denotado por v/. Para nimeros
complexos z € C, empregamos z* para denotar o seu conjugado e para vetores ou
matrizes complexas v € C" o seu conjugado transposto é denotado como v™. As
operagoes de convolugao a tempo continuo e a tempo discreto sao notadas f(t)*h(t)
e f(k)eh(k), respectivamente. Finalmente, as derivadas primeira e segunda de uma
funcao y(t), exclusivamente em relagdo ao tempo, sdo denotas por §(t), 4(t) ou por
yD (1), yP(t) e, assim, sucessivamente.





