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Nota do Autor

Podemos chamar de Geofisica a ciéncia aplicada que tem como base o conjunto
das teorias que tratam quantidades fisicas e os fendémenos que as relacionam, tais
como campos gravitacionais, campos elétricos, perturbacoes mecanicas, ondas elds-
ticas e acusticas, entre outros, com o objetivo final de obter informacoes qualitativas
e quantitativas sobre a Terra.

As teorias e técnicas geofisicas sao derivadas das proprias teorias fisicas, usual-
mente lecionadas nas universidades, as quais, em geral, sao descritas por meio de leis
e equagoes matemadticas. O objetivo deste livro é, portanto, prover fundamentagao
matematica aos estudantes de geofisica, geoengenharia, geologia, entre outros, para
que construam uma base teérica minimamente suficiente para a compreensao de tais
teorias e técnicas geofisicas.

Como o objetivo principal é atingir uma grande variedade de tépicos e nao
a profundidade de cada um, infelizmente o leitor d4vido por demonstracoes e rigor
matematico vai encontrar somente uma boa variedade de tépicos, os quais pos-
suem aprofundamento em referéncias citadas ao longo do texto. Um material mais
completo e aprofundado das teorias descritas neste texto pode ser encontrado nas
referéncias listadas ao final desta edicao.

Neste livro, é adotada a postura preconizada pelo mateméatico George Poélya,
de que a base para o aprendizado de matematica é a resolucao de exercicios. Por
isso mesmo este volume contém 380 exercicios, dentre os quais podem ser encon-
trados alguns mais aplicados, outros mais técnicos e também mais tedricos. Alguns
exercicios, considerados mais dificeis pelo autor, sdo marcados com o simbolo (f ),
para alertar ao leitor que a tarefa serd trabalhosa.

O material abordado neste trabalho, incluindo a teoria, exemplos, aplicagoes
e exercicios, estd relacionado essencialmente ao conceito de fung¢ao de uma variavel.
Em geral, os dez capitulos possuem grau crescente de dependéncia dos anteriores, de
modo que eles devem ser lidos ou apreciados de maneira sequencial. Com a finalidade
de dar um sabor mais palatavel a todo o ferramental matematico apresentado, ao
longo de todo o texto foram inseridas secOes especiais de aplicagdo em Geofisica,
marcadas com asterisco (x), sempre apds a apresentacao da teoria minimamente
necessaria para o seu desenvolvimento.

Os oito primeiros capitulos formam a base do se chama curso de célculo, e o
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seu objetivo é trazer uma revisao de cédlculo diferencial e integral. Para um material
mais detalhado, o leitor deve procurar outras obras mais completas, tais como, por
exemplo, Apostol (1967b) e Guidorizzi (2002) e obras com cardter mais abrangente,
tal como Spiegel (1972) e Wrede & Spiegel (2002).

No Capitulo 1, é apresentado o conceito de funcao, que, em geral, é uma regra
que estabelece uma conexao entre dois conjuntos, fazendo com que o comportamento
da varidvel de um conjunto seja vinculado ao comportamento da varidvel do outro
conjunto. No comeco, sao fornecidas defini¢Ges bésicas e intuitivas para, em seguida,
apresentar as funcOes elementares, que sao os tipos de func¢les mais comuns que
aparecem na modelagem de fenémenos naturais, em particular nas geociéncias. Por
fim, introduzimos o conceito de limite para, em seguida, definirmos uma classe de
funcao largamente utilizada, chamada fungao continua.

No Capitulo 2, sdo apresentadas as técnicas mais basicas de se construir novas
fungoes a partir de fungoes previamente definidas, fazendo uso de operacoes tais
como combinagao e composi¢ao de fun¢des. Em principio, tais operagoes podem ser
aplicadas a quaisquer funcoes, incluindo as proprias fungoes recém-construidas, de
modo que este processo de montagem de fungoes pode ser realizado indefinidamente,
criando-se uma grande variedade de funcoes. Um caso particular de composicao de
funcées que dé origem & definicdo de funcao inversa. Além disso, apresentaremos
as operacoes morfologicas sobre funcoes, que basicamente sao a composicao de uma
funcdo qualquer com funcgoes afim. Por fim, é apresentado o conceito da periodi-
cidade de fungbes, como também o da simetria de fungbes em relagao aos eixos
coordenados, por meio da definicao de funcoes pares e impares. A partir de am-
bos conceitos, mais duas maneiras de se construir novas fungoes sdo apresentadas,
chamadas, respectivamente, de extensoes periddicas e extensoes par e impar.

No Capitulo 3, apresentamos alguns exemplos de fungoes utilizadas em ge-
offsica e geociéncias. Certamente nao é uma colecao vasta de exemplos, porém o
principal intuito é ilustrar a utilizacao de funcoes elementares em problemas aplica-
dos, familiarizando o leitor com algumas aplicagoes do ramo de geociéncias. Mais
especificamente sao tratados os seguintes temas: a fungao gaussiana, as ondaletas
de Ricker e Gabor, a funcao seno-cardinal sinc, a curva de Hubbert para o pico da
producao de petréleo, a lei de Faust para velocidades sismicas, a relagao de Gardner
para a porosidade, a lei do decaimento radioativo, o modelo de gravidade normal
para o globo terrestre e o tempo de transito para o raio sismico refletido. Ao longo



Nota do Autor vii

do capitulo sao apresentadas referéncias para tais aplicacoes, caso haja o interesse
para um maior aprofundamento.

No Capitulo 4 é apresentada uma outra maneira de criar novas fungoes a par-
tir de outras ja existentes, por meio de uma operacao matematica bem definida
chamada diferenciacdo, também conhecida por derivacdo. Apresentaremos, por-
tanto, a definicdo da fungao derivada, bem como suas propriedades geométricas e
algébricas, tais como as regras de derivagao para somas, produtos e quocientes de
fungoes e a regra da cadeia, utilizada para a derivagdo de fungoes compostas.

No Capitulo 5 é apresentado o estudo de funcgoes, em que se realiza andlise
dos intervalos de crescimento e decrescimento de fungoes, bem como se determina e
se classifica seus pontos criticos. Por meio deste estudo, obtemos um conhecimento
mais profundo e completo da funcao, o que, claramente, é importante para quaisquer
tipos de aplicagoes que se servem de fungoes de uma variavel. Para exemplificar o
estudo de fungoes, mostramos o principio de Fermat e a lei de Snell-Descartes, ambos
aplicados em problema de geofisica.

No Capitulo 6, sdo apresentados os polinémios de Taylor, que visam aproxi-
mar uma funcao segundo o critério bem estabelecido de que os valores das derivadas
até certa ordem do polinémio e da funcao dada sejam iguais em um ponto dado.
Certamente, o maior impacto do uso de polinémios de Taylor reside no fato de que
podemos aproximar fungoes complicadas, que sejam composicoes e combinagoes com-
plexas de funcoes elementares, por funcées bem mais simples, no caso os polinémios
de Taylor. Ao longo deste capitulo apresentamos aplicacoes do estudo de fungoes e
dos polinémios de Taylor a problemas geofisicos, tais como as aproximagoes para o
tempo de transito de ondas sismicas refletidas em meios multicamadas e as aproxi-
macoes para coeficientes de reflexdo acusticos, entre outros.

No Capitulo 7 a motivacao é gerada pelo desejo de se de responder a seguinte
questao: qual é a funcao original cuja derivada é uma funcdo qualquer dada? A
resposta a essa pergunta é regulamentada pelo Teorema Fundamental do Célculo,
o qual surpreendentemente também trata de outra questao: como calcular a area
sob uma curva definida por uma funcdo em um intervalo. Sao apresentados tam-
bém algumas das técnicas elementares de integragao, especialmente os método da
substituicao e integracao por partes.

No Capitulo 8 sao mostradas algumas simples aplicagoes da operacao da inte-
gral. E discutido como a integral definida pode ser utilizada para se definir uma nova
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funcao e como o grau de suavidade pode ser aumentado, constituindo-se como uma
espécie de efeito colateral qualitativo da integracdo. Ao fim do capitulo é apresentado
um exemplo da integracao aplicada em um problema da geofisica, especialmente de
sismica e sismologia, em que a trajetéria de um raio de onda sismica é computada.

No Capitulo 9 sao abordadas as integrais impréprias, bem como alguns desdo-
bramentos tedricos e aplicagoes. Tais improprias aparecem no estudo de problemas
cujos intervalos de integracao sao ilimitados ou quando o integrando possui algum
tipo de singularidade, ou ambos os casos. Apresentamos a operacao da convolugao
que se serve da integracao improépria, como também algumas aplicacdes, notada-
mente as transformadas convolucionais que sao amplamente utilizadas em varios
campos da matematica aplicada, tais como equacoes diferenciais, problemas inver-
sos e analise matematica. Ao longo do capitulo, apresentamos algumas aplicacoes
de tais integrais, tais como o estudo de fungoes ondaletas, largamente utilizadas em
processamento de sinais e imagens, transformadas convolucionais. Em particular,
sao introduzidas nogoes de uma teoria peculiar denominada cédlculo fracionario, cuja
férmula bésica pode ser definida com auxilio da operacao da convolugao e da dife-
renciagao convencional. Especialmente, sao tratados os casos da derivada e integral
de meia ordem, chamados semiderivada e semi-integral.

No Capitulo 10 é abordado o assunto das equagoes diferenciais ordinarias
(EDO) de primeira ordem, que genericamente trata do problema da existéncia, uni-
cidade e construcao da funcao (ou fungdes) que seja solucdo de uma equacao que
envolve a prépria funcao e sua derivada. E apresentado um teorema que, sob de-
terminadas condigoes, garante a existéncia e unicidade de solucao de problemas de
valor inicial, compostos por uma EDO e uma condigao inicial. Sao apresentados
os principais métodos algébricos para sua obtencao de solugoes de EDO, os quais
sao baseados nas seguintes classificagoes de equagtes: separdveis, homogéneas, lin-
eares, de Bernoulli e de Riccati. Por fim apresentamos alguns exemplos de aplicagao
classicos, tais como, a lei de Malthus, a lei do resfriamento de Newton, a lei do
decaimento radioativo e modelo logistico. Além disso, apresentamos uma equagao
diferencial que rege a evolucao da curvatura de frente de onda para um meio verti-
calmente estratificado como um exemplo de equagao de Bernoulli.

No Capitulo 11, sao mostrados resultados bésicos sobre séries de poténcias, bem
como algumas de suas aplicacoes. Em geral, sua maior utilizacao é a capacidade de
construir novas fungdes que nao possuem forma analitica expressa em termos de
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funcoes elementares. Além disso, tal ferramenta é capaz de proporcionar representa-
¢oOes alternativas para funcoes ja conhecidas. Sao apresentados conceitos basicos
sobre sequéncias e séries numeéricas, levando em conta principalmente os critérios de
convergéncia. Por fim, sao descritos trés exemplos de aplicacoes distintas de séries
de poténcias. Em primeiro lugar é mostrado como podem ser aplicadas diretamente
para o calculo de integrais definidas, cujos integrandos nao possuem antiderivadas.
Em seguida, as séries sao utilizadas para se buscar solugoes de equagoes diferenciais,
especialmente para equagoes que nao possuem solucao em termos de fungoes usuais.
Finalmente, é apresentado um simples exemplo de como uma série de poténcia pode
auxiliar na modelagem de um problema geofisico.

No Capitulo 12, é apresentada a teoria elementar sobre séries de Fourier, que
sao um tipo de série trigonométrica, que constitui uma forma alternativa de repre-
sentar fungoes peridédicas. H4 uma associagao entre sequéncias numéricas e fungoes
periddicas que cumprem condigoes especificas, de modo que tais funcoes passem a ser
representadas alternativamente por tais sequéncias. A transformacao das sequéncias
numéricas em fungoes periédicas e vice-versa sao operagoes intimamente ligadas e
sao denominadas sintese e andlise harmonica, respectivamente. Mostraremos tam-
bém quais condicbes especificas uma funcao periédica deve satisfazer para ter uma
representacao em série de Fourier. Além disso, apresentaremos exemplos de séries de
Fourier, em que avaliamos empiricamente a relagao entre o grau de continuidade de
uma funcao e o decaimento da sequéncia numeérica associada. Por fim, apresentare-
mos um exemplo de aplicacao das séries de Fourier no problema genericamente
denominado descritores de Fourier, em que se usa os coeficientes de uma série de
Fourier para classificar o formato do contorno de um grao.

No Capitulo 13, sao abordados resultados que mostram como uma funcao
que cumpre determinadas condicoes pode ser representada por uma integral im-
prépria, conhecida por integral de Fourier. Embora seja muito similar a uma série
trigonométrica, suas propriedades e resultados enquadram-se em uma teoria que pos-
sui escopo mais geral, chamada de transformada de Fourier. Ao longo do capitulo
sao apresentados algumas das principais propriedades da transformada de Fourier
e as condigOes para a sua existéncia, bem como alguns exemplos basicos. Por fim,
sao mostradas algumas aplicacoes, especialmente para o calculo de convolugoes, in-
cluindo as transformadas convolucionais, tais como transformada de Hilbert e a
integral /derivada fraciondria.
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Notacao

€ Pertence ao conjunto
¢ Nao pertence ao conjunto
4 Para todo
3 Existe
? Nao existe
1%} Conjunto vazio
N Conjunto dos ntimeros Naturais {0,1,2,3,...}
Z Conjunto dos numeros Inteiros {...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Q Conjunto dos numeros Racionais
R Conjunto dos numeros Reais
C Conjunto dos numeros Complexos
An Conjunto das n-uplas {(a1,az,...,a,)|ar € A}
(a,b) Intervalo finito aberto {x € R: a < z < b}
[a, b] Intervalo finito fechado {z € R: a < z < b}
(a, b] Intervalo finito semiaberto {z € R:a < z < b}
[a,b) Intervalo finito semiaberto {z € R:a < z < b}
(a,+00) Intervalo infinito aberto {x e R: x > a}
(—o00,a] Intervalo infinito fechado {z € R: z < a}
(an) Sequéncia numérica a1, ag, ..., Gy, ...
4 Simbolo para indicar exercicio mais dificil
* Convolugao
! Simbolo para indicar funcao derivada
n
Z ag Somatoério de n nimeros ay + as + -+ + ap_1 + ap,
k=1
H ar Produtorio de n nimeros aq - as -+ - ap_1 - ap,
k=1
/ Simbolo de integral, usado em variados contextos
][ Valor Principal de Cauchy

xiii
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Capitulo 1

Funcoes

Funcao é indubitavelmente o objeto matematico mais importante dentre todos
abordados neste texto. Em geral, uma funcdo é uma regra que estabelece uma
conexao entre dois conjuntos, fazendo com que o comportamento da varidavel de um
conjunto seja vinculado ao comportamento da varidvel do outro conjunto.

Este tipo de conexao, muito similar com o paradigma de causa e efeito, pode nos
ajudar a compreender o comportamento de certas varidveis dificeis de serem medidas
por meio de varidveis mais faceis de serem medidas. Sem sombra de divida, esta é
a motivacao basica dos estudos geofisicos, que procuram inferir propriedades impor-
tantes, porém inacessiveis, da Terra, que estejam associadas por meio de funcoes a
propriedades mais facilmente medidas. Um exemplo emblemético dessa metodolo-
gia é a descoberta de que o nicleo externo da Terra é fluido, por meio de registros
sismologicos realizados na superficie.

Comegaremos fornecendo defini¢oes béasicas e intuitivas para, em seguida, apre-
sentar as fungoes elementares, que sao os tipos de fun¢ées mais comuns que aparecem
na modelagem de fendmenos naturais, em particular nas geociéncias. Por fim, in-
troduzimos o conceito de limite para, em seguida, definirmos uma classe de funcao
largamente utilizada, chamada funcao continua.
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1.1 Definicoes e propriedades

Dados dois conjuntos, chamados de dominio e contradominio, uma funcao é a
prépria associacao de todos os elementos do dominio a alguns elementos do contra-
dominio. Esta associacao deve respeitar a seguinte regra: cada elemento do dominio

pode ser usado somente uma tnica vez. A notacdo para uma fungao f é
f:A— B,

significando que a fungdo f relaciona os pontos do dominio A aos pontos do con-
tradominio B. Além disso, a notagao

y = f(x)

nos diz que um elemento x do dominio estd associado ao elemento y do contra-
dominio, por meio da funcao f.

Observe que a regra nada diz se todos os pontos do contradominio devem ser
utilizados ou nao. O subconjunto do contradominio que contém todos os pontos
associados a pontos do dominio é chamado de imagem da funcao e denotado por
Im(f). Além disso, a regra permite que mais de um ponto do dominio esteja asso-
ciado a um ponto do contradominio. A Figura 1.1 ilustra um exemplo de funcao
definida graficamente, que mostra as situacoes permitidas pela regra da definicao de
funcao.

Figura 1.1: Esquema ilustrativo de uma fungdo. Observe que os pontos do
contradominio B podem ser utilizados uma, nenhuma ou até mais de uma vez.
A imagem de f é o subconjunto de B que contém todos os pontos utilizados
(circulos cheios).
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Observamos, portanto, que uma funcao é definida por trés elementos: a regra
de associacao, o dominio e o contradominio. Mesmo que a regra de associacao seja a
mesma, o fato de considerarmos dois dominios distintos faz com que tenhamos duas
funcoes distintas. Por exemplo, se a regra é “elevar ao quadrado”, mas um dominio
é composto por numeros positivos e o outro dominio por nimeros negativos, temos
em maos duas fungoes distintas.

Em geral, a regra de associacao da funcado pode estar descrita verbalmente,
numericamente, visualmente ou algebricamente. Esse tltimo caso é o objeto de
estudo mais intenso do curso de Célculo e também do presente livro. Observe os
exemplos contidos na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Alguns exemplos de associagoes, descritas algebricamente, com seus
dominios e imagens.

Associacao Dom(f) Im(f)
y =’ [0, 00) [0, 00)
y =’ (—00,0) [0, 00)
y=1/x (=00,0)U(0,00)  (—00,0) U (0,00)
y=V1-a [~1,1] [0, 1]
y = arcsen(z) 1<z <1 —%gygg

Porém, nao devemos esquecer que basta que uma associagcao exista, mesmo
aleatédria, e respeite a regra, para que exista uma funcao.

Vale salientar que as fungoes utilizadas para modelar fendmenos observados
pela Geofisica sao tais que as seguintes regras sao usualmente validas:

(i) Em geral, o dominio e o contradominio s@o intervalos que podem ser aber-
tos, fechados, limitados e ilimitados. Além disso, pode acontecer de o
dominio ser a uniao de intervalos.

(i) Em geral, a relagdo que define a funcao é descrita por meio de férmulas,

contendo termos trigonométricos, logaritmicos, exponenciais, polinomiais e
quocientes, entre outros.
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Exercicios

1.1  Considere as fungoes: f(z) = =z, para = € [-1,1]; g¢g(x) = z, para z € (—1,1);
h(z) = z, para = € [0, 1]; e responda as seguintes questdes: (a) f e g sdo iguais? Por
qué? (b) g e h sdo iguais? Por qué? (c¢) f e h sao iguais? Por qué?

1.2  Encontre o dominio méximo e o contradominio para as seguintes relagoes:

(a) flz) =V (c) f(z) = v/sen(x) (e) f(z) = In(x)
1 1 1
PG Y IR e

1.2 Funcoes elementares

Apesar de a definicdo de funcao ser extremamente genérica, existem tipos ou
familias de funcgoes que se apresentam com muita frequéncia nas modelagens de
fenomenos da natureza, incluindo os geofisicos. Nesta secao veremos as funcgoes
mais comuns do cédlculo, como fungoes polinomiais, poténcia, racionais, exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas.

1.2.1 Funcao polinomial

A funcéo polinomial é a mais simples de todas e, de fato, é a tinica que pode
ser verdadeiramente calculada numericamente, pois é composta pelas duas operagoes
mais elementares: adigao e multiplicagao (subtragao e divisao sdo casos particulares).

Existem varias maneiras equivalentes de representar uma mesma fungao polino-
mial, cada qual apresentando vantagens dependendo do tipo de estudo ou aplicagao.
No que se segue, apresentaremos as quatro mais comuns:

Forma canodnica

A forma canonica é a forma mais comum de se representar uma fungao poli-
nomial e é dada pela expressao

p(x) = ap + a1 + agx® + - - + apa”, (1.1)

onde os coeficientes ag, para k = 1,...,n, sdo todos constantes. A partir da forma
canodnica existe outra forma interessante que vale a pena ser mencionada, a chamada
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forma dos parénteses encairantes:
p(z) =ao+ x(a1 + z(ag + z(as + - - + z(an—1 + apzx)--+))), (1.2)

que pode ser convertida em um método de avaliacao de fungao polinomial, chamado
método de Horner (Figura 1.2). Aqui, s é o resultado da avaliagao, x é o valor da
abscissa em que se deseja avaliar a funcao e a(n) sdo os coeficientes (supostamente
dados) da fungao polinomial.

entrada(x, a)
s = a(n)
faga k =1 até n
s = a(n-k) + s X x
fim

saida(s)

Figura 1.2: Método de Horner para a avaliacdo de uma funcao polinomial.

Para exemplificar o uso do método de Horner, vamos avaliar f(x) = 2 + 3z +
22 —423 em x = —2. Neste caso, os dados de entradasdoa = (2,3,1,-4) ex = -2,
e, apds a aplicagao do algoritmo (Figura 1.3), obtemos s = 32, isto é f(—2) = 32.

Entrada: x = -2; a = (2,3,1,-4)

s =a(@ =-4
k=1

s=a(2) +s xx=1+(-4) x (-2) =9
k=2

s=a(l) +s xx=3+9 x (-2) = -15
k=3

s =a) +s x x=2+ (-15) x (-2) = 32
Saida: s = 32

Figura 1.3: Exemplo de aplicagdo do algoritmo dos parénteses encaixantes para
a avaliacdo de f(x) = 2+ 3z + 22 — 42 em 2 = —2. O resultado é f(—2) = 32.
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Forma candnica “centrada em um ponto”

A forma canonica centrada em um ponto, que é uma generalizacao da forma
canoOnica em que se introduz um deslocamento na variavel x, é dada pela expressao

p(x) =ag+ a1(z — ¢) + as(x — c)? + -+ + an(x — )", (1.3)

onde ¢ é um ponto qualquer da reta e os coeficientes ay, para k = 1,...,n, sdo todos
constantes.

Forma “explicita”

A forma explicita é uma forma de representacao de funcao polinomial nao
tao comum quanto a forma canénica, pois, dependendo da aplicacao, muitas vezes
sua representacao ¢é dificil (ou até impossivel) de ser obtida. E dada pela seguinte
expressao:

p(x) = ao(x —r1)(@ — r2) (@ — r3) - (x — 1), (1.4)

onde o coeficiente ag é constante e os nimeros 1y, para k = 1,...,n, sao as raizes
do polinémio (admitindo a possibilidade de raizes complexas).

Forma de Newton

A forma da Newton é a forma menos conhecida, pois suas aplicacoes mais
importantes estao ligadas a problemas mais especificos de andlise numérica e com-
putagao cientifica. Sua expressao é a mais complexa de todas apresentadas aqui e é
dada por

p(x)=ao+ai(x—c1) +ax(z—c1)(x—co)+-+apn(x—c1) - (x —cn), (1.5)

onde ¢, sao pontos quaisquer na reta e cada coeficiente aj depende de c;, para
1=0,....k—1lek=1,...,n.

Algumas vezes, é possivel reescrever um polinémio de uma forma para outra,
no entanto, esta tarefa pode ser bem dificil (ou até mesmo impossivel). Por exemplo,
para representar o polinomio f(x) = 22 na forma canénica centrada em ¢ = 1, uma
maneira é somar e subtrair ¢ = 1 de z:

=z -14+1)2=[(z-1D+1P=(@-1?+2x—-1)+1.
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Para a forma explicita, basta observar que a raiz de f(z) é r = 0, com dupla
multiplicidade, sendo assim,

22 = (z —0)(z —0).

Por fim, podemos representar f(x) na forma de Newton, com ¢; = —1 e ¢p = 2, da
seguinte maneira: escrevemos a identidade polinomial

22 =ap+ai(z+1) +ag(z + 1) (z — 2),

onde ag, a1 e as sao os coeficientes a serem determinados. Como é uma identidade
polinomial, ela deve valer para todos os valores de x, e usamos esse fato para des-
cobrirmos os coeficientes, bastando usar valores convenientes. Quando escolhemos

r=—1,z=2ex =0, obtemos as seguintes identidades
1 = ag ,
4 = ag+ 3ay,
0 = ap+a—2az,

cuja solugado é ap =1, a3 =1 e ag = 1, isto é,
=14 (@+1)+(x+1)(z—-2).

Resumindo, podemos afirmar que as fungoes polinomiais

sao, de fato, a mesma funcao, onde f; estd na forma padrao, fs na forma explicita,
f3 na forma padrao centrada em ¢ = 1 e f4 na forma de Newton com ¢; = —1 e
co = 2.

Exercicios

1.3  Para cada fungao polinomial indicada na forma a seguir, faca a representagao nas trés
outras formas, escolhendo ¢ = 1 para a forma padrao centrada e ¢; = —1 e co = 2
para a forma de Newton:
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(a) f(z) =a* — 2, na forma padrao;

(b) g(z) = (a: — 1)(x — 3), na forma explicita;

() h(z)=1+2(x—1)+ (z —1)2, na forma padrio centrada em ¢ = 1;

(d) i(z)=-2+3(x+1)+ (z+1)(x + 2), na forma de Newton com ¢; = —1 ¢
e = —2.

1.4 Use o método de Horner para avaliar as seguintes fungoes polinomiais nos pontos
dados
(a) f(x)=—4+1lz—22°> -2+ 2t em x = —2;
(b) g(x) =2+ 42 — 2% + 225 em = = 3/2;
() h(z)=-1+z—-22—-23+2*+2°em oz =—1.

1.2.2  Funcao afim
Uma fung¢do afim é uma funcao polinomial de primeiro grau (na forma padrao)
y=f()=az+b, (1.6)

onde coeficientes a e b sao chamados de coeficiente angular e intercepto, respectiva-
mente. O seu grafico é uma linha reta e o intercepto é a coordenada no eixo y que
intercepta a reta. A coordenada do eixo x que intercepta a reta, chamada de raiz
ou zero de f, é igual a r = —b/a, para a # 0. Se a = 0, isso significa que a reta é
paralela ao eixo x e que nao ha raiz neste caso, quando b # 0. Um caso particular
da funcao afim é quando b = 0, caso em que a denominamos como func¢do linear:

y= f(x) = ax.

Os gréficos das fungoes afim f(z) = 3z/2+ 6 e g(zr) = —z/2 + 2 podem ser
observados na Figura 1.4.

Admitindo que o coeficiente angular é diferente de zero (a # 0), é sempre
possivel transformar uma equacao da reta em uma funcéo afim e vice-versa, isto é,

colr —x9)+c1(ly—yo) =0 +«— y=ax+b ou z=cy+d (1.7)

eq. da reta fungoes afim

Neste caso, ha uma relagao entre os coeficientes da equacao da reta e os coeficientes
das funcoes afim para que a transformacao de uma representacao para a outra acon-
teca.
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Figura 1.4: Exemplo de duas fungoes afim.

Uma funcao afim é completamente determinada por dois pontos distintos no
plano com coordenadas horizontais distintas. Isso quer dizer que, dados dois pontos
distintos no plano, P; = (z1,y1) e Py = (x2,y2), com x1 # x9, é sempre possivel
calcular os coeficientes a e b de uma funcao afim. Neste caso, devemos resolver o
seguinte sistema linear (2 x 2), para os coeficientes a e b,

y1 = b+a$17
Y2 = b+axs.

Por exemplo, sabendo que uma reta passa pelos pontos Pi = (2,3) e
P, = (—2,-1), desejamos saber qual a fungao afim f(x) = ax + b que representa tal
reta. Para isso, devemos resolver o seguinte sistema linear (2 x 2):

3 = 2a+b,
-1 = —2a+V,

cuja solugao é a =1 e b = 1. Sendo assim, a fun¢ao afim procurada é
fl@) =z +1.

Para esbocar um grafico de uma funcao afim, basta determinar dois pontos quaisquer
que pertencam a reta definida pela funcao e desenhar a linha reta que passe por estes
dois pontos.



10 Capitulo 1. Funcgoes

Exercicios

1.5 Encontre as relagoes entre os coeficientes de uma funcao afim e de uma equagao da
reta que representam a mesma linha reta no plano. Isto é, dada a equacao de uma
reta

(@ — o) +d(y — yo) =0,

determine a e b em fungao de ¢, d, xg e 1o, tal que
y=a+ bx.

1.6 Para os itens a seguir, dados os pontos P; e P», descubra a fungao afim que representa
a reta que passa por eles.

(a) PL=(2,3)ePy=(-21) (¢) Pr=(1,-3)ePy=(-24)
(b) P1:(72771)€P2:(5,1) (d) P1:(2,3)€P2:(3,3)

1.2.3 Funcao quadratica

Uma fung¢do quadrdtica é uma fungao polinomial de segundo grau (na forma
padrao)
y = f(z) =c+bx +az?, (1.8)

onde a # 0. O seu gréafico é uma curva chamada pardbola e o coeficiente a é as
vezes chamado de curvatura. Muitos fendomenos da natureza podem ser modelados
por uma funcdo quadratica, por exemplo, a férmula hordria para um movimento
retilineo uniformemente acelerado é dada por

2(t) = o + vot + %t2 ,
onde z(t) é a posigdo da particula no instante t, xg é a posicao inicial, vy é a
velocidade inicial e a é a aceleracdo (constante).

Uma funcgao quadratica possui alguns elementos geométricos notaveis que a ca-
racterizam por completo. Comegamos pelas raizes (1, 72) de uma funcao quadratica,
que sao as coordenadas horizontais dos pontos da pardbola que interceptam o eixo
horizontal. Podem ser calculadas com a férmula de Bdskara:

b+ VA
r2 = )

P (1.9)
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onde A = b2 —4ac é chamado de discriminante. Observe que, se A < 0, ndo existem
raizes reais, e se A = 0, a raiz tem multiplicidade dupla, isto é, as raizes sdo iguais,
r1 =19 = —b/2a. A concavidade de uma pardbola é determinada pelo coeficiente a:
se a > 0 a concavidade ¢é voltada para cima, por outro lado, se a < 0, a concavidade
é voltada para baixo'. O wvértice (,,%,) de uma parabola é o ponto que é um ponto
de méximo, no caso de a concavidade estar voltada para baixo, ou de minimo, no
caso de a concavidade estar voltada para cima. As suas coordenadas sdo dadas por

b
= o, (1.10)
A
- _= 1.11
Yo v (1.11)

onde A é o discriminante da pardbola. Observe que as pardbolas ndo degeneradas
sempre tém vértices, mas nem sempre possuem raizes reais. Todos estes elementos
podem ser observados com o auxilio da Figura 1.5.

A

7 Ty |72 T

1IN

Figura 1.5: Elementos de uma fungdo quadrética. Os circulos indicam a inter-
se¢do da quadrética com os eixos, onde r1 e 1o sd0 as raizes e ¢ é o intercepto. O
losango indica o vértice (z,,¥,). Observe que neste exemplo a concavidade estd
para cima, implicando que a > 0.

Uma funcao quadratica é completamente determinada por trés pontos copla-
nares P; = (z1,41), P> = (x2,y2) e P3 = (x3,y3), desde que sejam nao colineares e
suas coordenadas horizontais sejam distintas (veja a Figura 1.6). Para descobrirmos

LCaso a = 0, entdo a pardbola se degenera em uma reta.
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os valores dos coeficientes da funcao quadratica, em primeiro lugar assumimos que
a parabola esteja descrita na forma padrao

y = ¢+ bx + az?,

e, em seguida, como cada ponto Pj pertence a parabola, suas coordenadas devem
satisfazer a igualdade acima. Portanto, devemos resolver o seguinte sistema linear

(3 x 3) para determinarmos os coeficientes a, b e ¢:

y1 = c—}-bm—i—am%,
Yo = c—}-ba:Q—f—ax%,
Y3 = c+b:c3+a:v§.

Por exemplo, sabendo que a parabola passa pelos pontos (—1,—1), (1,-3) e (3,—1)
(veja a Figura 1.6), o sistema linear que define os coeficientes é

~1 = c¢c+b(-1)+a(-1)?* = c—b+a,

—3 = c+b(1)+a(1)? = c+b+a,
-1 = c¢+b(3)+a(3)? = c+3b+9a,
cuja solugao é ¢ = —5/2, b = —1 e a = 1/2. Portanto a parabola pode ser descrita

por meio da seguinte expressao (forma padrao)

S 12
Yy=—-s—r+ 52

5 5 (1.12)

cujo grafico pode ser observado com auxilio da Figura 1.6

Por outro lado, assumindo que a parabola esteja descrita na forma de Newton
y=c+blx—c)+alr—c1)(z—c),

basta resolvermos o sistema linear (3 x 3) a seguir para determinarmos os coeficientes

a, bec:
y1 = c+b(r1—c1)+a(rr—cr)(xr —ca),
Yo = C—i—b(xg—61)+a($2—01)(.732—02),
Yys = C+b($3—Cl)—i-a(.%‘g—cl)(a?g—CQ).

Se ¢g e c1 sao escolhidos convenientemente como sendo duas das abscissas dos pontos,

isto é, por exemplo, ¢; = x1 e cg = x3, entao o sistema linear para determinar os
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coeficientes da forma de Newton é

v = c+b,
Yo = c—i—b(:vg—cl)+a(a:2—c1)(a:2—02),
ys = c+b(xs—c1),

que é um sistema mais facil de resolver do que o sistema decorrente da forma padrao.

Figura 1.6: Trés pontos nao-colineares no plano definem uma parabola. Para a
pardbola tracejada, foram escolhidos trés pontos (quadrados) ao acaso, e, para a
pardbola em linha cheia, foram escolhidos os pontos (—1,—1), (1,—3) e (3,—1)
(circulos), os mesmos utilizados no exemplo do texto.

Voltando ao exemplo dos trés pontos, (—1,—1), (1,—-3) e (3, —1), se escolher-
mos ¢; = x1 e ¢y = x3 para a representacao na forma de Newton

y=c+bx+1)+alx+1)(xz-3),
entao o sistema linear resultante que define os coeficientes, para esta forma, é

-1 = ¢c+b(-1+1)+a(-14+1)(-1-3) = ¢,
-3 = ¢c+b(1+1)+a(14+1)(1-3) = c+2b—4a,
1 = c4+bB+D+a(3+1)3-3) = c+4b,
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cuja solu¢do é ¢ = —1, b = 0 e a = 1/2. Portanto, a parabola descrita na forma
padrao por (1.12), também pode ser descrita na forma de Newton com da seguinte
exXpressao:

y:—1+%(ﬂs+1)($—3).

Como podemos perceber, comparando as formas escolhidas para a resolucao
do problema de determinacgao da parabola a partir de trés pontos dados, a forma de
Newton tem a vantagem de ter gerado um sistema linear bem mais simples. Com
efeito, em problemas de interpolacao em geral, a forma padrao gera um sistema linear
altamente instavel, fazendo com que seu uso em analise numérica seja descartado.
Mais discussoes sobre este assunto podem ser conferidas em Ruggiero & Lopes (1997)
e Cunha (2003).

Exercicios

1.7 A partir da férmula (1.11) que determina a coordenada vertical do vértice de uma
parabola, elabore uma regra baseada nos sinais y, e da concavidade a para determinar
se a parabola possui raizes reais ou nao.

1.8 Ache as intersecoes das quadréticas f(z) = 22 — 1 e g(z) = —2 + x e interprete
graficamente.

1.9 Sabendo-se que uma pardbola passa pelos pontos (—1,1), (1,—2), (2,4),

(a) encontre a quadrdtica, na forma padrao, que descreve esta curva;
(b) encontre a quadréatica, na forma de Newton, utilizando ¢; = —1 e ¢ = 1;

(¢c) encontre a quadrética, na forma de Newton, utilizando ¢; =1 e ¢ = 2.
1.2.4 Funcao poténcia
A funcao poténcia pode ser escrita como
flz) =2 aeR. (1.13)

Para a positivo, o dominio de f é [0,00), porém, se a for negativo, o nimero zero
nao pertence ao dominio. Para o caso especial em que a seja um nimero racional
do tipo p/q, p € Z, e q € N, entao definimos a poténcia como sendo

2P/t = (zP)H9
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isto é, primeiro elevamos xP e depois calculamos a raiz. Caso g seja impar, entao o
dominio se estende por todos os reais, porém se ¢ é par, entao o dominio é restrito
a todos os reais nao negativos.

Vale observar que, no caso em que o expoente a ¢ um nimero natural, a fungao
poténcia é também uma funcdo polinomial, como, por exemplo, f(z) = x?. Além
disso, uma fungao raiz é uma fungao poténcia para o caso em que a = 1/n, para
n € N. Tome como exemplo a fun¢ao raiz quadrada f(z) = 21?2 = \/z". As funcoes
a seguir sao exemplos de fungoes poténcia.

(a) flz)=2? (b) flz) =21, (c) f(z)=a'l?
cujos graficos podem ser observados na Figura 1.7.

-
-

Figura 1.7: Gréficos de alguns exemplos de funcoes poténcia: f(x) = 22 (linha
cheia), f(z) = 2~! (linha pontilhada) e f(z) = #'/? (linha tracejada).

Exercicios

1.10 Mostre algebricamente que as fun¢oes poténcia f(r) = 2% e g(x) = /o se interceptam
emz =0ex=1 (veja a Figura 1.7).

1.11 Mostre algebricamente que as funcoes poténcia f(z) = 2%/2 e g(x) = /z_ se intercep-
tamemax =0ex = 1.
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1.12 Considere duas funcdes poténcia f(z) = 2%? e g(z) = 229, onde p e ¢ sdo inteiros tais
que ¢ > p > 1. Mostre que f(z) > g(x) para todo x € (—1,1) e g(x) < f(x) para
todo z € (—o00,1) U (1,00) e interprete graficamente.

1.2.5 Funcao racional

Uma fungao racional é definida como sendo

p(z)

r(z) = () (1.14)
onde p(z) e g(x) sao fungdes polinomiais. Uma funcgao racional pode ser classificada
como prépria ou imprépria, dependendo dos graus dos polinémios p(z) e g(x). Uma
funcao racional é classificada como prépria quando o grau da funcao polinomial p(z)
é menor do que o grau de g(x), caso contrario, dizemos que a fungao é imprdpria.

As funcGes enumeradas a seguir sao exemplos de funcoes racionais, cujos gra-

ficos podem ser observados na Figura 1.8

22 LA
(a) f(z)= xg—f;lj (¢) flz)= e
5 23 _ 5y
) f@) =37 (d) f(z)= 2562511“

Além disso, observamos que as funcoes dos exemplos (a) e (b) s@o racionais
préprias, enquanto (c) e (d) sdo exemplos de fungdes racionais impréprias.

. Yy Y
N i
N 'l
AN I
N ]
So /
S~/
//"\
\/\ // AN
I /
[ () o (b)
I -7
| 1a)
I

Figura 1.8: Graficos de alguns exemplos de fungoes racionais.
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Exercicios

1.13 Mostre que fungao racional imprépria r(z) = (ax + b)/(cx + d), com ¢ # 0, pode ser
reescrita como

r(x):a—f—cx_'_d,

isto é, r(x) é uma soma de um polinémio (de grau zero) e uma fungao racional prépria.
Ache as constantes em funcao de a, b, c e d.

1.14 Considere a fungao racional f(x) = 1/(ax +b). Sabendo que f tem uma assintota em
x=1eque f(0) =1, determine os coeficientes a e b.

1.2.6 Funcao exponencial

Uma funcao exponencial é uma funcao do tipo

f(z) = a”, (1.15)

onde a é um numero real, positivo e constante.

A constante a pode assumir um valor especial chamado nimero de Euler (ou
nimero neperiano), denotado pela letra e. Este valor pode ser definido como um
limite de sequéncia ou por meio de uma equacao diferencial. Neste caso, com a base
e, a fungdo exponencial passa a ter outras propriedades interessantes e, por isso, é
denotada alternativamente como

exp(z) =e”. (1.16)
O valor da constante de Euler e com a precisao de doze casas decimais é

2,718281828459 .

Como a funcao exponencial é de fato uma constante elevada a um expoente
(varidvel), ela herda todas as propriedades da operagao da exponenciagao:

P1) flz+y) = f(z)f(y), pois a® ¥ = a” a¥ (1.17a)
P2) f(=z) =1/f(=), pois a”* = 1/a" (1.17b)
P3) f(@)Y = f(zy), pois (a®)¥ = a™ (1.17¢)

As fungoes a seguir dois sdo exemplos de fungoes exponenciais. Os seus graficos
podem ser observados na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Gréficos de exemplos de funcoes exponenciais.

Exercicios
1.15 Mostre as seguintes afirmacoes e as interprete graficamente:

(a) toda fungdo exponencial possui somente = 1 como intercepto;

(b) nenhuma fungao exponencial possui raiz.

x

g(x) =b", onde b > a > 1. Mostre

1.16 Considere duas fungdes exponenciais f(x) = a® e
f(x) para todo z < 0 e interprete

que g(x) > f(x) para todo x > 0 e g(z) <
graficamente.

1.2.7 Funcao logaritmica

O logaritmo em uma base a > 0 é definida como a func¢ao inversa da funcao

exponencial na base a, isto €,
y =log,(x) se, e somente se, x = a’. (1.18)

Vale lembrar que o logaritmo, para qualquer base, s6 é definido para ntimeros po-
sitivos, isto é, o dominio de log,(z) é (0,00). O logaritmo possui as seguintes pro-
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priedades algébricas:

Pl) loga(ajy) = 10ga(x) + loga(y); (1193)
P2) log,(/y) = log,(x) —log,(y); (1.19b)
P3) log, (z°) = blog, (x); (1.19¢)
P4) log,(z) = iizgaji ; (1.19d)

as quais podem ser demonstradas a partir da defini¢ao (1.18) e das propriedades da
exponenciacao (1.17a)—(1.17c) (fica como exercicio).

A partir de (1.18), definimos a fun¢ao logaritmica como sendo

f(z) = log,(z), (1.20)

para alguma constante a > 0. Para o caso especial em que a = e, isto é, quando a
¢ igual a constante de Euler, denominamos o logaritmo como logaritmo natural e o
denotamos por In(z).

As fungoes a seguir sao exemplos de fungoes logaritmicas e seus gréaficos podem
ser observados na Figura 1.10.

(a) f(x) = logy(x); (b) f(z) =In(z) = log(z) .

Figura 1.10: Gréficos de dois exemplos de fungdes logaritmicas.
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Exercicios
1.17 Demonstre as propriedades do logaritmo (1.19a)—(1.19d), a partir da definigao (1.18).
1.18 Verifique que log,(a’) = b.

1.19 Mostre as seguintes afirmacoes e as interprete graficamente:

(a) toda fungdo logaritmica possui somente 2z = 1 como raiz;

(b) nenhuma fungdo logaritmica possui intercepto.

1.2.8 Funcoes trigonométricas

Uma fungao trigonométrica é toda funcao que é definida com auxilio do circulo
do trigonométrico, que pode ser visto com auxilio da Figura 1.11. Dado um angulo

Figura 1.11: Definicdo das funcoes trigonométricas. Dado um angulo x e
considerando a circunferéncia de raio unitdrio, temos as seguintes relacoes
trigonométricas: sen(xz) = PP’ cos(z) = OP, tan(z) = QQ’, csc(z) = OR,
sec(z) = OQ e cot(z) = OR'.

x em radianos, a fung¢ao seno, denotada por sen(x), é a projegao ortogonal do ponto
P sobre o eixo y e a func¢ao cosseno, denotada por cos(z), é a projegao ortogonal do
ponto P sobre o eixo x. O grafico de ambas func¢oes pode ser observado com auxilio
da Figura 1.12.
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Figura 1.12: Os graficos das fungoes seno (linha cheia) e cosseno (linha trace-
jada).

As outras funcoes trigonométricas, a tangente, cotangente, secante e cosse-
cante, podem ser definidas algebricamente usando as fungoes seno e/ou cosseno da

seguinte forma

(a) Tangente: tan(x) = cos() (1.21)
. cot(z) = cos(z) _ 1
(b) Cotangente: t(x) sen(z) — tan(a) (1.22)
1
(c) Secante: sec(z) = cos(2) (1.23)
1
(d) Cossecante: csc(x) = sen(z) (1.24)

e seus graficos podem ser vistos com auxilio da Figura 1.13. Observe que todas
estas fungoes trigonométricas possuem raizes ou assintotas (dependendo do caso)
nas abscissas multiplas inteiras de 7, isto é, em x = km, para k € N.

Além disso, a fungoes seno e cosseno sdo relacionadas por meio da identidade

trigonométrica fundamental
sen?(z) + cos?(z) = 1, (1.25)

que, dentre outras utilidades, pode ser usada para calcular um cosseno a partir de

um seno e vice-versa, do seguinte modo

cos(z) = /1 —sen?(z) , (1.26)
sen(z) = /1 — cos?(z) . (1.27)
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Figura 1.13: Em (a) os gréificos das fungoes tangente (linha cheia) e cossecante
(linha tracejada) e em (b) os graficos das fungoes co tangente (linha cheia) e
secante (linha tracejada).

Além da identidade fundamental, as funcgoes trigonométricas possuem uma

grande quantidade de outras propriedades, das quais as mais comuns estao rela-

cionadas no Apéndice A.

Exercicios

1.20 Sabe-se que basta somente a funcio seno (ou cosseno) para gerar todas outras as
fungoes trigonométricas.

(a) Usando a identidade trigonométrica fundamental, mostre uma expressao
para a tangente que dependa somente do seno.

(b) Similarmente, mostre uma outra expressao para a tangente que dependa

somente da funcao cosseno;

(¢) Repita os dois itens anteriores para a cotangente;

1.21 Usando a identidade trigonométrica fundamental, escreva as funcoes trigonométricas
em funcao da fungao seno.
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1.3 Funcoes definidas por partes

Funcoes definidas por partes sao funcoes que tém expressoes diferentes em in-
tervalos disjuntos, como, por exemplo, uma funcao que é polinomial em um intervalo
e exponencial em outro. As funcoes definidas por partes descritas a seguir sao as
mais bésicas, porém essenciais na criagao e no estudo de fungbes por partes mais
complexas.

1.3.1 Funcao de Heaviside

A funcdo de Heaviside, também conhecida por fungdo degrau, tem o propésito
de indicar se a varidvel é nao negativa, retornando o valor 1 para este caso e 0 caso
contrario. Pode ser definida como

0, sex <0,
h(z) =< 1/2, sex =0, (1.28)
1, sex >0,

e seu grafico pode ser visto com auxilio da Figura 1.14. Vale mencionar que a

y
y = h(x)

1
1/2

T T
Figura 1.14: Grafico da fungao de Heaviside.

defini¢ao de que em 2z = 0 a fungao vale 1/2 é completamente arbitraria. Com efeito
em z = 0, a funcao de Heaviside pode assumir qualquer valor, incluindo 0 ou 1, que
sao os valores mais comuns encontrados na literatura.

1.3.2  Funcao sinal

A funcdo sinal é uma funcdo que tem o propdsito de extrair o sinal de um
namero z, isto é, indica se x é positivo ou negativo, retornando 1 ou —1, respecti-
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vamente. Pode ser definida como

-1, sex <0,
sgn(z) = 0, sex=0, (1.29)
1, sex >0,

e seu grafico pode ser conferido pela Figura 1.15.

y = sgn(x)

¢ —1

Figura 1.15: Gréfico da fungao sinal.

1.3.3 Func¢oes moédulo, caixa e indicadora

A fungao mddulo, denotada por |z|, também conhecida como fun¢do valor
absoluto, pode ser definida como

-z, sex <0
= ’ ’ 1.30
] { r, sex >0 . ( )

A funcdo indicadora é uma funcao auxiliar que indica se um nimero pertence
a um conjunto A ou nao. Para um conjunto qualquer A, a sua funcao indicadora
pode ser definida como

1, sexec A
il = ’ ’ 1.31
Al) {O, sex ¢ A. (1.31)

Vale observar que, para x # 0, podemos relacionar a fungao de Heaviside e a fungao

indicadora da seguinte maneira:

h(z) = L(g 00\ (@) -
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A funcao caiza indica se a variavel pertence ou nao a um intervalo simétrico,

retornando o valor 1 para este caso e 0 para caso contrario. Pode ser definida como

se r < —a,
se —a<zr<a,
sexr>a.

(1.32)

E interessante notar que podemos definir a funcdo caixa com auxilio da fungao

indicadora da seguinte forma:

b&(x) - ]I[—a,a] (l’) :

Um caso especial da fungao caixa é a fungao retangulo, denotada por rect(z), cuja

defini¢ao é dada por rect(x) = by 5(x), isto &,

0,
rect(z) = ¢ 1,
0,

sex < —1/2,
se —1/2<x<1/2,
sex>1/2.

(1.33)

Na Figura 1.16 sao dispostos os graficos as fungoes médulo, indicadora e caixa.

y = ||

y= ba<$)

2 O

S O

Figura 1.16: Da esquerda para direita, os graficos das fungdes médulo, indi-

cadora e caixa.

Exercicios

1.22 Resolva os itens a seguir

(a) mostre que h(x) = xzsgn(z), onde h(z) é a funcdo de Heaviside;

(b) desenvolva algebricamente a funcio g(x) = [sgn(x)]? e esboce seu grafico;
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(c) desenvolva algebricamente a funcio /(x) = sgn(x?) e esboce seu grafico.

(d) desenvolva algebricamente a funciao m(z) = sgn(4 — x?) e esboce seu gréafico.

1.23 Resolva os seguintes itens:

(a) mostre que sgn(z) = 2h(z) — 1, onde h(x) é a fungao de Heaviside;
(b) desenvolva algebricamente a funcio g(x) = [h(x)]? e esboce seu grafico;

(c¢) desenvolva algebricamente a funcao ¢(x) = h(sgn(x)) e esboce seu gréfico.

1.4 Limite e continuidade

O limite de uma fungao em um ponto é uma operagao simbolizada pela seguinte
expressao

lim f(x), (1.34)

r—a

que pode ser lida intuitivamente como a seguinte pergunta:

O que acontece com o valor de f(x)
a medida que x se aproxima de a?

O significado do termo se aproxima é um tanto vago, ele quer dizer algo do
tipo infinitesimalmente proximo ou, ainda, tdo prorimo quanto se queira. Esta pro-
ximidade deve ser independente da lateralidade, isto é, x se aproxima de a nao
importando se pela esquerda ou pela direita, ou alternadamente por ambos os lados.

1.4.1 Limites laterais

Para responder a pergunta é necesséaria a introducao de mais outro conceito,
chamado limite lateral, que é uma operacao que tem o significado igual ao do limite,
no entanto restrito pela lateralidade. O limite lateral a esquerda é quando a operagao
do limite estd restrita a condicao de que a varidavel x sempre seja menor do que a.
Sua notagao é similar a do limite, porém com o sinal — ao lado do argumento a,
para indicar a lateralidade, isto é

lim f(z). (1.35)

r—a—
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Respectivamente, o limite lateral ¢ direita considera que a varidvel x seja sempre

maior do que a e é denotado similarmente por

lim f(x), (1.36)
T—a+
onde o sinal 4 indica a lateralidade.
Para um limite lateral (tanto a esquerda quanto a direita), podem acontecer
trés resultados:
(i) o limite converge a um valor finito;
(ii) o limite “tende” a infinito (positivo ou negativo);
(iii) o limite ndo existe?.
Para o primeiro caso, dizemos que ha convergéncia lateral, e, para os outros dois,
dizemos que ha divergéncia. O terceiro caso representa uma divergéncia mais pa-
toldgica, porém nao incomum. Para uma melhor compreensao dos possiveis resul-
tados, na Tabela 1.2 apresentamos cinco exemplos seguidos por uma breve andlise.

Tabela 1.2: Exemplos de convergéncia e nao convergéncia de limites de fungoes.

Exemplo Analise
rl_i)%l_i_ 1/ =400 A funcao diverge para o infinito positivo, quando x
se aproxima de 0 pela direita;
xli%l 1/x = —o0 A funcéo diverge para o infinito negativo, quando x
se aproxima de 0 pela esquerda;
zl—i>I(rJl+ sen(1/z) =7 O limite nfo existe, pois quando = se aproxima de

0 pela direita, 1/z tende a infinito (positivo), cau-
sando uma indefinicao na funcao seno, cujos valores
ficam oscilando entre —1 e 1;

lim 22 = lim 2> =0 O limite é zero, pois ambos limites laterais apresen-

x—04 r—0— .
tam o mesmo valor finito (zero).
2
lim — =limz =0 O limite é zero, pois ambos limites laterais apresen-
z—0 T z—0

tam o mesmo valor finito (zero).

20 sfmbolo matemético para nio existéncia é 3.
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Para se computar limites que envolvam expressoes mais complicadas, existem
limites de expressoes previamente computados, chamados limites fundamentais, dos
quais apresentamos os quatro principais na Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Limites fundamentais.

Limite Comentério
sen(ax
lir% L =a, Tal limite é utilizado para se calcular a
- T . ~
‘ derivada da funcao seno;
b\
lim (1 + 7) =¢’,  Este limite é uma das definicdes do nimero
r— 00 T s .
de Euler e; esta associado ao problema de
juros compostos para intervalo de tempo in-
finitesimal;
. ¢ =1 TR,
hr% =In(c), Tal limite é utilizado para se calcular a
=0 . ~ .
derivada da fungao exponencial;
n
lim — =0 Este limite mostra que a funcao exponencial
r—oo et

sempre cresce mais depressa que qualquer
funcao polinomial;

Observagao: a #0,b# 0e c > 0.

Por exemplo, para avaliarmos o limite

lim sen(ex) 7
z—0 e — 1

podemos reescrevé-lo como

sen(ex) =«

lim
z—0 x et —1

e usar os limites fundamentais da Tabela 1.3, obtendo

. . sen(ex) .. x 1
lim = lim (ez) lim =e-—=1.
z—0 e — 1 z—0 x z—0e? — 1 e

sen(ex)
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1.4.2 Funcao continua

Intuitivamente, podemos dizer que uma funcao é continua quando, ao desenhar
o grafico da fungao com um lépis sobre um papel, o lapis fica em contato com o papel
o tempo todo.

A continuidade de uma funcao é uma propriedade local, isto é, dado um ponto
do dominio, podemos avaliar se a funcao é continua ali ou nao. Com efeito, uma
funcao é continua em um ponto x = a se ambos limites laterais e a prépria fungao
possuem o mesmo valor finito. Por conveniéncia, caso a fungdo seja continua em
todos os pontos de um intervalo I, entdao ela é chamada simplesmente de funcao
continua em 1.

Quando a func¢ao nao é continua em um ponto, dizemos que ali hd uma des-
continuidade que pode ser classificada em trés tipos:

(i) Se os limites laterais sao iguais e finitos, porém a fungao possui um outro
valor, ou nao é definida, dizemos que a funcao tem uma descontinuidade
removivel.

(i) No caso em que os valores dos limites laterais sao nimeros finitos, porém
distintos, dizemos que a fungao apresenta uma descontinuidade de salto.

(ili) Quando pelo menos um limite lateral tende ao infinito, ou nao existe, dize-
mos que a funcao tem uma descontinuidade essencial.

Por exemplo, a funcao

2
z-—1
€Tr) =
f(@) z+1
nao ¢ definida para z = —1, sendo, portanto, descontinua. No entanto, quando

r # —1, podemos simplificar a funcdo, observando que 22 — 1 = (z + 1)(z — 1),
fazendo com que

-1 (z—1)(z+1)
r+1 z+1

=x—1, para x # —1.

Sendo assim, a funcao f(x) é igual a x + 1 para todos os reais z, com excegao de
x = —1. Como f(z) tende a —2 quando x tende a —1, tanto pela esquerda quanto
pela direita, concluimos que x = —1 é um ponto de descontinuidade removivel. Com
base na funcao f(z), podemos construir uma fungao continua f (z), bastando incluir
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o valor —2 no ponto de descontinuidade, isto é,
2
¢ —1
1 _— ara x # —1,
fay=3 wyi PR
-2, parax = —1.
Neste caso, observamos que a funcao f () é igual a x — 1.

Se considerarmos a seguinte fungao

r+1, para x >0,
g9(x) =
r—1, para x <0,

observamos que em z = 0 hda uma descontinuidade de salto, pois os limites laterais
sao finitos e distintos, como podemos comprovar:
li =1 —1)=-1+# 1 =1 1) =+1.
Jim g(z) = lim (z —1) # lim g(z) = lim (z+1) =+

Finalmente, a funcdo h(z) = 2! tem descontinuidade essencial em z = 0, pois

lim — = -0 e lim — = +o0.
r—0— z—0+ X

Exercicios

1.24 Usando os limites fundamentais, manipule as expressoes dos seguintes limites, para
calculé-los.

(a) zli_)n;(}xsen(l/x) =1 (¢) lim tan(x) —
T—00 x

b) lim (1+2)Y* =

(b) Tl_{[olo( ) e (@ liH(l) In(1+ x) _q
T— €T

1.25 Encontre o valor de a para que as fungoes definidas a seguir sejam continuas. Em
seguida, esboce o grafico das funcgoes.

@ 1@ = {

6+ x, se x € (—oo; —2],
322 +za, sex € (—2;+00).

22—-1, sex>0
b — b b
(b)  g(x) {a—i—x, sex <0.
2 -1
(© ha) = § z-1 © 7L

a, se r=1.
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Exercicios adicionais
1.26 Encontre o dominio méximo e o contradominio para as seguintes fungoes:
(a) f(z)=+vz -3 (b) flz) =va* -1 (c) f(z) =In[(z—2)(z+3)]

1.27 Encontre as expressoes das funcoes afim que representam as retas indicadas no grafico
mostrado na Figura 1.17.

y = a(z)

Figura 1.17: Retas usadas no Exercicio 1.27: encontrar as expressoes das
fungoes afim que as representam.

1.28 Esboce o grafico das retas representadas pelas seguintes fungoes afim:

(a) y=2z-1 () y==x/3+1 (e) y=—-2x
(b) y=2x/3+2/3 (d) y=-2x/3+2 (f) y=-2/3-3

1.29 Dada a funcido quadratica na forma padrao: f(z) =6 — 7z + 22, entdo:

(a) calcule as suas raizes, usando a férmula de Béskara;
(b) reescreva-a na forma explicita;

(c) reescreva-a na forma de Newton, com ¢; =1 e ¢a = 3;
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(d) reescreva-a na forma padrao centrada no ponto ¢ = 2.

1.30 Usando a identidade trigonométrica fundamental, mostre as seguintes identidades
trigonométricas

sec?(z) — tan?(z) = 1 (1.37)
1

csc?(x) — cot?(z) =
1.31 Considere as seguintes fungoes:
f(z) = max{z,0} e g(z)=mix{—=z,0}

e resolva as seguintes questoes:

(a) esboce os gréficos de f e g;

(b) mostre que qualquer nimero = pode ser escrito como x = f(x) — g(z);
(¢) expresse a fungdo médulo como uma combinagao das fungoes f(x) e g(z);
(d) esboce o gréfico da fungao f(cos(x)).

1.32 Dada a curva mostrada na Figura 1.18, representéd-la com o auxilio de fungoes indi-
cadoras.

o=
O-S%w@—w) \:437
1 2 3 4 5 6 7 8
.05 -
1 ..

y=(z—-2)(x—-8)/9

Figura 1.18: Curva do Exercicio 1.32.

1.33 Esboce o grafico das seguintes fungoes:

(a) f(z) = [sen(z)| (d) s(z) =z sgn(sen(x))
(e) t(x) = cos(x)sgn(sen(z))
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=
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71.34 Seja g(x) uma fungao definida por partes da seguinte forma:

1.35

1.36

, para z € (—o0,—1),
9(x) =4 |z], para x € [—1,1],
142z, paraze€ (1,+00).

Esboce o seu gréfico e calcule os seguintes limites (caso existam):

(a) lim g(z) (c) [tim g(z) (e) lim g(z) (g) Jlim g(z)
(b) milmlig(a:) (d) xlinjlg(x) (f) J_lf?_ 9(x) (h) IE{EOOQ(I)

(Bracewell, 2000) Mostre que

h(x+b/a), sea>0,

h(ax +b) = { h(—z —b/a), sea <0,

o que leva a seguinte expressao
h(axz +b) = h(z +b/a)h(a) + h(—x — b/a)h(—a),
onde h(z) é a fungdo de Heaviside.

Dada a seguinte fungdo v = f(z) mostrada na Figura 1.19, representé-la com o auxilio
de fungoes de Heaviside.

(%

Figura 1.19: Funcao v = f(z) do Exercicio 1.36.






