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CAPITULO |
Equacoes de Maxwell

LElI DE GAUSS

A lei de Gauss estabelece que cargas elétricas sao fontes do campo elétrico e associa
o fluxo do campo elétrico em uma superficie fechada arbitraria, com o valor da carga
interna, g, ,, a esta superficie:

9531?: hdA = din (I-1)

€&

O vetor n é unitario, perpendicular a cada ponto da superficie fechada que, por
convengao, tem o sentido dirigido para fora da mesma, e €, é a permissividade elétrica
do vacuo. A Figura I-1 ilustra a aplicagdo da Lei de Gauss em trés superficies fechadas
imersas no campo elétrico produzido por um dipolo elétrico. Pode-se ver que, para a
superficie S, que envolve a carga positiva, o produto escalar E-n ¢é sempre positivo.
Assim, todos os termos da soma (integral) sdo positivos e o resultado é um valor po-
sitivo. Para a superficie S,, o produto escalar E - é negativo na parte superior, e na
parte inferior ele é positivo. Por ndo existirem cargas no interior da superficie S,, a Lei

Figura I-1 — llustracdo da Lei de Gauss, com trés
superficies gaussianas fechadas com fluxos totais
positivo (S,), negativo (S,) e zero (S,).
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Figura I-2 — Fio muito longo uniformemente carre-
gado. A superficie gaussiana cilindrica de raio r
utiliza a simetria da distribui¢cdo de cargas para o
célculo do campo elétrico pela Lei de Gauss na for-
ma integral.

de Gauss garante que a contribui¢do positiva se iguale exatamente a contribui¢ao ne-
gativa, fornecendo um resultado nulo. Para a superficie S,, o raciocinio é o mesmo
daquele usado para a superficie S,, mas levando em conta que o produto escalar E-#
agora é sempre negativo, fornecendo um valor negativo para a integral de superficie.
As linhas de for¢a do campo elétrico divergem da regido onde existem cargas positi-
vas e convergem para a regido onde existem cargas negativas.

CAMPO ELETRICO DE UM FIO MUITO LONGO UNIFORMEMENTE
CARREGADO

Em situagdes em que existe simetria, e somente nessas situagoes, por exemplo no
caso de um fio muito longo uniformemente carregado, a Lei de Gauss na forma inte-
gral (Equagdo (I-1)) pode ser utilizada para calcular o campo elétrico. Como a super-
ficie S da Equagao (I-1) é arbitraria, podemos escolhé-la de modo que tenha a mesma
simetria do fio, como a superficie cilindrica fechada mostrada na Figura I-2. Na su-
perficie lateral do cilindro temos que (i) E ¢ paralelo a , logo, E-ndA = EdA; (ii) o
modulo E é constante na superficie lateral j& que, por simetria, ndo depende da sua
posicdo na superficie; (iii) nas duas bases, as normais sio ortogonais ao campo elétri-
co, logo E-ndA = 0; (iv) a integral na superficie fechada reduz-se a integral na superfi-
cie (aberta) lateral do cilindro; (v) sendo constante nesta superficie, E pode ser coloca-
do para fora da integral. Temos a seguinte sequéncia, onde r ¢ o raio do cilindro, L é
seu comprimento, e a densidade linear de carga é A:

~ AL
§ E-ndA=[  EdA=E dA=E2mrL =3 22,
N sup.lateral sup.lateral 80 80
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Logo,

E= A .
2mer

(1-2)

Enfatizamos que as passagens anteriores s6 puderam ser feitas devido a simetria. Por
exemplo, caso a se¢do transversal do fio seja quadrada, uma superficie cilindrica nao
tem a mesma simetria da distribuigdo de cargas e o procedimento acima nao pode ser
aplicado. Para uma distribuigdo arbitraria de cargas, como ilustrado na Figura I-3, o
campo elétrico em um ponto qualquer, localizado pelo vetor #, pode ser calculado pela
superposi¢ao dos campos produzidos por elementos de volume que subdividem a distri-
buicdo de carga, cada um deles contendo uma carga volumétrica elementar p(r')d V:

p(?’)(?—?’)dV’.

3

E(r)=] (I-3)

4me, | —1’

OBSERVANDO O CAMPO ELETRICO COM UMA “LUPA”

A Equagao (I-1) relaciona o fluxo do campo elétrico em uma superficie fechada
com a carga total existente no seu interior. Vamos olhar com uma “lupa” (imagina-
ria!) uma pequena parte da carga positiva do conjunto mostrado na Figura I-1 e repro-
duzido na Figura I-4 para procurar informagdes sobre o campo elétrico local naquela
regido. Se a carga ¢, , ndo ¢ pontual, mas volumétrica com uma densidade de carga p,
podemos utilizar volumes e superficies cada vez menores que irdo envolver fragoes de
carga cada vez menores, mas de modo que Ag/AV = p seja finito. Dividindo a Equa-
¢ao (I-1) por AV e fazendo o limite AV — 0 encontramos uma relagao que associa o
campo elétrico e a densidade de carga em um ponto.

Figura I-3 — Geometria para o calculo do campo
elétrico em um ponto devido a uma distribuigdo
arbitraria de cargas.

Figura I-4 — Ilustragdo para obter a Lei de Gauss na
forma diferencial.



24

Ondas eletromagnéticas

i @SE-ndAz Aq _ PAV =£'

(I-4)
AV=0 AV AVe £

0 0 0

O limite do lado esquerdo da Equagdo (I-4) é a divergéncia de E, e a Equagdo (I-4)
pode ser reescrita como:

_ OE, OE, OE, p

V.E=—*4+—24+——=2="1 (I-5)
Ox 0Oy 0z g,

A Equagéo (I-5) é a forma diferencial da Lei de Gauss. As duas formas sdo impor-
tantes. A forma integral (Equagao (I-1)) ¢ muito ttil na interpretacao de varios sistemas
enquanto a forma diferencial (Equagao (I-5)) é necessaria para se obter formalmente
varias propriedades do campo elétrico.

O caminho inverso pode ser feito pelas Equagoes (I-1) e (I-5), juntamente com o
teorema de Gauss:

§,E-nda=[V-Edv =jv§dv =q;—':.

INEXISTENCIA DE CARGAS MAGNETICAS

Cargas pontuais (monopolos) magnéticas nunca foram observadas. Este fato pode
ser expresso pela equagdo

<j>sfs dA =0, (1-6)

que indica a inexisténcia de regides de convergéncia ou divergéncia das linhas de for-
¢a do campo magnético.
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A Figura I-5 ilustra o campo magnético de um ima cilindrico. As linhas de forga
sao continuas, sem comeco ou fim, concentrando-se no interior do ima e espalhando-
-se no exterior. Para uma superficie que envolva um dos polos do ima, como a mos-
trada, vemos que o fluxo é positivo para toda superficie externa ao ima. Na parte inter-
na, o fluxo é negativo e, como o campo magnético ¢ bem mais intenso no interior do
que na regido externa do ima, os dois fluxos se compensam.

OBSERVANDO O CAMPO MAGNETICO COM UMA “LUPA”

Usando a mesma argumentag¢ao apresentada para obter a Equacao (I-5) podemos
obter o equivalente diferencial da Equagao (I-6):

V-B=0 (I-7)

para expressar o fato de que cargas magnéticas nao sao observadas, mesmo que olhe-
mos com uma “lupa” cada ponto do espago.

LEI DE FARADAY

A Lei de Faraday estabelece uma segunda fonte para campos elétricos, além das
cargas elétricas conforme dado pela Lei de Gauss. Os campos elétricos podem tam-
bém ser produzidos por campos magnéticos que variem com o tempo:

36 E-di:—dCDB __ 4 B-ndA. (I-8)
c dt dt?s

A equagao acima relaciona uma integral de linha sobre um caminho fechado e o
fluxo do campo magnético, @, dado por uma integral de superficie, aberta e arbitrdria,

Figura I-5 — llustragdo da inexisténcia de cargas
magnéticas. Ndo hd regides fechadas para onde as
linhas de forga do campo magnético convirjam ou
divirjam.
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N A
n h
@
C
Figura I-6 — llustracdo de uma superficie aberta, S,
apoiada em um caminho fechado, C.

Figura I-7 — llustragdo de um im3 afastando-se de
uma espira.

apoiada sobre este caminho. Como uma superficie aberta nio possui parte de “den-
tro” ou de “fora”, a normal ndo pode ser definida como foi feito no caso da Lei de
Gauss. Ela é definida pela regra da mao direita A partir do sentido de dI que, por sua
vez pode ser escolhido arbitrariamente. A Figura I-6 ilustra a convengado. Caso o sen-
tido do caminho fosse invertido, o sentido da normal também seria invertido, de
modo a nao afetar a igualdade expressa pela Equacgao (I-8).

CORRENTE INDUZIDA EM UMA ESPIRA

A leitura da Equagdo (I-8) pode ser melhor apreciada por meio de um exemplo espe-
cifico. A Figura I-7 esquematiza uma experiéncia simples de indugdo. Uma espira meta-
lica circular é colocada préxima a um dos polos (norte) de um ima, que é deslocado ra-
pidamente de modo a se afastar da espira. Observa-se o aparecimento de uma corrente
na espira. De acordo com a Lei de Faraday, o afastamento do ima provoca um campo
magnético variavel com o tempo na regido da espira (que ficou fixa no referencial do
laboratério) e um campo elétrico é entdo observado nesta mesma regido. Este campo
elétrico induzido atua nos elétrons da espira condutora produzindo uma corrente.

Para determinar o sentido da corrente — e do campo elétrico induzido - utilizamos
o procedimento descrito a seguir. Fazemos coincidir com a espira um caminho circu-
lar (imaginario!) e apoiamos uma superficie arbitraria (imaginaria!) nele, conforme
ilustra a Figura I-8. Como a superficie é arbitraria, escolhemos uma superficie plana
para melhor visualizagdo. Escolhemos um sentido para o caminho e, a partir dessa
escolha, o sentido da normal fica estabelecido pela regra da mao direita. Vamos obser-
var como se comporta o fluxo.

Para a normal escolhida, o produto escalar #1-B ¢ sempre positivo na superficie
definida pelo anel. Logo, @, > 0. Ao se afastar o ima do anel, o campo diminui,
(dd,/dt) <0e, —~(dD,/dt)/dt > 0. A integral de linha deve, portanto, ser também po-
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sitiva e o campo elétrico deve ter o mesmo sentido do caminho arbitrado para isso
ocorrer. A corrente induzida fluird na direcio do sentido arbitrado. Caso o ima se
aproxime do anel, mantendo-se o mesmo sentido do caminho e seguindo o mesmo
raciocinio, encontraremos que a corrente fluird no sentido contrario ao arbitrado. Um
movimento oscilatério do ima provocara uma corrente alternada no anel.

O CAMPO ELETRICO INDUZIDO

Um ponto importante é que o campo elétrico é induzido existindo ou ndao um anel
condutor nas vizinhangas do ima. Se considerarmos um plano fixo (imaginario!) no
referencial do laboratério e movimentarmos o ima em relacgéo a ele, um campo elé-
trico de indugao é produzido como ilustrado na Figura I-9. O ima produz em cada
ponto do espac¢o, nas suas Vizinhanqas, um campo magnético B(x, Vs Z, t). Se este
campo magnético varia no tempo, um campo elétrico E (x, A t) ¢ produzido na-
quele ponto - e em todos os outros na vizinhanca do ima. A espira é um medidor
deste campo, e pode estar presente ou nao. Caso ela esteja presente, o campo de
indugdo produzido movimentara os elétrons da espira metdlica produzindo uma
corrente. O mesmo efeito pode ser obtido por um solenoide cuja corrente varie com
o tempo. Esta capacidade dos campos elétricos e magnéticos de se gerarem mutua-
mente dard origem as ondas eletromagnéticas.

EXEMPLO: ALTERNADOR MONOFASICO

Pela Lei de Faraday, uma corrente é gerada em uma espira desde que nela haja va-
riagdo do fluxo magnético. Quanto mais rapida for esta variagdo maior serd a corren-
te induzida. Podem-se construir diversos arranjos com o objetivo de provocar varia-
¢oes rapidas do fluxo magnético e maximizar a corrente induzida. No arranjo

Figura I-8 — Lei de Faraday. Sentido da corrente in-
duzida em uma espira condutora quando um ima
se afasta dela.

Figura I-9 — Campo elétrico observado em um pla-
no (ficticio) induzido por um campo magnético
que varia com o tempo (gerado pelo afastamento
do im3) na regido de observagdo (no caso, o plano).
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Figura I-10 — llustragdo de um alternador monofa-
sico com um polo.

Figura I-11 — llustragdo de um alternador monofa-
sico de quatro polos.

ilustrado na Figura I-10, o ima gira, forgado por um agente externo, em torno de um
eixo fixo proximo a espira (ou a um conjunto de espiras) produzindo a variagao de
fluxo desejado. O im4, ao girar, alterna a passagem dos polos norte e sul na diregao da
espira produzindo uma corrente induzida alternada, aproximadamente senoidal, e
com uma frequéncia igual a da rotacdo do ima. Este tipo de arranjo pode ter sua efi-
ciéncia melhorada utilizando-se dois imas ortogonais (quatro polos) e quatro conjun-
tos de espiras, como mostrado na Figura I-11. Se os quatro conjuntos de espiras forem
conectados em série, ¢ facil constatar que a corrente gerada é quatro vezes maior do
que aquela produzida no arranjo da Figura I-10, com os quatro conjuntos de espiras
operando em fase. Este gerador é denominado alternador monofasico. Sao produzidos
comercialmente para aplicagoes de baixa poténcia (2 a 20 kW) e utilizados em conjun-
tos motor-gerador com o rotor movido por um motor a gasolina ou diesel para gerar
energia em shows ou hospitais de campanha, por exemplo. Podem também compor as
turbinas geradoras de energia e¢lica.

OBSERVANDO O CAMPO MAGNETICO INDUZIDO
COM UMA “LUPA”

A Lei de Faraday relaciona a integral de linha do campo elétrico com o fluxo do
campo magnético. Mas poderiamos tentar usar uma “lupa” para associar, ndo inte-
grais de linha e fluxos, mas os préprios campos, de forma similar a como foi feito na
Lei de Gauss. Para isso vamos utilizar um pequeno circuito (imaginario!) fixo em
um plano enquanto o campo magnético varia ao ser afastado do plano, conforme
ilustra a Figura I-12. O circuito tem a normal em uma dire¢do arbitraria e define
uma area AS, que podemos diminuir progressivamente (a “lupa”) para achar as pro-
priedades dos campos em um ponto. Dividindo a Equagéo (I-8) por AS, podemos
escrever, se a area AS for suficientemente pequena:
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limJdc -9 __2 (1-9)

A5=0 AS ot AS ot

@cE‘di_ o B-nAS P (B A)

O limite no lado esquerdo da Equagao I-9 é definido como a componente do rota-
cional do campo elétrico E na direcdo da normal # ao circuito onde foi calculada a
integral de linha acima, isto é:

(VxE)-t=——(B-#). (1-10)

Como a escolha da orientagao do circuito, e consequentemente da direcdo da nor-
mal, é arbitraria, a Equag¢ao (I-8) pode ser generalizada para:

==, (I-11)

que relaciona o rotacional do campo elétrico E (x, A t) com a varia¢do com o tempo
do campo magnético B(x,y, z, t) no mesmo ponto. A Equagéo (I-11) é a forma dife-
rencial da Lei de Faraday. Nesta forma, fica claro que o campo elétrico de indugao é
gerado sempre que houver variagdo temporal do campo magnético naquele ponto.
Caso exista uma carga elétrica neste ponto a for¢a de Lorentz

F=gE+qvxB (I-12)

atuara na carga fazendo-a se movimentar. Caso exista uma espira metalica, uma cor-
rente elétrica sera nela produzida.

Ao

qu

|

'i))i \"

Figura I-12 — llustragdo para se obter a Lei de Fara-

day na forma diferencial.
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CAMPOS CONSERVATIVOS E POTENCIAL ELETRICO

Caso nao existam varia¢des de campos magnéticos com o tempo em uma regiao
determinada, a integral de linha da Equagao (I-8) é nula. Da mesma forma, a Equagao
(I-11) fornece V x E = 0. Nestas circunstancias, o campo elétrico é conservativo e suas
fontes sao unicamente as cargas. Pode-se associar um potencial V' (x,),z,) a este campo
de modo que E=-VV, ji que VxVV =0. A diferenca de potencial entre dois pontos
¢ dada por:

V-V, =[ Ed, (I-13)

e pode ser efetuada por qualquer caminho que ligue os pontos A e B. Caso os campos
magnéticos na regido de interesse sejam pequenos ou de baixas frequéncias, isto &,
ndo variem muito rapidamente com o tempo, V x E ~ 0 e continua-se a usar o conceito
de potencial na prética. E o caso da corrente alternada residencial (60 Hz), com “volta-
gens” de 110 V ou 220 V. Em circuitos de alta frequéncia, como os de micro-ondas,
nao se podem utilizar o conceito de potencial de forma generalizada.

LEI DE AMPERE-MAXWELL

A Lei de Ampeére-Maxwell estabelece as fontes do campo magnético. Sao duas fon-
tes, as correntes elétricas e os campos elétricos variaveis com o tempo:

CﬁCB-df =,uoz'+uoeod—t’5
(I-14)

_ d= .
= Ui+ U,E, EJ‘SE -ndA.
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A estrutura da Equagao (I-14) é a mesma da Lei de Faraday, envolvendo integrais
de linha em um caminho fechado, e integrais de superficie apoiadas neste caminho.
As integrais de superficie estdo associadas ou a derivada em relagdo ao tempo do fluxo
do campo elétrico, ou ao fluxo do vetor densidade de corrente J, j4 que:

i:jsf-ﬁdA. (1-15)

Devemos enfatizar que a corrente i é um escalar e quando nos referimos ao “sen-
tido da corrente”, estamos assumindo implicitamente o sentido de J. Assim, o sentido
do caminho e o “sentido da corrente” obedecem a regra da mao direita.

A LEI DE AMPERE

Quando os campos sdo estaticos, a Equacao (I-14) é denominada Lei de Ampere.

gSCB dl =, i. (1-16)

A Figura I-13 ilustra o campo magnético de um fio muito longo. Em virtude da
simetria, as linhas de for¢a do campo magnético sdo circulos centrados no eixo do
fio condutor e o sentido do campo é dado pela regra da mao direita, a partir do sen-
tido da corrente. E importante enfatizar que o caminho utilizado na Equagio (I-16)
nao precisa coincidir com uma linha de forga, pode ser um caminho arbitrdrio (c)
como o mostrado na Figura I-13. A corrente total que intercepta a superficie (S,)
apoiada no caminho (c) é i e, portanto, a integral de linha sobre este caminho arbi-
trdrio € L.

Figura 1-13 - Ilustragdo da Lei de Ampére em um
caminho arbitrario.
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Figura I-14 - llustragdo da Lei de Ampere em um
caminho circular envolvendo um fio com corrente

muito longo.

CAMPO MAGNETICO DE UM FIO MUITO LONGO

Em situacdes em que existe simetria, como no caso do fio muito longo, e somente
nessas situagoes, a Lei de Ampere pode ser utilizada para calcular o campo magnético.
Como o caminho é arbitrario, podemos escolher um caminho que coincida com uma
linha de forca, como o cgminho circular mostrado na Figura I-14. Neste caminho te-
mos (i) B é paralelo a dI, logo B -dl = Bdl; (ii) o médulo B é constante ao longo do
caminho de integracgdo ja que, por simetria, ndo depende da sua posi¢do no circulo;
(iii) sendo constante, B pode ser colocado para fora da integral. Temos a seguinte se-
quéncia, onde r é o raio do circulo (caminho):

¢ _B-dl = _Bdl=B ¢ di=B2mr=p,
logo,

p=th; (1-17)

A simetria é essencial para efetuar as passagens acima. Caso a se¢do reta do fio
fosse quadrada, por exemplo, as linhas de for¢a do campo magnético nao seriam mais
circulares e o desenvolvimento acima nédo poderia ser aplicado.

A CORRENTE DE DESLOCAMENTO

do
O termo €, d_tE da Equagdo (I-14) é denominado corrente de deslocamento e indica

que um campo elétrico variando no tempo produz um campo magnético, de forma
analoga a Lei de Faraday, mas invertendo os dois campos. A corrente de deslocamento,
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incluida por Maxwell, é um complemento essencial da Lei de Ampere, sem o qual
apareceriam inconsisténcias no conjunto de equagdes dos campos. Isto pode ser visto
pelo arranjo ilustrado na Figura I-15, que mostra um fio muito longo interrompido
por um capacitor de placas paralelas. Como foi visto na analise do fio muito longo
(Figura I-14), um campo magnético que circula em torno da corrente é produzido nas
vizinhangas do fio. A integral de linha do campo magnético pode ser calculada utili-
zando-se o fluxo da densidade de corrente em uma superficie qualquer apoiada nesse
caminho. Caso a superficie escolhida seja a S, no mesmo plano do caminho, o resul-
tado € i, ja que a corrente que intercepta a superficie S, € i. Entretanto, se a superficie
escolhida for a S,, em forma de chapéu, e que passa entre as placas do capacitor, ne-
nhuma corrente (de condugao) intercepta a superficie S,. O resultado da integral de
linha do campo magnético seria entdo zero. Esta inconsisténcia ¢ resolvida com a
corrente de deslocamento. Entre as placas do capacitor, existe fluxo de campo elétrico
na superficie S,. Por sua vez, ndo existe fluxo de campo elétrico na superficie S,. Usan-
do a superficie S, que fornece fluxo de campo elétrico zero para fechar a superficie, e
usando a Lei de Gauss, obtemos:

©,=[ E-ada=[ E-adA=§ E-ada=-L.
2 1+, 1+, 80

A corrente de deslocamento, i, sera entdo:

P chE_ﬂ_i
R A

igual a corrente de condugao e o valor da integral de linha é o mesmo, quer usemos a
superficie S, ou S,.

B I

Figura I-15 — llustra¢do da Lei de Ampere-Maxwell
em um fio muito longo interrompido por um capa-
citor de placas paralelas.
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OBSERVANDO O CAMPO ELETRICO INDUZIDO COM UMA “LUPA”

Repetindo o procedimento utilizado para obter a Equacio (I-9), e fazendo uso da
Equagao (I-15) obtemos, dividindo a Equagao (I-14) por AS:

. ¢, B-di L TS 0 B
A550  AS °AS 05t AS

O lado esquerdo da equagao acima é a componente do rotacional na dire¢do n e,
como a direcao da normal é arbitraria, obtemos:

VxB=pJ+U,E — (I-18)

ot
que relaciona o rotacional do campo magnético B(x, ¥, 2, t) com a densidade de cor-
rente J (x, V> 2, t) e a variagdo com o tempo do campo elétrico E (x, ¥,z t) no mesmo
ponto.

O caminho inverso pode ser obtido usando-se as Equagdes (I-14) e (I-18), junta-
mente com o teorema de Stokes:

o= ., - OE. . . do
¢ B-dl = [ (VxB)-ndA = [ (uJ+u,e, =) A = i+ gy —F
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CAMPO MAGNETICO PRODUZIDO POR UMA CARGA
COM VELOCIDADE CONSTANTE (V<<C)

Vamos ilustrar o aparecimento do campo magnético devido a variagao temporal
do campo elétrico para uma situagdo analoga a mostrada na Figura I-9, substituindo
o ima por uma carga pontual aproximando-se com velocidade v de um plano fixo no
laboratério, conforme ilustrado na Figura I-16. Para a normal arbitrada no sentido
mostrado, haverd um aumento do fluxo de campo elétrico, d®,/dt >0, na drea deli-
mitada pelo circuito circular (imagindrio!) mostrado. Assim, pela Equacao (I-14), o
campo magnético produzido no plano tera o sentido dado pela regra da mao direita,
e terd linhas de forca circulares devido a simetria. Teremos entdo que B-dl = Bdl com
B constante ao longo do caminho. Logo:

_ Ao,
¢_B-dl =B 2R = g, 5 (1-19)

O fluxo do campo elétrico pode ser calculado pela soma dos fluxos em setores circu-
lares de raio r e largura dr. O campo elétrico em cada um desses setores é dado por:

~

’
=4 " _ (1-20)
4re, (ZZ + rz)

onde 7’ é o vetor unitario na dire¢do da reta que une a carga a um ponto qualquer do
setor circular. Dai vem que, notando que E_ ¢ positivo quando z ¢ negativo:

q -z
47'[80 (

E =Ecosf= S
27 )

—— e
z=0

Figura 1-16 - llustragdo dos campos elétrico e
magnético produzidos por uma carga com veloci-
dade constante (v << c). O campo magnético é ge-
rado pelo campo elétrico variando no tempo no
plano (ficticio) de observagado.



36

Ondas eletromagnéticas

0 Boaia_ . —q [ oz
D, —ISE ndA —IS E dA= prgp (Z2 . )% 2rrdr

4|z =z
2'5‘0 |Z| (ZZ+R2)% '

Como dz/dt = v, obtemos,

do, _qv R’

dt  2g, (22 R )j

Usando a Equagao (I-19), considerando a geometria mostrada na Figura I-16, e
lembrando que ¢* =1/,€, obtemos:

_qv R v
B= 5 -=—Esen6,,

477780C (22 . R2 )E

que, pela observagao da Figura I-16, pode ser escrita na forma vetorial como:

1
2

B=—¥xE. (I-21)

No titulo desta se¢do incluimos a restri¢ao v << c. De fato vemos que em um ponto
qualquer do plano da Figura I-16, o campo elétrico varia com o tempo, e que 0 campo
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magnético, pela Equagdo (I-21), também. Pela Lei de Faraday (Equagéo (I-11)), um
campo magnético variando com o tempo gera um campo elétrico de indugéo. Por-
tanto, a rigor, o campo elétrico utilizado para calcular o fluxo da Equagédo (I-19)
deve ser acrescido do campo elétrico induzido. Este processo interativo continua de
forma sucessiva, com infinitos passos, até convergir para o campo final resultante.
Quando v << ¢ essas corre¢des podem ser desprezadas e a Equagao (I-21) é, para fins
praticos, uma boa aproximagao para o campo magnético induzido.

A generalizagdo para velocidades proximas a da luz envolve as transformagoes de
Lorentz para os campos, topico que nao sera abordado neste texto. O campo coulom-
biano de uma carga s6 ¢ dado pela Equagao (I-20) no referencial no qual a carga esta
em repouso. Em um referencial no qual a carga se move relativamente a ele com uma
velocidade qualquer, o campo elétrico deve ser obtido utilizando as transformagoes de
Lorentz entre os dois referenciais.

A LEI DE BIOT-SAVART

Uma corrente elétrica em um condutor é constituida de uma grande quantidade de
cargas em movimento devido a um campo elétrico aplicado. Em virtude das colisoes
sucessivas, a velocidade média dos elétrons, denominada velocidade de deriva ou de
arraste, é aproximadamente constante e da ordem de ~10™* m/s << c. Podemos entdo
utilizar o resultado da se¢do anterior para calcular o campo magnético devido a uma
corrente percorrendo um fio condutor de se¢do reta A.

A carga dgq que se movimenta ao longo elemento dl do fio produz no ponto P pro-
ximo a ele (Figura (I-17)) um campo elétrico coulombiano dE variando no tempo que,
por sua vez, gera um campo magnético dB dado, de acordo com a Equagéo (I-21), por:

- - dgvx
dB="Lyxdf= """ (1-22)
c 4me cr

Figura I-17 — Geometria utilizada para o célculo
do campo magnético produzido por um fio com
corrente.
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Lembrado que a densidade de corrente relaciona a densidade volumétrica de carga
com sua velocidade média,

J=pv (1-23)

e que dq = pdV = pAdl, temos, usando a Equagao (I-15), e considerando que a veloci-
dade média v das cargas tem a mesma diregdo e sentido do elemento dI do fio:

dq v =pAdlv = pAvdl = JAdl =idl. (1-24)

Usando a Equagio (I-24) em (I-22), lembrando que ¢’ =1/,€,, e integrando ao
longo do fio, obtemos a Lei de Biot-Savart:

po M pdl xr (1-25)

T r

Como o fio condutor é neutro, o campo elétrico total produzido no ponto P é nulo.
Este campo elétrico total é produzido pelas cargas que se movimentam em rela¢ao a P
(elétrons) e pelas cargas, de sinal contrario, que estdo em repouso em relagdo a ele.
Somente contribui para a produgdo do campo magnético no ponto P as cargas que se
movimentam em relagdo a esse ponto, ja que somente estas cargas produzem um cam-
po elétrico variando no tempo no ponto P. O campo elétrico produzido pelas cargas
fixas em relagdo a P ndo varia no tempo e nao produz campo magnético.
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EQUACOES DE MAXWELL: SUMARIO

As quatro equagdes de Maxwell nas suas formas integral e diferencial sao no vacuo:

gSE-ﬁdA:ﬁ 1) Vv.E=F (1-5)
$ 80 80

CJSSB-ﬁdAzo (1-6) V.B=0 (1-7)
§ Bl ——Pe L Bian (I-8)
c dt dtds

\?xiz—a—B (I-11)

ot
o dd . de- .
Cf)CB-dl = Ui+ L€, d_tE = Uyi+ 1L,E, ZISE.n dA (I-14)
OE

(I-18)

As equagoes de Maxwell fornecem os valores da integral de superficie (ou da diver-
géncia) e da integral de linha (ou do rotacional) dos campos elétricos e magnético e
sua estrutura pode ser entendida evocando-se o teorema de Helmholtz, que estabelece
que qualquer campo vetorial é univocamente determinado se a sua divergéncia e seu
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rotacional sdo conhecidos em todo espaco. Esta é a base matematica para descrever
campos vetoriais. Os valores da divergéncia e do rotacional dos campos elétrico e
magnético sao determinados pela experiéncia (leis de Gauss, Ampere, Faraday), com-
plementados e sintetizados nas equagdes de Maxwell.

A observagdo acima deve, entretanto, ser complementada. A teoria da relatividade
impoe que as leis fisicas tenham a mesma forma em todos os referenciais inerciais e
que sua transformagdo de um referencial para outro obedeca as transformagdes de
Lorentz. Se este principio for aplicado nas equagdes que envolvem as divergéncias dos
campos elétrico e magnético, as equagdes que envolvem o rotacional destes campos
sdo formalmente obtidas. Dessa forma, ao se incluir a teoria da relatividade, duas das
equagdes de Maxwell tornam-se redundantes. O que também enfatiza que as equa-
¢oes de Maxwell ja obedecem aos postulados da teoria de relatividade.

A forga de Lorentz (Equagdo (I-12)) completa o cenario. Cargas e correntes sio
fontes de campos elétricos e magnéticos que, por sua vez, podem ser observados pelo
movimento que produzem nas cargas devido a for¢a de Lorentz.

PROPRIEDADES ELETRICAS E MAGNETICAS DA MATERIA:
SUMARIO QUALITATIVO

As equagoes de Maxwell descritas anteriormente consideram que o meio que abri-
ga os campos eletromagnéticos é o vacuo. Na prética, é necessario descrever esses
campos nos mais diversos meios onde eles sdo observados ou se propagam, como: a
atmosfera, oceanos, vidros, concreto, madeira, vegetagdo, plasticos, polimeros, metais
etc. Esta enorme variedade de materiais é dividida, para uso pratico, em duas classes:
condutores e dielétricos. Nos bons condutores (via de regra, metais) um ou mais elé-
trons por atomo nao estdo localizados em nenhum atomo em particular, mas podem
circular livremente por todo o volume do material. Nos dielétricos (plasticos, vidros,
madeira) todos os elétrons estao ligados aos dtomos e somente pequenos deslocamentos
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nas vizinhangas do nticleo sdo permitidos. A linha divisoria entre estas duas classes
nao é estrita e alguns materiais (o solo, por exemplo) podem ser considerados, do
ponto de vista eletromagnético, condutores ou isolantes dependendo do comprimento
da onda eletromagnética que nele se propaga.

A matéria é constituida de atomos que, por sua vez, sdo constituidos de ntcleos e
elétrons. Nucleos e elétrons possuem duas propriedades intrinsecas: carga, que é fonte
de campo elétrico, e spin, que é fonte de campo magnético. De uma forma geral as
cargas negativas dos elétrons se distribuem nas vizinhangas da carga positiva do ntcleo
atdbmico de modo a anular o campo elétrico resultante nas proximidades do atomo.
Moléculas tém mais de um nucleo e, em algumas delas, denominadas polares (como a
agua), os elétrons estdo deslocados em relagdo ao centro de carga positiva, formando
um dipolo elétrico. O campo elétrico deste dipolo é, em geral, cancelado pelas molécu-
las vizinhas idénticas, devido a orienta¢ao aleatdria que elas possuem provocada pela
agitacdo térmica.

Com exceg¢do dos materiais ferromagnéticos, os efeitos de campos magnéticos ex-
ternos nos materiais sdo bem menos significativos quando comparados com aqueles
provocados pelo campo elétrico. Para a grande maioria dos dtomos, os momentos
magnéticos intrinsecos dos elétrons e do nucleo, associados ao spin eletronico e nu-
clear, respectivamente, praticamente se cancelam fornecendo um campo magnético
resultante muito pequeno ou nulo. Quando um dtomo é imerso em um campo mag-
nético, o campo elétrico induzido pela Lei de Faraday modifica o movimento orbital
dos elétrons provocando um aumento do momento magnético na dire¢do contraria
ao campo magnético aplicado. Este mecanismo, que ocorre com todos os dtomos, ¢
denominado diamagnetismo, mas o momento de dipolo magnético gerado por este
mecanismo ¢ muito pequeno. Existem, entretanto, substancias para as quais o cance-
lamento dos momentos magnéticos intrinsecos dos elétrons e do nucleo nao é com-
pleto, e apresentam um pequeno momento de dipolo magnético resultante. Estas
substancias sdo denominadas paramagnéticas, mas a agitagao térmica orienta aleato-
riamente estes atomos que acabam por ter o momento de dipolo magnético cancelado
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Figura 1-18 — llustragdo de um meio dielétrico. O
campo elétrico externo orienta os dipolos elétricos
das moléculas do material.

pelos seus vizinhos, tornando o momento de dipolo magnético médio também muito
pequeno. Os materiais ferromagnéticos sdo especiais pela sua capacidade de se auto-
-organizarem e ter os momentos magnéticos de varios dtomos orientados na mesma
dire¢do em pequenas regides do material.

DIELETRICOS: PERMISSIVIDADE ELETRICA

Esta desorganiza¢ao natural dos momentos de dipolo elétrico ou magnético de um
conjunto de atomos ou moléculas é revertida pela aplicagdo de um campo elétrico ou
magnético externo. A Figura I-18 ilustra o caso do campo elétrico. Os dipolos elétricos
associados as moléculas do material ou aqueles que sdo formados pela a¢gdo do campo
elétrico se alinham com o campo elétrico externo aplicado. Estes dipolos ficam apro-
ximadamente alinhados e produzem um campo elétrico contrdrio ao campo externo.
No interior do material, as cargas pertencentes a dipolos vizinhos e alinhados na di-
recdo do campo elétrico se cancelam, mas nas interfaces opostas do dielétrico acumu-
lam-se duas densidades superficiais de carga, uma positiva e outra negativa. Estas
cargas superficiais produzem um campo elétrico contrario ao campo elétrico externo,
de modo que o campo elétrico resultante é menor do que o aplicado. Em meios lineares,
em que o valor dos momentos de dipolo é proporcional ao campo elétrico aplicado, o
efeito resultante da a¢do dos dipolos pode ser adequadamente quantificado substi-
tuindo-se a permissividade elétrica do vacuo pela permissividade elétrica do meio,
isto é, fazendo-se £, > €, onde € > £, nas equagdes de Maxwell. Efetivamente podemos
ver, pela Lei de Gauss, que a substituigdo £, > £ com € > £, diminui o valor do campo
elétrico calculado naquele meio. As permissividades elétricas dos varios materiais sao
determinadas experimentalmente e, em geral, tabeladas na forma da permissividade
relativa, &, definida como ¢, = ¢/¢,.

Se o campo elétrico é alternado, o valor da permissividade elétrica depende da fre-
quéncia, ja que a resposta que as moléculas dao a um campo elétrico variando depende
da frequéncia. Este ponto serd discutido quando abordarmos o tema de radiagao.
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PERMISSIVIDADES RELATIVAS DE ALGUNS MATERIAIS

Os valores das permissividades relativas de alguns materiais na frequéncia de
1,0 MHz sao: 4,84 (vidro), 4,15 (gelo), 2,26 (polietileno), 2,59 (solo seco), 2,1 (“Teflon”,
politetrafluoretileno) e 78,3 (agua).

VETOR DENSIDADE DE FLUXO ELETRICO

A Lei de Gauss indica que se definirmos um vetor D, de modo que:

D=¢E, (I-26)

as fontes deste vetor sao somente as cargas livres, isto é:
¢ D-fidA =g, (1-27)

O vetor D é denominado densidade de fluxo elétrico e é util para determinagédo das
condigdes de contorno do campo elétrico nas interfaces, como veremos adiante.

MATERIAIS MAGNETICOS: PERMEABILIDADE MAGNETICA

O diamagnetismo, paramagnetismo e ferromagnetismo sdo fendmenos que s6 po-
dem ser devidamente descritos pela mecénica quéantica. Entretanto, uma analise ma-
croscopica dos seus efeitos pode ser feita considerando que pequenos dipolos magné-
ticos (podem ser pensados como nano-solenoides) sejam associados aos atomos e se
alinhem na dire¢ao do campo magnético externo aplicado. Nos materiais diamagné-
ticos, o alinhamento se da no sentido contrario ao do campo aplicado, enquanto nos
materiais paramagnéticos ele se da no mesmo sentido do campo. Nessas condigdes,
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Figura 1-19 - llustragdo de um meio paramagné-
tico. O campo magnético externo orienta os dipolos
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magnéticos das moléculas do material.

um raciocinio similar ao aplicado na secio anterior pode ser adotado para o caso de
materiais diamagnéticos ou paramagnéticos. Vejamos o caso paramagnético, ilus-
trado na Figura I-19. O campo magnético externo alinha os dipolos magnéticos as-
sociados aos atomos na mesma diregdo e sentido do campo magnético aplicado e,
portanto, tendendo a aumentar o campo magnético resultante. Como o valor deste
momento é pequeno, a agitacdo térmica impede que um alinhamento efetivo seja
obtido. Observando os nano-solenoides localizados em uma secéo reta do cilindro
ilustrado, vemos que as correntes se anulam para os atomos vizinhos situados em
uma segdo reta do cilindro. Entretanto, este cancelamento nao ocorre nas superficies
laterais e o resultado final do alinhamento dos dipolos é equivalente a geragao de
uma densidade de corrente de magnetizagdo na superficie lateral do cilindro. O cam-
po magnético produzido por esta corrente é na mesma diregao e sentido do campo
magnético externo, aumentando-o.

O efeito macroscdpico do aumento do campo magnético em materiais paramagnéti-
cos pode ser obtido substituindo-se nas equagdes de Maxwell a permeabilidade magnética
do vécuo, i1, pela permeabilidade magnética do meio, 1, ou seja, fazendo p, — p na Lei
de Ampere-Maxwell. Definindo permeabilidade relativa por u, = t/u,, teremos que
Uy >1 para materiais paramagnéticos e [, <1 para os materiais diamagnéticos.

Pode-se ver que se [ > 1, 0 campo magnético em um meio paramagnético ¢ maior
do que aquele em que ha o vacuo na mesma regido do espago.

PERMEABILIDADES RELATIVAS DE ALGUNS MATERIAIS

Valores tipicos de p, para materiais paramagnéticos siao 1,001001 (“Teflon”),
1,0000003 (madeira seca), e para materiais diamagnéticos sao 0,999 (cobre) e 0,999992
(dgua pura). Para efeitos praticos considera-se t, =1, isto é u = i, para todos os ma-
teriais que ndo sejam os ferromagnéticos.
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VETOR CAMPO MAGNETICO AUXILIAR

A Lei de Ampére-Maxwell indica que se definirmos um vetor H, de modo que
B=uH, (1-28)

as fontes deste vetor sdo somente as correntes produzidas por cargas livres, isto é:
o= d o
¢ H-dl =i+~ [ D-fdA. (1-29)
C dt?s

O vetor H ¢ denominado campo magnético auxiliar e é ttil para determinagio das
condigoes de contorno do campo elétrico nas interfaces, como veremos adiante. Em
alguns textos o campo H ¢ denominado campo magnético e B, campo de indugio
magnética.

CONDUTORES

A aplicagao de um campo elétrico externo em um condutor neutro provoca um
deslocamento de cargas negativas (elétrons) no sentido contrario ao do campo e um
progressivo acimulo de cargas positivas na dire¢do e sentido do campo aplicado. Na
superficie do condutor ocorre um bloqueio do movimento dos elétrons que acabam
por se acumular na superficie, 0 mesmo ocorrendo com cargas positivas na superficie
oposta. As cargas positivas e negativas acumuladas nas superficies geram um campo
elétrico que se opde ao campo elétrico externo em um processo de acimulo e adapta-
¢do da distribui¢ao de cargas e que somente cessa quando o campo elétrico no seu
interior for nulo de modo a ndo promover mais nenhum movimento de carga. A Fi-
gura I-20 ilustra o processo. Atingida a distribui¢ao de cargas de equilibrio, distribui-
¢ao essa que depende da forma geométrica do condutor, o campo elétrico torna-se

Figura 1-20 — Redistribui¢do de cargas em um con-
dutor quando um campo elétrico externo é aplica-
do. A soma do campo elétrico externo com o campo
elétrico produzido pelas cargas induzidas é zero
no interior do condutor.
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zero no seu interior e normal a sua superficie externa. Este rearranjo de cargas e cam-
pos no condutor é extremamente rapido, sendo da ordem da fragdo do ato segundo
(las = 107" s) no caso de bons condutores, como o cobre. Dessa forma mesmo para
correntes alternadas de altas frequéncias, quando as cargas e os campos ficam se re-
distribuindo e se modificando rapidamente na superficie, o equilibrio é continua-
mente alcancado. Nesse caso, a corrente associada a redistribuicao de cargas é também
superficial, como sera visto no Capitulo III (efeito pelicular).

CONDIGOES DE CONTORNO NAS INTERFACES

E muito comum que os campos elétricos e magnéticos se encontrem em regides
onde ocorre uma mudanga brusca de meio. As interfaces ar-vidro, ou ar-agua sdo
exemplos corriqueiros desta situagdo. Como os campos devem obedecer as equagdes
de Maxwell em todo o espago, algumas condi¢des de contorno sao impostas a eles na
interface de separacéo entre os meios. Elas sao explicitadas para as componentes nor-
mais e tangenciais dos campos na interface entre os dois meios. Em resumo:

« A componente normal do vetor densidade do campo elétrico, D , é continua
na interface entre dois dielétricos.

« A componente normal do vetor campo magnético, B 15 ¢é continua na interface
entre dois dielétricos.

o A componente tangencial do vetor campo elétrico, E,, é continua na interface

I
entre dois dielétricos.

+ A componente tangencial do vetor campo magnético auxiliar H , ¢ continua
na interface entre dois dielétricos.

o A componente normal do vetor densidade campo elétrico é descontinua na
superficie externa de um bom condutor D, =D ,,, = 0, onde 0, é a densidade
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superficial de carga no condutor. A componente tangencial do campo elétrico
na superficie externa de um bom condutor ¢é continua, E,,, — E,, =0. No in-
terior do condutor perfeito o campo elétrico é nulo, como foi visto e, portanto,
o campo elétrico tangencial externo também é nulo.

« A componente tangencial do vetor campo magnético auxiliar ¢ descontinua
na superficie de um bom condutor, H,, -H, =], onde ], é a densidade
superficial de corrente no condutor. A componente normal do campo magné-
tico na superficie externa de um bom condutor ¢ continua.

As condi¢des de contorno relativas as componentes normais dos campos séo obti-
das pelas integrais de superficies envolvendo esses campos, enquanto as condi¢des de
contorno relativas as componentes tangenciais sdo obtidas pelas integrais de linha. As
Figuras I-21, I-22, e I-23 ilustram o procedimento, indicando uma superficie cilindri-
ca e um circuito retangular para a aplica¢do das integrais. Consideremos a Figura
I-21. Pela Equagao (I-27), as fontes do vetor D sio as cargas livres. Como nao existem
cargas livres na interface de dois dielétricos — somente cargas de polarizagdo - a inte-
gral na superficie cilindrica fechada deve ser nula. Quando Al — 0, somente as super-
ficies das bases do cilindro contribuem e as componentes normais do vetor D devem
ser iguais. Note que as normais as superficies do cilindro apontam “para fora” deste e
a contribuic¢do para o fluxo de D no meio 1 é negativa, enquanto no meio 2 é positiva.
Sendo iguais, elas se anulam.

_ Omesmo raciocinio pode ser aplicado a componente normal do campo magnético
B (Figura I-22) usando a Equagéo (I-6), ja que ndo existem cargas magnéticas.

No caso do condutor (Figura I-23), existe carga superficial e o fluxo total de D nio
¢ nulo. A unica superficie que contribui para o fluxo ¢ a base externa do cilindro.
Temos entdo:

¢ D-fidA=D,S=p, SAl

Figura I-21 — Condi¢des de contorno para os cam-
pos E e D na interface entre dois dielétricos. A ilus-
tragdo corresponde a interface entre um gés (per-
missividade &,) e um sélido (permissividade &,).

By =By

H1II:H2II

Figura I-22 — Condi¢des de contorno para os cam-
pos B e H na interface entre dois dielétricos. A ilus-
tragdo corresponde a interface entre um gés (per-
missividade &,) e um sélido (permissividade &,).
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Figura 1-23 — Condi¢Oes de contorno para os cam-
pos D e H na superficie de um condutor. A ilustra-
¢ao corresponde a interface entre um gas e um
condutor.

Quando Al -0, p,,Al > 0, e, simplificando S, obtemos D, =0.

A metodologia para as integrais de linha é a mesma. Usando a Lei de Faraday
(Equagdo (I-8)) no circuito C da Figura I-21 e notando que quando Al = 0 o fluxo do
campo magnético tende a zero, vemos que a integral de linha do campo elétrico deve
ser nula. Arbitrando a normal para fora da pdgina, a contribuigdo de E,; é positiva,
enquanto a de E, ¢ negativa, anulando a integral de linha se E,| = E, . O mesmo racio-
cinio pode ser usado na Figura 1-22, para o campo H, usando a Equagdo (I-29), e ob-
servando que ndo existe corrente de cargas livres na interface entre dois dielétricos.

Para condutores submetidos a campos externos variando com o tempo existe uma
corrente superficial responsavel por rearranjar as cargas superficiais. Nesse caso, a
Equagao (I-29) aplicada no circuito C, e tomando o sentido da normal como sendo o
mesmo de Js, torna-se:

¢ _H-dl = (H, —H,)l=i=JIAL

Quando Al =0, JAl - ] e, simplificando /, obtemos (H1I| _qu) =].
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