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Capitulo 1

Vetores

Neste capitulo apresentaremos um elemento de fundamental importancia para o nosso
estudo: o vetor. Estaremos interessados em definir o que entenderemos por um vetor,
bem como apresentar propriedades e operacdes entre vetores, seja de forma geométrica

ou algébrica.

1.1 Vetores

1.1.1 Definicio

Vale a pena iniciar nossa discussao a partir do conceito de grandeza fisica, que pode
ser entendida como alguma propriedade que se pode medir em um fendmeno fisico.
Por exemplo, se estamos estudando o movimento em determinado sistema, podemos
medir propriedades como o tempo, comprimento ou a massa. Estas dltimas propriedades
podem ser medidas quantitativamente e cada uma dessas propriedades mensuraveis é
chamada de grandeza fisica.

Por sua vez, algumas dessas propriedades podem ser definidas completamente a

partir de um nimero e de uma unidade de medida: a essas tais chamamos grandezas
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escalares. A defini¢ao completa de outras grandezas depende da apresentacdo do nimero,
da unidade de medida e de uma orientacdo para a grandeza; a essas tais nés chamamos
grandezas vetoriais.

O tempo, a drea, o volume e a temperatura sdo alguns exemplos de grandezas
escalares. Por outro lado, velocidade, aceleracdo e for¢a sdo exemplos de grandezas
vetoriais. Estaremos interessados no estudo de vetores, que sdo grandezas vetoriais.

Antes de definir o que entenderemos por um vetor, apresentaremos algumas defini¢des.

Definicao 1. Sejam dois pontos A e B arbitrérios, que determinam umareta . Chamamos
de segmento, e denotamos por AB, ao conjunto de pontos da reta r compreendidos entre

os pontos A e B.

[
L Ryl

AB

Figura 1.1: Segmento de reta

Observacio: Os segmentos AB e BA sio iguais; ja que, por defini¢io, representam o
mesmo conjunto de pontos.

Estabeleceremos aqui a defini¢do de um segmento orientado.

Definicao 2. Sejam dois pontos A e B arbitrarios, que determinam umareta . Definimos
um segmento de reta orientado, ou apenas segmento orientado, A—B>, como sendo o
segmento que tem como ponto inicial o ponto A e como ponto final o ponto B. Note que
estamos estabelecendo os pontos onde comeca e termina o segmento. Com isto, estamos

dando uma orientag@o ao segmento.

- . e —_—
Observacao: Note que os segmentos orientados AB # BA.
Agora ja conseguimos identificar segmentos que t€ém mesma dire¢do e também

comparar a orientacio de segmentos orientados, isto €, comparar o sentido dos segmentos.

10



Vetores CapituLo 1

A B
° e
i T
AB
A B
.- - *
BA r

Figura 1.2: Segmento de reta orientado

Vale salientar que a comparagdo s6 serd possivel se tais segmentos tiverem a mesma
direcdo; caso contrdrio, ndo seria cabivel a comparacio entre o sentido dos segmentos
orientados.

Observe os segmentos orientados abaixo:

E
I
D
EF
ol
F H

C

Figura 1.3: Segmento orientados

Percebemos que:

—> . ~ .
e CD tém a mesma dire¢do e o mesmo sentido;

2|

ﬁ . ~ Ve . .
e HI ttm a mesma diregdo, porém sentidos contrarios;

3|

- N L .
e EF ndo tém a mesma dire¢ao, e assim ndo podemos comparar os sentidos.

2|

Além da direcdo e do sentido, também € possivel analisar o comprimento (médulo

11
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— —
ou norma) de cada segmento. Por exemplo, AB e CD tém o mesmo comprimento, €

—> —>
denotaremos |AB| = |CD|

Definicao 3. Segmentos orientados que tém mesma dire¢do, mesmo sentido e mesmo

comprimento sdo chamados de segmentos equipolentes.

— =
Os segmentos AB e CD sdo exemplos de segmentos equipolentes. Representamos por:
—_— =
AB ~ CD.

Observe que, a partir da relacdo de equipoléncia, podemos construir infinitos
segmentos equipolentes a um dado segmento orientado. Visto que precisamos apenas
preservar direcdo, sentido e comprimento. Na figura a seguir, temos que, dado o segmento

. —> —_— = — . —
orientado AB, os segmentos EF, CD e M N sao todos equipolentes a AB.

M N
el
C D
A B ’
[ —
—-
E F

Figura 1.4: Segmento equipolentes

Com esta ideia em mente, podemos escolher uma entidade que representa o conjunto
. . _) . 7
de todos os segmentos equipolentes ao segmento orientado AB. Essa entidade € o
que chamamos vetor e representamos por i. E importante ressaltar que um vetor
ndo representa um conjunto de pontos especifico, mas sim uma classe de segmentos
orientados equipolentes a um dado segmento. Conforme o exemplo que acabamos de
- . - .
ver, o vetor u representa a classe de vetores equipolentes ao segmento AB. E ainda,

chamamos atengdo para a ideia de que um vetor € o mesmo em qualquer lugar do espago,

12
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desde que preserve direcdo, sentido e comprimento.'? E, assim, definimos

—

Uu=AB=B-A

onde A € o ponto inicial e B € o ponto final do segmento.
Observacao: Teremos um vetor nulo, 0, no caso de segmentos nulos (isto €, quando o
ponto final e inicial coincidem), e um vetor « serd considerado vetor unitario quando a

norma (médulo ou comprimento) dele for igual a um, isto é, |i| = 1.3

1.2 Operacoes com vetores

Serd que podemos efetuar operacdes com vetores? A resposta € sim. Tais operagdes
com vetores podem ser representadas na forma geométrica ou na forma algébrica.

Os vetores sdo elementos pertencentes a espacos vetoriais#, que, por sua vez, sao
munidos das operacdes adi¢do e produto (multiplicacdo) por um escalar, satisfazendo
oito propriedades. Sendo assim, é possivel realizar as operacdes adicdo e produto por
um escalar.

E, além disso, poderemos definir relagdes que permitam estabelecer produto entre
vetores, a saber, o produto interno ou produto escalar, o produto vetorial e o produto

misto.

1.2.1 Adicao entre vetores

Abordaremos aqui, de forma geométrica, a adi¢do entre vetores. Para isto,
. - - - —
suponhamos dois vetores u = ABe v = BC.
- - ’, —> . . 13 B 99
O vetor soma u + v sera dado pelo vetor AC, que foi obtido ao “ligarmos” o ponto

—> —
onde comeca (origem) do vetor BC ao ponto onde termina (extremidade) do vetor AB,

Em geral, denotamos vetores por letras mintsculas.

2Daf surge aideia de vetor livre, pois na verdade o que estamos fazendo € procurar segmentos equipolentes
a um dado segmento orientado.

3Também € usual encontrar a notagdo || || .

4Serd abordado no curso de dlgebra linear

13
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— —
e, apos isso, tragar-se o vetor a partir da origem de AB até a extremidade de BC3, como

mostra a figura a seguir:

Figura 1.5: Vetor soma

Note que poderiamos representar geometricamente representantes dos vetores il €
v, e ainda obter que o vetor soma v + i é igual ao vetor i + V. De forma semelhante
ao que conhecemos no estudo das operagdes com niimeros reais, espera-se encontrar
certas “regularidades” (ou seja, propriedades) nas operacdes com vetores. E € através

da validade das propriedades que serd possivel operar com os vetores. Para isso,

considerando vetores if, vV € w quaisquer, temos:

S.1 i +9 =9+ i; (Comutatividade)
S2 (u+V)+w=u+V+w)=v+ (il + w). (Associatividade)
S3 ii+0=0+i =i (Elemento neutro)

S4 U+ (-u)=-u+iu= 0; (Elemento inverso)

Com a ideia construida no paralelogramo acima conseguiremos, graficamente,
demonstrar tais propriedades.
Observacio: Na Figura 1.5, dados dois vetores i e V, definimos o vetor soma como

w = u + V. E natural nos perguntarmos se aconteceria |w| = |i] + |V|, isto é, se a norma

SEsse processo é conhecido como regra do paralelogramo.

14
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(comprimento ou médulo) do vetor soma € dado como a soma dos médulos dos vetores

- - .
u e v. Para responder esse questionamento, observamos a figura:

Figura 1.6: Lei dos cossenos

Utilizando a lei dos cossenos no tridngulo, temos:

w|* = |id|* + 7] - 2]id] 9] cos 6,

onde 6 é anguloS entre i e V.

Assim, o que podemos afirmar é que:

lw| = x/liil2 + [9]% = 2/id][7] cos 6.

Ou seja, ndo podemos afirmar que |w| = |i| + |V|.

1.2.2 Produto por um escalar

Discutiremos aqui outra operagdo que se pode realizar com vetores: produto de um
escalar por um vetor — que é o mesmo que falar em multiplicacdo de um ntimero por um
vetor.

Definiremos o produto por um escalar como o vetor que ¢ obtido através da

multiplica¢do de um nimero A € R por um dado vetor i. E denotaremos por Aii.

°Entende-se por angulo a menor regido delimitada por duas semi-retas de mesma origem.

15
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=)

]

Figura 1.7: Vetor produto por escalar

Com o auxilio da figura acima, observe que a dire¢do do vetor Au serd a mesma do
vetor i. E o sentido dependera do valor de A; se 4 > 0, o sentido permanecerd 0 mesmo
do vetor i, enquanto que, se 1 < 0, teremos sentido oposto do vetor i#. Além disso, o
comprimento (mddulo) do vetor Ai serd definido como |Au| = |1]|u].” E no caso em que

A = 0 teremos um vetor nulo.

Dados dois vetores quaisquer ii, v € V, e trés escalares @, fe A1 € RS, sdo vélidas

as seguintes propriedades:

P1 (ap)i = a(Bi);

P2 a(i+V) = ai + av;

P3 (a+pB)u

ail + Bu;

P4 li=ul=i.

No exemplo a seguir, disponivel em [1], trabalharemos com as ideias expostas nas

secOes anteriores.

7Note que, apesar de estarmos utilizando a mesma notagdo para indicar o comprimento de A e ¥, um
representa o comprimento de um niimero e o outro de um vetor, que sio conceitos diferentes. E comum
encontrar na literatura a representacéo || || para representar médulo de um vetor.

8Aqui, V € um conjunto de vetores e R € o conjunto dos nimeros reais.

16
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Exemplo 1. Expresse o segmento C—)>( em funcdo do segmento a?), sabendo que, na

figura a seguir, a medida de AX € a metade da medida do segmento X B.

61
~

A X B
Figura 1.8

~ . = 1— , —_
Solucdo: Do enunciado temos que AX = EXB . E 0 que queremos é escrever CX

— —
utilizando os vetores CA e CB.
Observando a figura acima, A—>X = AC + CX, ou ainda AX

Por outro lado, podemos escrever XB = XC +CB =CB —

Dai,
— 1=
AX ==-XB
2
—_— — = 11—
CX-CA=-CB-=CX
2 2
—_ s = 1=
CX+-CX=CA+=-CB
2 2
3—m, — 11—
-CX=CA+ =CB,
2 2
e assim:
—_— 22— —
CX=§CA+—CB.
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-

u S s

Exemplo 2. Prove que ﬁ, chamado de versor de u, € um vetor unitirio, com a mesma
u

direcéo e sentido do vetor i.

-

~ . u . . > L
Solucdo: Seja v = —, é facil perceber que o vetor v tem mesma direcdo e mesmo

||’
sentido do vetor u. Agora queremos mostrar que V é unitdrio, ou seja, que |v| = 1.

Observe que

i | i
:||:1.

|_)|

|_)|

Portanto, é um vetor unitario.

1.3 Dependéncia linear

Nesta secdo estaremos interessados em estabelecer condigdes para que possamos

trabalhar com vetores de forma algébrica. Para isso é necessdrio apresentar algumas

defini¢des.
Defini¢io 4. Um vetor u é dito uma combinagdo linear dos vetores uy, s, ..., iy, S€
existirem ndmeros reais ay, as, ..., a, tais que possibilite escrever o vetor ¥ como:

U= Cl]ljl +a2i2 + ... +a,,u_;,.

—
No exemplo 1, da secdo anterior, dizemos que CX foi escrito como uma combinacao

. e d - . ’ . .
linear dos vetores CA e CB. De outra maneira, poderiamos dizer que existe uma

dependéncia linear entre eles.

Definicido 5. Sejam os vetores u}, uy, ..., u,. Diremos que eles sdo linearmente
dependentes [L.D], se for possivel representar algum deles como a combinagao linear
dos demais vetores na lista de vetores apresentada. Caso contrdrio, eles serdo ditos

linearmente independentes [L.1].

18
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—
Novamente no exemplo citado, os vetores CX,

dependentes, pois foi possivel encontrar escalares a = % e

— 2= 1=
CX==-CA+-=CB.
3 3
Definicio 6. Se os vetores do conjunto {iy, iy, ... i,} forem linearmente

independentes, entdo tais vetores formardo uma base para o espago vetorial formado
por esse conjunto de vetores®. Podemos ainda caracterizar a base de um espago vetorial
como ortogonal ou como ortonormal. Quando os vetores da base sdo, dois a dois,
perpendiculares entre si, dizemos que a base € ortogonal. Quando, além de ortogonais,

os vetores da base sdo unitdrios, dizemos que tal base é ortonormal

Um outro modo de verificarmos que os vetores uy, us, ..., U, sdo linearmente

independentes (L.I) € verificar se a combinacdo linear
6111/71 + azlzz + ...+ anuﬁn =0,

terd solucdo tnica a; = ap = ... = a, = 0. Sendo possivel encontrar um escalar diferente

de zero, os vetores ja serdo linearmente dependentes (L. D).

Estabelecidas as defini¢des acima, podemos tratar os vetores em termos de suas

coordenadas. Para simplificar, pensaremos nosso espaco como sendo o R.

Para o R, temos que os vetores i = (1,0,0), f =(0,1,0) e k= (0,0, 1) formam
um base ortogonal, isto €, o dngulo formado entre eles € um angulo reto. Percebe-se
claramente que {;, f, /2} formam uma base ortonormal, pois, além de formarem, dois a

N
dois, um angulo reto, os vetores i, j € k sdo unitdrios.

9A definigio de espago vetorial com um maior formalismo serd vista na disciplina de Algebra Linear.
Por enquanto, basta entender um espaco vetorial como um conjunto de vetores que pertencem a esse espaco,
e uma base para o espago vetorial como o conjunto de vetores L.I. capazes de gerar, a partir de uma
combinacio linear dos vetores dessa base, qualquer outro vetor que pertence ao espago vetorial.

19
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), 1)
(0.0.1)

~(0,1,0)

(1,0.0)

Figura 1.9: Base ortonormal

Além disso, como o conjunto {7, f, l_c)} forma uma base para o R, qualquer vetor
¥ € R3 poder4 ser representado a partir dos vetores i fe k. E, por isso, denominamos
{Z f, 12} como a base canénica do R>. Assim podemos escrever qualquer vetor
V =xi+y]j + zk, de forma simplificada, como ¥ = (x, y, 7).

Observaciio: Processo andlogo pode ser construido para o R2.

Agora iremos trabalhar e operar com vetores em coordenadas.

Para comegarmos,

¢ Considerando dois pontos A(xi, y1,z1) € B(x2, y2,22), como determinar um

N o
vetor v = AB?

- - 2 . z .
Ja sabemos que o vetor v = AB = B— A, onde A € aorigem e B € a extremidade do vetor.

Assim, a partir das coordenadas dos pontos A e B, temos:
V=AB=B-A=(x-x,y2-y1.22 - 21)-

Mostramos como trabalhar com as operacdes adicdo e multiplicagdo por um escalar

20
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de forma geométrica em secdes anteriores. Veremos como tais operagdes se comportam

com vetores dados em coordenadas.

* Se tivermos dois vetores ii = (a,b,c) eV = (d, e, f), como definir o vetor soma

u+v?

Se estamos representando vetores em termos de suas coordenadas, temos que seguir as
regras de trabalhar com pares ou ternos coordenados, por exemplo. Desse modo, o vetor

soma i + v serd definido somando coordenada a coordenada. Assim:

i+v=(a+d,b+e,c+f).

* E como definir o vetor 1ii, com 1 € R?

Como A € R, e supondo que i = (a, b, ¢), define-se:

Aii = A(a, b, c) = (Aa, Ab, Ac).

Apresentaremos algebricamente outros conceitos, como distdncia entre pontos,
mdédulo de um vetor e ponto médio entre vetores. Consideremos dois pontos A (xy, y1, z1)

e B(x2,y2,22) € R®. Observe a Figura 1.10:

21
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Figura 1.10: Distancia entre dois pontos

¢ Como determinar a distancia, d, entre os pontos A e B?

Estabeleceremos que a distincia, d(A, B), entre os pontos serd dada por:

d(AB) = \J(xy = x1)2 + (y2 = y1)? + (22— 20)2.

Para facilitar, pense como pontos do R?, e utilize o teorema de Pitagoras.

¢ Sendo um vetor v = (a, b, ¢), como calcular o médulo do vetor |v|?

Note que a ideia é a mesma que construimos na pergunta anterior, visto que um vetor

pode ser definido por dois pontos. Logo,

V| = Va? + b2 + ¢2.

22
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v =(a,b,c)

Figura 1.11: Médulo de um vetor

* Como encontrar as coordenadas de um ponto médio, M, do segmento AB?

Observe a figura

T

Figura 1.12: Distancia entre dois pontos

23
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Suponhamos que o ponto seja M (x, y, z). Sendo assim, definimos:

X1+x2 y1r+y2 Z1+Zz)

M(x,y,z)=( R )

Vejamos agora um exemplo disponivel em [5].

Exemplo 3. Considere os pontos A(4,-1,-2), B(2,5,-6) e C(1,-1,-2) vértices de

um triangulo. Qual o comprimento da mediana do triangulo relativa ao lado AB?

Solucao: Queremos determinar o comprimento da mediana, relativa ao lado AB.
Lembremos que a mediana é um segmento de reta que liga um vértice do tridngulo ao
ponto médio do lado oposto a ele; neste caso, o vértice é o ponto C e o lado oposto é

AB, como mostra a figura:

M

Figura 1.13

Como queremos encontrar o comprimento da mediana, é necessdrio inicialmente
encontrarmos o segmento CM, para depois determinarmos |CM|. E, antes disso, ter

conhecimento do ponto médio M (x, y, z) do segmento AB.

Logo, temos:

442 —-145 -2+ (-6)

M =M
(x,y,2) T, 5

) = M(3,2,-4).

24
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Além disso, é sabido que CM=M-C-= (2,3,-2). E, assim,
|ICM| =22 +32+ (=2)2 = V17.

Exemplo 4. Encontre os vértices A, B e C de um tridngulo sabendo que os pontos
M(5,0,-2), N(3,1,-3) e P(4,2,1) sdo pontos médios dos segmentos AB, AC e BC,
respectivamente.

Solucio: Para iniciarmos, vamos supor que os pontos sejam A(a, b, c), B(d, e, f)
e C(g,h,i). E que M, N e P sejam os pontos médios dos lados AB, AC e BC,

respectivamente.

M, WN

. c
P

Figura 1.14

Sendo assim, da definicdo de ponto médio de um segmento, temos:

a+d b+e c+
(5,0,—2):( Ty 2f) (1.1)

a+g b+h c+i
(3,1,—3):( 2g, o 2) (12)

_(d+g e+h f+i
(4,2,1)—( T Ty ) (1.3)

Note que das equagéoes (1.1), (1.2) e (1.3), utilizando a igualdade entre ternos

coordenados, temos:

25
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a+d=10=>a=10-d
b+e=0=>b=-¢ (1.4)
c+f=—4=c=-4-f

a+g=6=>a=6-g
b+h=2=b=2-h (1.5)

c+i=—6=>c=-6-1i

d+g=8=¢g=8-4d
e+h=4=>h=4—¢ (1.6)
f+i=2=i=2-f
Assim, das equacdes (1.4), (1.5) e (1.6) acima, temos 10—d =6—-g = g=d — 4. E,
substituindo na primeira equacdo de (1.6), temos d = 6. Consequentemente, g = 2 e
a=4.
Para encontrarmos as demais coordenadas aplicamos o mesmo processo nas equagoes

acima, e teremos os pontos A(4,—1,-6), B(6,1,2) e C(2,3,0).

1.4 Exercicios propostos

Exercicio 1. Sabendo que um trapézio é um quadrildtero que possui dois dos seus lados
paralelos, mostre que o segmento que surge ao unir os pontos médios dos outros dois

lados serd paralelo as bases.

Exercicio 2. Verifique se o conjunto formado pelos vetores & = (1,2, 1), v = (2,-1,-1)

ew=(-1,1,-1)éLDouLl

Exercicio 3. Determine um vetor # que tenha comprimento 7, isto &, |ii| = 7, e esteja na

mesma dire¢do do vetor v = —2i + f+ 3k.
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Exercicio 4. Dados os pontos A(2,1,2), B(0,-1,3) e C(2,1,2), verifique se eles
formam um tridngulo e, em caso afirmativo, determine as coordenadas dos pontos médios

de cada lado do tridngulo.

Exercicio 5. Com os dados do exercicio anterior, determine o comprimento da mediana

relativa ao lado AC.
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Além dos assuntos ja conhecidos por tantos livros e materiais de
geometria analitica, este livro trata os contetddos de forma didatica.

A ideia, aqui, vai além de apresentar os conteludos de maneira formal e
com rigor matematico, em geral, apresentado em outras bibliografias,
oferecendo aos leitores uma espécie de manual para consultas rapidas,
por meio de perguntas e respostas estabelecidas ao longo do texto,
favorecendo o entendimento do leitor e contribuindo para que ele
consiga resolver outras questdes sobre os conteldos abordados,
sempre utilizando de uma linguagem simples e mais préxima da
linguagem do aluno.
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