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Angélico, Bruno A.

Controle digital aplicado / Bruno Augusto Angélico, Gabriel Pereira das Neves. —
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8.5.1 Forma canônica controlável . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
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Caṕıtulo 1

Introdução

Até a década de 1960 a tecnologia de controle de processos e processamento de sinais

era praticamente toda analógica. A evolução dos computadores digitais e microprocessa-

dores, juntamente com o desenvolvimento de algoritmos eficientes, causaram a migração

para o controle digital e o processamento digital de sinais.

Diversas grandezas f́ısicas com as quais lidamos são analógicas por natureza. Tais

grandezas, como temperatura, pressão, velocidade etc., são representadas por valores

cont́ınuos. Sinais analógicos podem ser processados por circuitos elétricos envolvendo

componentes passivos e ativos.

Os sinais também podem ser processados utilizando-se hardwares digitais. Para

isso, os sinais analógicos precisam ser convertidos em digitais. Isso é conhecido como

conversão analógico-digital (A/D). Basicamente, esse processo toma um número finito

de amostras temporais do sinal analógico (processo de discretização no tempo) e efetua

uma quantização das amplitudes dessas amostras, para que elas sejam representadas com

um número finito de bits (processo de digitalização).

A prinćıpio, quando comparado ao processamento analógico, o processamento digital

de sinais tem uma estrutura mais complicada, levando ao seguinte questionamento: por

que utilizá-lo? A resposta para tal pergunta possui vários argumentos favoráveis, tais

como:

• possibilidade de armazenagem dos sinais e posterior processamento;

• as operações são basicamente adição, multiplicação e deslocamento, o que repre-

senta um processamento bem robusto;

• as operações podem ser facilmente modificadas, por exemplo, mudando apenas

17



18 Controle Digital Aplicado

algumas linhas de código da programação de um microcontrolador;

• facilidade de interconexão de blocos, uma vez que não há problemas de casamento

de impedância como nos circuitos analógicos.

1.1 Classificação de sinais

Sinais geralmente transportam informações a respeito do estado ou do comporta-

mento de um sistema f́ısico e, em muitos casos, são sintetizados para comunicação entre

humanos ou entre humanos e máquinas.

De modo geral, sinais podem ser classificados da seguinte forma [Lathi 1998]:

• sinais de energia e de potência;

• sinais periódicos e aperiódicos;

• sinais determińısticos e estocásticos;

• sinais de tempo cont́ınuo e de tempo discreto;

• sinais analógicos e digitais.

Sinais com energia finita são denominados sinais de energia, ao passo que sinais com

potência finita e diferente de zero são denominados sinais de potência. Se um sinal for

de energia, ele não pode ser de potência, e vice-versa. No entanto, há sinais que não são

de energia, nem de potência. Exemplos: sinal exponencial crescente e sinal rampa.

Sinais periódicos são tais que, para uma constante positiva T0, denominada peŕıodo,

vale a relação f(t) = f(t ± T0), para todo t. Pense que um carimbo pode ser feito com

um fragmento desse sinal de duração T0. Se o sinal original puder ser reproduzido por

“carimbadas” sequenciais e não espaçadas do fragmento, então o sinal é dito periódico

com peŕıodo T0. Caso contrário, o sinal é aperiódico.

Um sinal determińıstico é tal que seu comportamento é precisamente conhecido para

cada valor da variável independente. Por outro lado, caso apenas informações proba-

biĺısticas do sinal em um tempo futuro forem conhecidas, por exemplo, valor médio e

variância, o sinal é dito estocástico.

Em relação à continuidade ou discretização no tempo e analogicidade ou digitalização

em amplitude, pode-se ter a seguinte classificação:

• Sinais analógicos de tempo cont́ınuo são definidos ao longo de todos os instantes

de tempo e as amplitudes podem assumir qualquer valor real. São geralmente

denominados apenas sinais analógicos.
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• Sinais analógicos de tempo discreto são definidos em instantes discretos de tempo,

mas as amplitudes podem assumir qualquer valor real. Podem ser matematica-

mente representados como sequências de números.

• Sinais digitais de tempo cont́ınuo são aqueles definidos ao longo de todos os ins-

tantes do tempo, porém os valores de amplitude são definidos apenas em alguns

valores discretos predefinidos.

• Sinais digitais de tempo discreto são aqueles em que ambos o tempo e a amplitude

são discretos. São geralmente denominados apenas sinais digitais.

A Figura 1.1 ilustra a classificação dos tipos de sinais quanto à discretização e quan-

tização.

Um sinal também pode se classificado quanto à causalidade. Um sinal que só se inicia

a partir de t ≥ 0 é denominado sinal causal, ao passo que um sinal que se inicia antes

de t = 0 denomina-se sinal não causal. Ainda, um sinal que se extingue para t ≥ 0 é

chamado de sinal anticausal.

Da mesma forma podemos classificar os tipos de sistemas de interesse aos nossos

propósitos.

• Sistemas de tempo cont́ınuo são sistemas em que ambas a entrada e a sáıda são

sinais de tempo cont́ınuo.

• Sistemas de tempo discreto são aqueles em que ambas a entrada e a sáıda são

sinais de tempo discreto.

• Sistemas digitais de tempo discreto são aqueles em que ambas a entrada e a sáıda

são sinais digitais de tempo discreto.

Um sistema causal é aquele em que a sáıda atual depende apenas de entradas passadas

ou presentes. Um sistema f́ısico é causal pois, caso contrário, ele teria capacidade de

antecipar sáıdas futuras.

Os controladores abordados neste livro consideram sistemas lineares e invariantes

no tempo (LITs). Tais sistemas respeitam o prinćıpio da superposição, ou seja, a sáıda

gerada pela combinação linear de diferentes sinais de entrada é igual à mesma combina-

ção aplicada aos sinais de sáıda gerados pelos sinais de entrada individualmente. Além

disso, sistemas LIT respeitam o prinćıpio da invariância no tempo; um sistema é dito ser

invariante no tempo se um retardo ou avanço de tempo do sinal de entrada causar em

um deslocamento de tempo idêntico ao sinal de sáıda.
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t

a) Sinal analógico de tempo 
contínuo

n

b) Sinal analógico de tempo 
discreto

t

c) Sinal digital de tempo contínuo

n

d) Sinal digital de tempo discreto

Figura 1.1 – Classificação de sinais considerando discretização e quantização.

1.2 Amostragem periódica

Sinais de tempo discreto são matematicamente representados como sequências de

números. Uma sequência é uma função cujo domı́nio é o conjunto dos números inteiros.

Formalmente, uma sequência x é escrita como

x = {x [n]} , −∞ < n <∞, (1.1)

onde n é um número inteiro. Em um cenário prático, tais sequências podem ser oriundas

da amostragem periódica de um sinal analógico. Neste caso, o valor numérico do n-ésimo

elemento na sequência é igual ao valor do sinal em tempo cont́ınuo, x(t), no instante nTs,

i.e.,

x [n] = x (nTs) , −∞ < n <∞. (1.2)

A quantidade Ts é denominada peŕıodo de amostragem, e sua rećıproca é a frequência

de amostragem fs ou ωs = 2πfs.

Na amostragem periódica o peŕıodo Ts é constante (veja Figura 1.2). Apesar de a

abscissa da sequência ser uma linha cont́ınua, é importante reconhecer que x[n] é definida

apenas para valores inteiros de n. Não é correto pensar que x[n] vale zero quando n não

é inteiro; x[n] simplesmente não é definida para valores não inteiros de n.

O teorema de amostragem estabelece a mı́nima frequência que um sinal analógico

precisa ser amostrado para posteriormente poder ser reconstrúıdo. Tal teorema afirma
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[ ]x n( )x t

tempo, t

amostras, n

2Ts Ts 0    Ts 2Ts 3Ts 4Ts 5Ts

2 1    0    1     2    3     4    5

. . . . . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Figura 1.2 – Relação entre sinal de tempo cont́ınuo e sinal de tempo discreto.

que a frequência de amostragem deve ser maior ou igual a duas vezes a maior componente

de frequência do sinal. Detalhes serão apresentados no Caṕıtulo 2.

1.3 Conversores A/D e D/A

Um ponto cŕıtico em sistemas digitais é a interface entre um circuito analógico e um

digital, uma vez que a qualidade de seu projeto está diretamente relacionada a precisão,

rapidez de resposta e confiabilidade no processamento digital de informações.

A resolução de um conversor A/D, quando expressa em bits, é igual ao número de bits

do conversor. Por exemplo, um conversor com uma resolução de N bits pode representar

2N ńıveis de amplitude quantizados.

O intervalo de escala (FSR, full-scale range) do conversor é definido por

FSR = (Vref+ − Vref−), em que Vref+ e Vref− representam, respectivamente, os ex-

tremos superior e inferior em que a tensão de entrada pode ser convertida (codificada).

Quando expressa em tensão, a resolução é a menor variação que pode ser identificada

em uma escala analógica, ou seja,

Q =
FSR

2N
. (1.3)

Q também é referenciada como 1LSB (um Bit Menos Significativo - one Least Signi-

ficant Bit). Exemplo: Para Vref− = 0V , Vref+ = 5V e N = 10 bits, tem-se Q = 0, 0048 V

(4, 8 mV). A Figura 1.3 apresenta a relação entrada-sáıda de um exemplo de conversor

A/D.

Suponha um conversor A/D de quatro bits, com Vref+ = 5 V, Vref− = 0 V, e que o

valor da conversão em binário seja 1101. A tensão de entrada, então, é



22 Controle Digital Aplicado

0x000

0x001

0x002

0x003

0x3FE

0x3FF

Entrada Analógica

S
a
íd

a
 C

o
d
if
ic

a
d
a

0
,5

Q Q

1
,5

Q

2
Q

2
,5

Q

3
Q

3
,5

Q

1
0
2
2
Q

1
0
2
2
,5

Q

1
0
2
3
Q

1
0
2
3
,5

Q

Q
1LSB

Figura 1.3 – Relação entrada-sáıda de um conversor A/D unipolar ideal.

Vin = 5×
(
1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20

)

24
= 4, 0625V.

O erro de quantização do conversor expressa o desvio do resultado de conversão em

relação a uma reta ideal. A magnitude do erro vai de 0 a 1LSB
2 .

A primeira etapa da conversão A/D é a discretização no tempo. Isso é fisicamente

implementado por um circuito denominado amostra e retém (S-H, sample-and-hold),

como ilustrado na Figura 1.4.

S-H

A/D
Entrada 

Analógica
Saída 
Digital

Figura 1.4 – Circuito S-H na entrada do A/D.

Tal circuito amostra o sinal de entrada a uma taxa de amostragem determinada por

um clock e segura o ńıvel do sinal em um capacitor até o próximo pulso de clock, como

ilustrado na Figura 1.5.
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0V

10V

Figura 1.5 – Entrada e sáıda t́ıpica de um circuito S-H.

O tempo de aquisição é o tempo necessário para que o circuito S-H permaneça no

modo amostragem de forma que o capacitor atinja a tensão de entrada. Uma nova

aquisição não começa até que uma conversão tenha terminado.

A segunda parte consiste na quantização dos ńıveis de tensão constante da sáıda do

S-H em códigos binários pelo conversor analógico/digital, como ilustrado na Figura 1.6.

A/D 0 1 0 0  0 1 0 1 1 1 0 0  1 0 1 0

Figura 1.6 – Conversão efetuada por um exemplo de A/D.

O tempo de conversão é o tempo necessário para se obter o valor digital na sáıda da

tensão analógica de entrada. Note que o tempo de conversão não pode ser maior do que

o tempo em que o sinal permanece constante.

Os circuitos integrados denominados conversores A/D possuem, internamente, o S-H

e a conversão A/D propriamente dita, incluindo um, dois ou mais canais.

Há diversas formas de conversor A/D, tais como: flash, aproximações sucessivas,

rampa, rampa dupla tipo integrador, tensão-frequência, sigma-delta.

A Figura 1.7 seguinte ilustra um exemplo de conversor A/D tipo flash. Tal conversor

é rápido, mas necessita de 2n comparadores para a conversão com n bits. O codificador

de prioridade produz um código binário correspondente à entrada de mais alta ordem

acionada. No conversor por aproximações sucessivas, a conversão é realizada do bit mais

significativo (MSB) para o menos significativo (LSB). O sinal de entrada é comparado ao

valor analógico que representa o código binário na sáıda do registrador de aproximações

sucessivas (SAR). Se o sinal de entrada for maior, o bit 1 no MSB é mantido no SAR.
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Figura 1.7 – Conversor A/D flash.

Caso contrário, tal bit fica em “0” (reset). Uma vez que o MSB representa metade da

tensão de referência, conhecer o estado deste bit (0 ou 1) já significa saber se a tensão de

entrada é maior ou menor que a metade da referência. Conhecido o bit mais significativo,

passa-se ao próximo bit, que representa 1/4 da tensão de referência. A conversão segue

assim até o LSB. A Figura 1.8 apresenta um esquema do conversor por aproximações

sucessivas.

Por outro lado, conversores D/A convertem uma palavra digital em um sinal ana-

lógico sob a forma de uma tensão ou corrente de sáıda. São formados por elementos

passivos, fontes de referência, chaves e amplificadores operacionais.

A Figura 1.9 apresenta um conversor D/A com resistores proporcionais. O valor de

tensão convertido é dado por

Vout =
Rf

R

(

b3 +
1

2
b2 +

1

4
b1 +

1

8
b0

)

Vref . (1.4)

Outra forma de se implementar um conversor D/A é utilizando uma rede R − 2R.

A vantagem é que apenas dois valores de resistência são necessários, conforme visto na

Figura 1.10.
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Figura 1.8 – Conversor A/D por aproximações sucessivas.
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Figura 1.9 – Conversor D/A com resistores proporcionais.

Pode-se mostrar que a sáıda é proporcional ao peso da combinação binária que está

em ńıvel alto, tal que

Vout =
1

2

(

b3 +
1

2
b2 +

1

4
b1 +

1

8
b0

)

Vref . (1.5)

A conversão D/A também pode ser indiretamente feita considerando a modulação por

largura de pulso (PWM, Pulse Width Modulation). Trata-se de um sinal com frequência

constante e largura de pulso (ciclo ativo ou duty cycle) variável. Vários microcontrola-

dores e processadores digitais de sinais possuem uma função para gerar sinal modulado

com largura de pulso proporcional a um determinado número de bits (sinal digital). A

variação da largura do pulso permite obter uma tensão média variável. O sinal PWM
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Figura 1.10 – Conversor D/A com rede R− 2R.

em um peŕıodo pode ser representado por

V (t) =

{

Vpulso, 0 ≤ t ≤ tp

0, tp ≤ t ≤ T
, (1.6)

onde T é o peŕıodo da forma de onda, tp a duração do pulso em ńıvel alto e Vpulso a

tensão de pulso. Assim, a tensão média do sinal PWM é dada por

VM =
1

T






tp∫

0

Vpulso dt+

T∫

tp

0 dt




 =

tp
T
Vpulso. (1.7)

O ciclo ativo (duty cycle) corresponde à razão entre a largura do pulso em ńıvel alto e

o peŕıodo do sinal (tp/T ). O pulso da onda PWM apresenta tensão fixa, porém a tensão

média (VM ) é diretamente proporcional ao ciclo ativo e, como este varia entre 0 e 1, VM

pode variar entre 0 e Vpulso. Para se obter um conversor D/A a partir de uma sáıda PWM

de um hardware digital, basta adicionar à sáıda um filtro passa-baixas com frequência

de corte menor (pelo menos 10 vezes) que a frequência do PWM, como apresentado na

Figura 1.11.

Microcont.

 ou 

DSP

R

Cout
V PWM

1

2 10
c

f
f

RCπ
= ≤

Figura 1.11 – Conversor D/A PWM.
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Para controlar resistências de aquecimento e ventiladores, por exemplo, não há neces-

sidade de filtro, desde que a frequência do PWM não seja muito baixa. Pode-se, portanto,

regular a taxa de aquecimento do resistor e a velocidade do ventilador, variando-se a ten-

são média aplicada a eles.

1.4 Introdução ao controle digital

Ao longo deste texto, por abuso de notação, o termo controle digital será usado

para fazer referência ao controle em tempo discreto com amplitudes quantizadas, ou

seja, processado por um hardware digital. Por simplicidade, os termos controle digital e

controle discreto serão considerados sinônimos aqui, apesar de digital e discreto serem,

essencialmente, conceitos diferentes, como visto na classificação de sinais apresentada na

Seção 1.1.

A Figura 1.12 apresenta a topologia t́ıpica de um sistema de controle com compen-

sação em série e realimentação unitária.

Controlador Planta
( )r t ( )u t ( )y t( )e t

( )G s( )C s

Figura 1.12 – Sistema de controle com realimentação unitária.

Por outro lado, a Figura 1.13 apresenta o mesmo sistema, mas com o controle im-

plementado de forma discreta.

Controlador 
Digital

D/A Planta

A/D

( )r t ( )u t ( )y t
( )G s

A/D
[ ]r n [ ]u n

[ ]y n

[ ]e n

clock

Figura 1.13 – Sistema de controle com realimentação unitária em tempo discreto.

O peŕıodo de amostragem é dado por Ts. Considere as seguintes definições:

• r(t) e r[n] = r(nTs): sinal de referência (set-point) em tempo cont́ınuo e em tempo

discreto, respectivamente;
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• e[n] = e(nTs): sinal de erro atuante em tempo discreto;

• y(t) e y[n] = y(nTs): variável controlada (ou regulada) em tempo cont́ınuo e em

tempo discreto, respectivamente;

• u(t) e u[n] = u(nTs): sinal de controle (variável manipulada) em tempo cont́ınuo

e em tempo discreto, respectivamente.

Note que agora o controlador não pode mais ser implementado de forma analógica.

Uma das formas1 de fazer com que um hardware digital produza uma solução que se

aproxime da solução em tempo cont́ınuo com dinâmica é denominada método de Euler

por diferença em avanço (forward rectangular). Note que a derivada de x em relação ao

tempo, no instante t = nTs, pode ser aproximada por

ẋ(t)|t=nTs
∼= x([n+ 1]Ts)− x(nTs)

Ts
. (1.8)

O importante é observar que uma derivada foi transformada em uma diferença pon-

derada. De forma geral, uma equação diferencial é transformada em uma equação de

diferenças. A equação de diferenças é resolvida repetidamente a cada intervalo de tempo

Ts. O Exemplo 1.1 ilustra o método de discretização por diferença em avanço.

✍ Exemplo 1.1: Utilizando o método de Euler por diferença em avanço, encontre a

equação de diferenças para o equivalente digital do seguinte compensador:

C(s) =
U(s)

E(s)
= 50

s+ 3

s+ 10
,

utilizando frequências de amostragens de 20 Hz e 40 Hz e considerando o sistema

G(s) =
1

s(s+ 1)
.

Solução: de C(s), note que

(s+ 10)U(s) = 50(s+ 3)E(s).

Aplicando a transformada inversa de Laplace,

u̇+ 10u = 50 (ė+ 3e) .

Utilizando a regra forward rectangular de Euler e considerando u[n] = u(nTs), tem-se

u[n+ 1]− u[n]

Ts
+ 10u[n] = 50

(
e[n+ 1]− e[n]

Ts
+ 3e[n]

)

.

1Outras formas melhores do que essa serão consideradas no Caṕıtulo 4.
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Rearranjando, tem-se

u[n+ 1]− u[n] + 10Tsu[n] = 50 (e[n+ 1]− e[n] + 3Tse[n])

⇒ u[n+ 1] = (1− 10Ts)u[n] + 50 (3Ts − 1) e[n] + 50e[n+ 1].

Para fs = 20 Hz ⇒ Ts = 0, 05 s, obtém-se

u[n+ 1] = 0, 5u[n] + 50 (e[n+ 1]− 0, 85e[n])

⇒ u[n] = 0, 5u[n− 1] + 50 (e[n]− 0, 85e[n− 1]) .

Para fs = 40 Hz ⇒ Ts = 0, 025 s, obtém-se

u[n] = 0, 75u[n− 1] + 50 (e[n]− 0, 925e[n− 1]) .

A Figura 1.14 apresenta as respostas em malha fechada ao degrau unitário para os

dois casos considerados em comparação com o controle em tempo cont́ınuo. Note que,

quanto menor o peŕıodo de amostragem, mais próxima é a resposta do sistema com

controle digital da resposta com controlador em tempo cont́ınuo.

Controle Contínuo
Controle Discreto
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Figura 1.14 – Resposta ao degrau do Exemplo 1.1 com (a) fs = 20 Hz e (b)

fs = 40 Hz.
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