| G
Lilll ‘i/ _,,.-f"

AT|§T|<:A

Du-'k:pe

— EST
DE'




ESTATISTICA DECODIFICADA

Anderson Rodrigo da Silva



Estatistica decodificada
© 2023 Anderson Rodrigo da Silva
Editora Edgard Bllicher Ltda.

Publisher Edgard Bllicher

Editor Eduardo Bliicher

Coordenagéo editorial Jonatas Eliakim
Produgéo editorial Ariana Corréa
Reviséo de texto Mauricio Katayama
Capa Leandro Cunha

Imagem da capa David Neri, Anderson Rodrigo da Silva

Blucher

Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagéo (CIP)
Angélica llacqua CRB-8/7057

Rua Pedroso Alvarenga, 1245, 4° andar
04531-012 Séo Paulo — SP - Brasil
Tel.: 55 11 3078-5366
contato@blucher.com.br
www.blucher.com.br

Segundo o Novo Acordo Ortogréfico, conforme 6. ed.
do Voocabulério Ortogréfico da Lingua Portuguesa,
Academia Brasileira de Letras, julho de 2021.

E proibida a reprodugao total ou parcial por quaisquer
meios, sem autorizagao escrita da Editora.

Silva, Anderson Rodrigo da

Estatistica decodificada / Anderson Rodrigo da Silva. - Sao
Paulo : Blucher, 2023.

418 p. :il.

Bibliografia
ISBN 978-65-5506-357-8

1. Estatistica I. Titulo

22-6934 CDD 310

Todos os direitos reservados pela Editora
Edgard Bliicher Ltda.

indice para catalogo sistematico:
1. Estatistica



Conteudo

I FUNDAMENTOS DE ESTATISTICA

1 Introducgao a probabilidade

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Nogbes de conjuntos . . . . . . . . . . ...
Defini¢goes fundamentais . . . . . . . ... ... ...
Conceitos de probabilidade . . . . .. ... ... ... .......
Teoremas basicos . . . . . . . . . . ...
Probabilidade condicional e independéncia estocastica . . . . . . .
Exercicios . . . . . . ..

2 Variaveis aleatorias

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

Variavel aleatéria discreta . . . . . . . . .. ... ... ...
Varidvel aleatoria continua . . . . . . . . . ... oL
Funcao de distribuicao acumulada . . . . . . . ... ... ... ..
Funcdo de quantis . . . . .. .. .o oo
Distribuicdo conjunta . . . . . . . . ...
Propriedades de esperanca . . . . . . ... ... ...
Jupyter notebook . . . . ..o

Exercicios . . . . . . e

3 Distribuigoes de probabilidade

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Modelos discretos . . . . . . ...
Modelos continuos . . . . .. ... Lo
Familia exponencial de distribuigées . . . . .. ... ... ... ..
Distribui¢do normal multivariada . . . . . . .. ... ... ... ..
Distribuicdo empirica . . . . . . .. ..o Lo
Resultados Gteis . . . . . .. ..o
Jupyter notebook . . . . . . ..

19
20
21
24
25
27
29
31
31



xii ESTAT{STICA DECODIFICADA
3.8 Exercicios . . . . . . . . ... 61
4 Aplicagoes da verossimilhanga 65
4.1 Método da méxima verossimilhanga . . . . .. ... ... L. 66
4.2 AlCeescolnadomodelo. . . . ... ... ... ... ........ 73
4.3 Teste da razao de verossimilhancas . . . . . . ... ... ... ... 75
4.4 Oteste eSCore . . . . . .. 78
45 Otestede Wald . . .. ... ... ..o o 80
4.6 Verossimilhanga em regressdo . . . . . . .. .. ... 82
4.7 Verossimilhanca restrita . . . . . ... ... Lo o oL 83
4.8 Outras fungbes de verossimilhanca . . . . . .. .. ... ... ... 87
4.9 Jupyter motebook . . . . ... .o 88
4.10 Exercicios . . . . . ..o 88
5 O método delta 91
5.1 Definicao . . . . . .. 91
5.2 Exemplos de aplicagdo . . . . . . ... ... L oL 92
5.3 Jupyter notebook . . . . . ... L 96
5.4 Exercicio . . . . . . . .. 97
6 O bootstrap 99
6.1 Definicdo . . . . . . . . 100
6.2 Exemplos de aplicagdo . . . . . . .. .. L oo 101
6.3 Jupyter motebook . . . . . .. ... 103
II METODOS E MODELOS 105
7 Conjuntos de dados 109
8 Importacao e exportacao de dados no R 121
8.1 Importaggo dedados . . . . . . . .. ... Lo 121
8.2 Exportacdodedados . . . . . .. ... 123
8.3 Jupyter notebook . . . . .. ... 124
8.4 Exercicios . . . . . . . .. 124
9 Analise exploratéria de dados 127
9.1 Distribuicao de frequéncias . . . . . .. ... 127
9.2 Estatisticas descritivas . . . . . . . .. .. ... L. 130
9.3 Boxplot . . . . . . e 136



CONTEUDO

xiii

9.4 Jupyter notebook . . . . . ... 138
9.5 Exercicios . . . . . . ... 138

10 Introducgao aos testes de hipo6teses 141
10.1 Exemplo de introdugdo . . . . . . . . . ..o 141
10.2 Teste t para uma média . . . . . . . . ... ... 144
10.3 Testes t para duas médias . . . . . . . . . .. ... ... ...... 148
10.4 Teste t para dados pareados . . . . . . . . .. ... ... ...... 151
10.5 Testes sobre tabelas de contingéncia . . . . . . .. ... ... ... 154
10.6 Intervalos de confianga . . . . . . . . .. ... . oL 160
10.7 Jupyter notebook . . . . . . . ... 163
10.8 Exercicios . . . . . . . . .o 163
11 Covariancia e correlacao 167
11.1 Covariéncia e correlacdo de Pearson . . . . . . . . ... ... ... 167
11.2 Diagramas de dispersd@o . . . . . . . . . . ... oo 169
11.3 Teste da correlacdo . . . . . . . . . . ... 170
11.4 Correlagées nao paramétricas . . . . . . . . . . . . ... 171
11.5 Grafico de draftsman . . . . . . . . Lo 171
11.6 Matrizes de covaridncia e correlacao . . . . . . . . . .. ... .. 172
11.7 Representacao grafica de matrizes de correlagdo . . . . . . . . . .. 173
11.8 Inferéncia em matrizes de correlacdo . . . . . . . . .. .. ... .. 174
11.9 Correlagbes parciais . . . . . . . . .. Lo 180
11.10Jupyter notebook . . . . . . . . ... 182
11.11Exercicios . . . . . o o o o e 182

12 Regressao 185
12.1 Regressao linear simples . . . . . . . . ... ... Lo 185
12.2 Regressao linear mualtipla . . . . . . . .. ..o 194
12.3 Regressdo nao linear . . . . . . .. .. ... oo 203
12.4 Linear Response Plateau . . . . . . . . . . . . .. ... ... .... 208
12.5 Bootstrap na regressao . . . . . . . . ... ..o 210
12.6 Jupyter motebook . . . . . .. .. 213
12.7 Exercicios . . . . . . Lo 214
13 Analise de residuos 217
13.1 Residuos ordindrios . . . . . . . . . . ... 217
13.2 Residuos padronizados . . . . . . . .. ... oo 219

13.3 Residuos estudentizados



ESTATISTICA DECODIFICADA

xiv
13.4 Medidas de influéncia . . . . . ... ... ... ... .. 220
13.5 Andlise grafica . . . . . . . ... 221
13.6 Jupyter notebook . . . . . . . ... o 224
14 Analise de variancia 227
14.1 Nuts and bolts . . . . . . . . . . . . . e 227
14.2 One-way ANOVA . . . . . . . . . e 230
14.3 Teste de homocedasticidade . . . . . . . ... ... ... ... ... 236
14.4 Two-way ANOVA . . . . . . . . 237
14.5 O teste da aditividade . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 239
14.6 A precisao experimental: CV vs. IV . . . . .. .. ... 240
14.7 Outros tipos de decomposi¢do . . . . . . . . . . ... 245
14.8 Comparagao de modelos encaixados . . . . . . . . ... ... ... 252
14.9 Jupyter notebook . . . . . .. ..o 255
14.10Exercicios . . . . . . . o e e e e e 255
15 Comparagoes miultiplas de médias 257
15.1 Teste ¢t para contrastes . . . . . . . . . . ... .. 258
15.2 Teste LSD de Fisher . . . . . . . . . ... ... ... .. ...... 261
15.3 A correcdo de Bonferroni . . . . . . . ... ... ... L. 264
15.4 Teste HSD de Tukey . . . . . . . . . . .. . .. ... ... 265
15.5 Teste SNK . . . . . . . . . e 267
15.6 O critério de Scott-Knott . . . . . . . .. ... ... ... ..., 269
15.7 Erroda familia . . . . .. .. ... ... 269
15.8 Escolhendooteste . . . . . . . ... ... .. ... .. ... 271
15.9 Jupyter notebook . . . . . .. ..o 272
15.10Exercicios . . . . . . . .. e e e e 272
16 Analise de covariancia 275
16.1 Exemplo de aplicacdo . . . . . . . . ... Lo 275
16.2 Experimento de parcelas pareadas . . . . ... ... ... ... .. 278
16.3 Jupyter notebook . . . . . .. . ..o 280
16.4 Exercicio . . . . . . . . . .. 280
17 Experimentos multifatores 281
17.1 Estruturas dos fatores, tipos de efeito e interagdo . . . . . . . . .. 281
17.2 Experimentos fatoriais . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 283
17.3 Fatoriais com tratamentos adicionais . . . . . . ... ... ... .. 290

17.4 Experimentos split plot . . . . . . . .. . ... L. 292



CONTEUDO XV

17.5 Modelo de fatores hierarquicos . . . . . . .. .. .. ... ... .. 298
17.6 Jupyter motebook . . . . . . . ..o 300
17.7 Exercicios . . . . . . . . .. e 300
18 Grupos de experimentos 303
18.1 Critérios de agrupamento . . . . . . . . . .. ... L. 304
18.2 Modelo estatistico . . . . . . . . .. ... o 305
18.3 Exemplo de aplicacdo . . . . . . . ... Lo 308
18.4 Jupyter notebook . . . . . . . . . Lo 310
18.5 Exercicios . . . . . . . . . .. e 310
19 Modelos lineares generalizados 313
19.1 Definigo . . . . . . . . oL 314
19.2 Ajuste . . . . . . 317
19.3 Inferéncia . . . . . . . . . ... e 320
19.4 Exemplo de aplicagdo . . . . . . . . ... oo 326
19.5 SuperdiSpersao . . . . . ... .o 330
19.6 Os MLG e a heterocedasticidade . . . . .. ... ... ... .... 346
19.7 Jupyter notebook . . . . . . ..o 348
19.8 Exercicios . . . . . . .. 348
20 Modelos lineares mistos 351
20.1 Formulacao, estimacao e inferéncia, . . . . . . . ... ... ... .. 352
20.2 Exemplo de aplicagdo . . . . . . . ... 355
20.3 Uma andlise de medidas repetidas . . . . . . . . .. ... ... .. 368
20.4 Um exemplo com varidncia genética . . . . . . ... ... ... .. 375
20.5 Modelo linear generalizado misto . . . . . . . .. ... ... ... 380
20.6 Jupyter notebook . . . . . ... 382
20.7 Exercicios . . . . . .. 382
Referéncias 385
A Pacotes do R 393
B Leitura reduzida 395
C Extra: cena da capa 397

indice Remissivo 399



Capitulo
o

Introducao a probabilidade

Um casal tem dois filhos. Qual é a probabilidade de: O primogénito ser homem?
Os dois filhos serem homens? Pelo menos um dos filhos ser homem? A teoria das
probabilidades nos fornece ferramentas nao sé para responder a tais questoes, mas
também, e provavelmente de forma mais relevante, para a construcdo de modelos
estatisticos relacionados a fendmenos aleatérios de interesse. Por exemplo, um
pesquisador interessado em compreender certo fendomeno bioldgico pode utilizar-
se de modelos probabilisticos para descrever o comportamento dos seus dados
amostrais e, assim, fazer inferéncias, isto é, fazer afirmacoes sobre a populacdo da
qual retirou a amostra.

1.1 Nocoes de conjuntos

Antes de formar o conceito de probabilidade é plausivel fazer uma introdugao a
teoria dos conjuntos.

Um conjunto é uma colecdo bem definida de elementos. Por exemplo: A :
{1,2,3,4}. Entdo 2 C A (o elemento 2 estd contido em A). Um outro conjunto,
B, seria igual ao A se e somente se A C Be B C A.

Seja o conjunto universo. Entdo A C Q e B C Q.

Operagoes basicas com conjuntos

« Complemento: A°= A= {w € Q:w ¢ A} (w ndo ocorre em A)
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e Unido: AUB={weQ:wée Aouwée€ B} (wocorre em pelo menos um

deles)

o Interseccdo: ANB={weQ:weAewe B} (wocorre em ambos)

o Diferenga: A—B=ANB‘={weQ:weAew¢ B} (w ocorre somente
em A)

O Diagrama de Venn é um recurso grafico que pode trazer bastante auxilio
quando das operagdes com conjuntos. A figura 1.1 ilustra cada uma das operagoes
citadas. A regido sombreada representa o conjunto sob exame.

A A°

Q Q
AUB ANB

Q Q
ANB° A°NB

Q Q

Figura 1.1: Diagramas de Venn ilustrando operacoes basicas com conjuntos.

Propriedades dos conjuntos

e Comutativa: AUB=BUA, ANB=BNA
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o Associativa: (AUB)UC = (AUC)U(BUC)=AUBUC, (ANB)NC =
(ANC)N(BNC)=ANBNC

« Distributiva: (AUB)NC = (ANC)U(BNC), (ANB)UC = (AUC)N(BUC)

o Lei de Morgan: (AU B)¢ = (A°N B°), (AN B)¢ = (A°U B°)
Estes resultados podem ser generalizados, da seguinte forma: seja A;
uma sequéncia qualquer de conjuntos em {2, entdao (UP_,A4;)" = N, AS,
(Miy Aq)© = U, AF
Defini¢goes basicas
Conjunto finito
Um conjunto que tem uma quantidade enumeravel de elementos é dito finito.
Por exemplo: num lancamento de uma moeda podemos definir o conjunto A =
{cara, coroa}.
Conjunto infinito
Aquele que nao tem determinado o ntimero de elementos. Por exemplo: langa-
mentos sucessivos de uma moeda até se obter a face cara pela primeira vez.
Particao

Dizemos que os conjuntos Ay, Ag, ..., A, formam uma partigao de €2 se sdo disjuntos
e se sua unido é o préprio €, ou seja, U ;A3 = Qe N A = 0.

1.2 Definicoes fundamentais

Experimento aleatério

Experimento ou ensaio aleatério é aquele em que os resultados nao podem ser
completamente determinados, isto é, podem variar ao acaso, ainda que repetidos
sob condig¢bes idénticas. Alguns exemplos sao:

e Langar um dado nao viciado e observar o valor da face superior
e Langar uma moeda honesta e observar o resultado da face superior

e Registrar a vida 1til em horas de uma lampada
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e Medir a altura em cm de uma planta de milho

o Identificar o sexo dos dois primeiros filhos de um casal

Comumente denotamos o experimento aleatério por E.

Espaco amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis relacionados a um experimento
aleatério. Comumente denotamos o espago amostral por {2 ou por S.

Para os exemplos supracitados, podemos definir os seguintes espacos amostrais:

e S=1{1,2,3 45,6}
o S = {cara, coroa}

o S ={t|t>0}

e S={nh>0}

« S ={MM, FF, MF, FM}

Evento

E qualquer subconjunto do espaco amostral. Frequentemente denotamos eventos
por meio das primeiras letras maitsculas do alfabeto (A, B, C, ...).
Com os espagos amostrais anteriormente descritos, podemos ter (entre outros)

0s eventos:
e A ={6}, B= {um ndmero par}
o A = {cara}, B = {coroa}

o A= {teS|t>1000}, B = {t e S500 <t <1000}, C = {t € S|t <200}

A = {h e Sh>160}, B = {h e S|160 < h < 220}

. A = {FF}, B = {MF}
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Modelo deterministico

O entendimento da definicio de modelo deterministico é fundamental para poder
distingui-lo do modelo estatistico. Como o préprio nome diz, com base num
modelo deterministico, por vezes chamado de modelo matemaético, o resultado
de um experimento realizado sob condi¢bes conhecidas pode ser completamente
determinado, isto é, esse resultado nao varia aleatoriamente. Por exemplo: a
velocidade média de um veiculo pode ser completamente determinada quando
a distancia percorrida bem como o tempo gasto sdo conhecidos; de acordo com
este modelo Vm = A;/A,;. Este é deterministico, uma vez que V'm é unicamente
dependente de Az e Ay.

Modelo estatistico

Diferentemente do modelo deterministico, com o modelo estatistico ou probabilis-
tico ndo é possivel determinar integralmente o resultado final de um experimento
a partir das suas condi¢oes de execugao. H4 um processo aleatério que influencia
este resultado. Entretanto, o comportamento probabilistico do resultado pode ser
determinado.

Por exemplo: suponha que um pesquisador cultive plantas de milho em vaso
e ao final do experimento deseje verificar a altura das plantas. Sabe-se que as
sementes nao possuem variabilidade genética relevante. As condigoes de substrato,
irrigacdo e exposicao ambiental sdo também igualmente controladas. Podemos
notar que, embora estas sejam informagdes importantes, ndo sao ainda capazes de
determinar o resultado final de altura dessas plantas, e muito menos que apresen-
tardo a mesma altura. Perceba que nesta situacdo um modelo deterministico nao é
conhecido, mas um modelo estatistico seria adequado, pois com este o pesquisador
poderia calcular, com certo nivel de confianga, ndo o valor exato da altura de
cada planta, mas sim um intervalo provéavel para uma medida informativa, como
a média das alturas.

1.3 Conceitos de probabilidade

Axiomas de probabilidade

No século XX, Kolmogorov conceituou probabilidade por meio de axiomas, forma-
lizando o conceito de probabilidade. De acordo com sua formulacéo, a cada evento
A de um dado um espago amostral S serd associado um valor real P(A), que se
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refere & probabilidade de ocorréncia do evento A desde que sejam satisfeitas os
seguintes axiomas:

1. P(A)>0 YA€ S
2. P(S)=1

3. Se A e B sao dois eventos de S mutuamente excludentes, entdo P(AU B) =
P(A) + P(B). De forma equivalente, dada uma sequéncia finita de eventos
mutuamente excludentes, Ai, Ao, ..., A,, temos que:

n

P(A1 U As, U..., UAn) = ZP(AZ),
=1

pois P(AZQA]) =0 Vi#j.

Os axiomas, entao, nos fornecem nao modelos para calculos de probabilidade,
mas sim condi¢bes para que estes sejam validos. Os conceitos de probabilidade
que veremos a seguir foram instrumentos para a formulacdo de Kolmogorov.

Probabilidade classica

O conceito classico de probabilidade provém dos estudos de jogos de azar, originado
dos estudos de Fermat e Pascal (século XVII), e cuja formulacao é devida a Laplace
(século XIX).

Considere E um experimento aleatério e S um espaco amostral composto
de n pontos amostrais proveniente desse espaco amostral. A probabilidade de
ocorréncia de um dado evento A € S, P(A), é definida como sendo a razao entre
o nimero de pontos favoraveis, f, a realizacdo de A e o nimero total de pontos
em S:

A probabilidade de nio ocorréncia de A, denotada por A ou A€, pode ser
entao calculada por meio de:

n—f

n

P(A%) =

Por exemplo: considere o experimento aleatério de se observar o sexo de dois
filhos de um mesmo casal. Seja o espago amostral S = {MM,FF,MF,FM}. O
numero de pontos n nesse espaco amostral é de 4. Agora tome A como o evento
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que corresponde & ocorréncia do sexo masculino no primeiro filho. Tem-se assim
que A={MM,MF}, logo

Esse conceito, apesar de simples, pode ser utilizado apenas se os eventos forem
equiprovaveis e o nimero de pontos amostrais, n, for finito.

Probabilidade frequentista

O conceito de probabilidade frequentista, por vezes chamada probabilidade em-
pirica, surgiu através do trabalho de Richard Von Mises. Nesta formulacao
utilizamos a ideia de frequéncia relativa como estimativa de probabilidade, a
partir de repeticoes do experimento aleatorio.

Considere E um experimento aleatério sendo repetido n vezes, com n suficien-
temente grande'. Seja S o espaco amostral referente a este E. Se for observado
um namero m, m < n, de resultados favordveis a um dado evento A de interesse,
entdo uma estimativa de P(A) pode ser obtida por

Por exemplo: se realizarmos o experimento aleatério de jogar uma moeda
honesta, e em n = 50 vezes observarmos o evento A = { face cara} um nimero
m = 23 vezes, entao a estimativa de P(A) seria

23
P(A) = 0= 0,46

Estimativas empiricas de probabilidade sdo, em geral, mais acuradas quando

n aumenta. E chamamos isto de propriedade assintética.

Probabilidade geométrica

Observe a Figura 1.2 e suponha que a probabilidade de selecionar um ponto ao
acaso em A seja proporcional a sua area em relacdo ao plano S no qual esta
inserido, independente da posicdo em que esteja nesse plano.

Entao, o conceito de probabilidade geométrica nos permite definir que

'Embora seja vaga, essa exigéncia deve ser entendida de modo a considerar o estudo confidvel
na pratica, isto é, que tenha representatividade.
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S

Figura 1.2: Tlustrando o conceito de probabilidade geométrica.

1.4 Teoremas basicos

Com o intuito de facilitar os calculos de probabilidade, utilizaremos os teoremas a
seguir.

Teorema 1 Seja ) um conjunto vazio. Temos que P(()) = 0.

Prova. Sabe-se que A= AU = P(AUD) = P(A)+ P(0) + P(AN (). Uma vez
que AN =0, segue que

P(AUD) = P(A)+
P(A) = P(A)+
P@) = P(A)-P(A)=0.
n
Cuidado: P(A) = 0 nao implica em A = ().
Teorema 2 Seja A€ o evento complementar de A. Temos que P(A) = 1— P(A°).

Prova. Sabe-se que, por definigdo, A=S—-A=S5=AUA°= P(AUA°) = 1.
Sabe-e também que P(AU A¢) = P(A) + P(A°) — P(AN A°), mas AN A° = 0,
logo: P(AU A°) = P(A) + P(A°) = P(A)+ P(A°)=1. =

Teorema 3 Sejam A e B dois eventos quaisquer. Temos que P(A N B¢) =
P(A)— P(ANB).

Prova. Sabe-se que A = (AN B°) U (AN B) e, sendo os elementos dessa
unido mutuamente excludentes, temos que P(A) = P(AN B¢) + P(AN B), logo
P(AnB¢)=P(A)—P(ANB). =

Teorema 4 (Teorema da soma de probabilidades) Sejam A e B dois eventos
quaisquer. Temos que P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Teorema 5 Se A C B, entao P(A) < P(B).



CAPITULO 1. INTRODUCAO A PROBABILIDADE 11

1.5 Probabilidade condicional e independéncia esto-
castica

A nocao de eventos independentes e probabilidade condicional é muito importante
em calculos de probabilidade. Dois eventos sdo ditos independentes quando a
ocorréncia de um deles ndo influencia no resultado do outro. Por outro lado,
quando dois eventos sdo dependentes, a probabilidade de ocorréncia de um deles
é afetada pela ocorréncia ou ndo do outro evento.

Por exemplo: considere ainda o experimento aleatério de observar, ao nascer,
o sexo de dois filhos de um mesmo casal. Note que a probabilidade de o segundo
filho ser do sexo masculino (ou feminino) néo é alterada pelo sexo do primeiro
filho. Dizemos entdo que estes sdo eventos probabilistica ou estocasticamente
independentes.

Agora suponha que, a partir de dados amostrais, estimou-se que a probabilidade
de um aluno do curso de estatistica béasica ser aprovado é de 0,75. Agora admita
que se um estudante tiver obtido nota inferior a 2,0 numa de trés provas, entdo a
probabilidade de ser aprovado diminui. Nesse caso dizemos que a probabilidade
de ocorréncia do evento “ser aprovado” é condicionada pela ocorréncia ou nao do
evento “obter nota inferior a 2,0 numa prova”.

Probabilidade condicional

Sejam dois eventos, A e B, num mesmo espac¢o amostral S. A notagdo comu-
mente utilizada P(A|B) pode ser lida como “a probabilidade de A dado B”. Esta
probabilidade condicional é definida por

P(AN B)

P(A|B) = PB) P(B) >0
Ou, analogamente,
P(B|A) = P(]f(z)A), P(A) >0

Note que quando consideramos probabilidades condicionais, como P(A|B),
admtimos que o evento B j& ocorreu (ou é suposto ter ocorrido). Entdo, isso nos
conduz ao célculo da probabilidade do evento A ndo mais em relacdo ao espago
amostral S que contém A e B, mas sim em relagdo a um novo espaco amostral
reduzido, o evento B.
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Assim, considere novamente o exemplo do aluno de estatistica. Definamos o
evento A = {ser aprovado} e o evento B = {obter < 2 numa prova}. Admita
agora que apenas 20% dos alunos que tiram nota inferior a 2,0 numa das provas
conseguem a aprovagao e que P(B) = 0,30. Entéo, qual seria o valor de P(A|B)?

P(ANB) 0,20
P(B) 0,30

P(A|B) = ~ 0,67

Observe que a probabilidade de ser aprovado diminuiu, de 0,75 para 0,67,
devido ao evento B ter ocorrido e de este ndo ser independente de A. Caso fossem
independentes, teriamos que P(A|B) = P(A).

Teoremas especiais

Teorema 6 (Teorema do produto das probabilidades) Sejam dois eventos, A e
B, de um mesmo espagco amostral. Temos que, a partir da regra de probabilidade
condicional,

P(AN B) = P(A|B) x P(B)

Perceba que esse teorema nos conduz a definir formalmente o conceito de
independéncia estocastica, pois se A e B sao independentes, entdo a seguinte
igualdade deve ser verificada:

P(AN B) = P(A) x P(B)

Teorema 7 (Teorema da probabilidade total) Considere que os eventos By, B, ..., B,
formem wma particéo do espaco amostral S. Entdo, para um evento qualquer
A€ S, temos que:

P(A) = P[(ANB;)UP(ANDBy)U..UP(ANBy,)]
P(ANB))+P(ANDBy)+ ..+ P(ANB,)
P(A|B1)P(By) + P(A|By)P(B2) + ... + P(A|B,)P(By,)
= Yic1 P(A[B;)P(B;)

Este teorema pode ser mais facilmente entendido quando analisamos o diagrama
da Venn apresentado na Figura 1.3.

Em algumas situagoes, calcular a probabilidade do referido evento A pode ser
complicado. Neste caso, obter essa probabilidade por meio da soma apresentada
torna-se uma alternativa mais vidavel. Por exemplo: uma determinada empresa
comercializa um produto fabricado apenas por duas agroindustrias locais, A1 e
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ANB, | | ANB, ANB,
\
B B,
B,
ANB,
B, S

Figura 1.3: Diagrama de Venn ilustrando o teorema da probabilidade total.

As, sendo que Ay produz 60% do total. Alguns produtos estao sendo entregues
apresentando baixa qualidade. Em A7 o gerente de producao diz que apenas 10%
de sua produgao apresenta baixa qualidade. Investigando As foi observado que
15% de sua producao apresentou baixa qualidade. Um cliente adquire o produto e
fica interessado em saber qual é a probabilidade de um produto de baixa qualidade
ser comercializado.

Definamos entao o evento B = {produto de baixa qualidade}. Sabemos que
P(A2) = 0,60 = P(A;) = 0,40, pois A; e Ay formam uma particio, e que
P(B|A;) = 0,10, enquanto P(B|A2) = 0,15. Usando o teorema da probabilidade
total,

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2)
= 0,10 x 0,40 + 0, 15 x 0, 60
0,13

Teorema 8 (Teorema da Bayes) Considere os eventos A e B de um mesmo
espaco amostral. Entdo
P(BNnA) P(AB)P(B)

PER="pay = P

Agora usando o teorema da probabilidade total, temos que

P(A|B;)P(B;
P(Bjl4) = PEpLped
P(A|B;)P(B;)

> i1 P(A|Bi)P(By)

Este teorema nos permite calcular a probabilidade a posteriori de um evento
Bj, j = 1,2,...,n, qualquer. Note que, mesmo conhecendo P(Bj;), temos a
possibilidade de atualizar a informacao de B; a partir do evento A.
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Considere o exemplo anterior, das agroindustrias. Imagine agora que o con-
sumidor tenha adquirido um produto de baixa qualidade e deseja saber qual é
a probabilidade de este produto ter sido produzido pela agroindustria A;. Mais
uma vez, perceba que P(A;) é conhecida (0,40), esta é uma probabilidade a
priori. Contudo, a partir do teorema de Bayes, iremos atualizar P(A;) usando a
informacao de que o produto é de baixa qualidade, P(A4;|B). Esta tltima é uma
probabilidade a posteriori. Entao, fagamos

P(B|A1)P(A
P(A1|B) = PEB|A1)P((A|1)—1-)P((B1/)12)P(A2)
P

B|A1)P(A1)
P(B)
0,10x0,40
0.13

~ 0,307

1.6 Exercicios

1. Suponha que o conjunto universo seja formado pelos inteiros positivos de 1 a
10. Sejam A = {2,3,4}, B ={3,4,5}, C = {5,6,7}. Enumere os elementos

dos seguintes conjuntos:
a. A°nNB
b. A°UB
c. (A°n Be)°
d. (An(BNQC)9)e°
e. (An(BUQ))®
2. Suponha que o conjunto universo 2 seja dado por Q = {z|0 < z < 2}. Sejam

os conjuntos A e B definidos da seguinte forma: A = {z|1/2 < x < 1} e
B = {z|1/4 < x < 3/2}. Descreva os seguintes conjuntos:

a. (AuB)©
b. AU B°
c. (AnB)°
d. A°NB
3. Sejam dois eventos, A e B, pertencentes a um mesmo espago amostral, com

P(A) =1/3 e P(B°) = 1/4. Os eventos A e B podem ser mutuamente
excludentes? Explique com base nos axiomas de probabilidade.
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4. Assinale V se a proposicao for totalmente verdadeira e F caso contrario.

a. () Se A e B sao eventos independentes, entdao P(AU B) =
P(A)+ P(B).

b. () Para dois eventos quaisquer, A e B, com P(A) = 1/4, P(B) =1/2
e P(A|B) =1/3, tem-se que P(AN B) =1/8.

c. () Para dois eventos quaisquer, A e B, em que A° e B° sao os
respectivos eventos complementares, tem-se que P(A°NB¢) =1—-P(AUB).

d. ( ) Para dois eventos quaisquer, A e B, entao P(A N B¢) =
P(B) — P(AN B).

e. () Se A e B sao eventos mutuamente excludentes, entdao P(ANB) =
P(A)P(B).

f. () Um espago amostral finito consiste de trés pontos amostrais, s,
so e s3, com probabilidades dadas, respectivamente, por %p, p? e p. Neste
caso, p =0, 5.

g. () A probabilidade de que Jodo resolva um problema é 1/3 e de
que Pedro o resolva é 1/4. Se ambos tentam resolvé-lo independentemente,
a probabilidade de que o problema seja resolvido é de 1/2.

5. Em uma fdbrica de pecas, as mdquinas A, B e C produzem 40, 50 e 10% do
total produzido, respectivamente. Da producao de cada mdaquina, 3, 5 e 2%,
respectivamente, sdo pegas defeituosas. O gerente de producao seleciona, ao
acaso, uma pecga da producao conjunta das trés maquinas. Pede-se:

a. Qual a probabilidade de a peca selecionada ser defeituosa?
b. Sabendo-se que a pega selecionada é defeituosa, qual a probabilidade
de que ela tenha sido produzida pela maquina B?
6. Numa prova hé 7 questoes do tipo verdadeiro/falso. Calcule a probabilidade
de acertarmos todas as questoes se:
a. Escolhermos aleatoriamente as 7 respostas.
b. Escolhermos aleatoriamente as respostas, mas tendo o professor

informado que hé mais respostas verdadeiras do que falsas.

7. Um teste usado em individuos com suspeita de Covid-19 indica resultado
correto em 95% dos casos (resultado + indica dengue e resultado — indica néo
doente). Suponha que em determinada cidade tenha-se 10% dos moradores
infectados com o virus. Calcule a probabilidade condicional...
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10.

11.

12.

a. ...do teste resultar — quando o morador esta infectado.

b. ...de um morador testado estar infectado quando o teste resultar —.

. Sabe-se que a populacao de uma espécie de inseto é formada por 70% de

fémeas e 30% de machos. Sabe-se também que 90% das fémeas e 60% dos
machos sdo estéreis. Calcule:

a. A probabilidade de se amostrar aleatoriamente um inseto ndo estéril
desta espécie.

b. Quantos insetos devem ser amostrados para que se obtenha pelo
menos 5 insetos ndo estéreis.

. Suponha que a probabilidade de uma pessoa ser do tipo sanguineo O é de 0,40,

ser A é de 0,30 e de ser B é 0,20. Admita ainda que a probabilidade de Rh+
é de 0,90 e que o fator Rh independe do tipo sanguineo. Nestas condigoes,
qual é a probabilidade de uma pessoa tomada ao acaso da populacao ser:

a. O+7?
b. AB-?
Se P(A) = 0,3, P(B) = 0,2 e P(ANn B) = 0,1, determine as seguintes
probabilidades:
P(A°)
. P(AU B)
P(4° N B)
. P(AN B°)
e. P(AUB)©
f. P(A°UB)

o

a o

Um certo tipo de motor elétrico falha se ocorrer uma das seguintes situagoes:
a) emperramento dos mancais, b) queima dos enrolamentos, c) desgaste das
escovas. Suponha que o emperramento seja duas vezes mais provavel do
que a queima, esta sendo quatro vezes mais provavel do que o desgaste das
escovas. Admita ainda que tais problemas ndo ocorram simultaneamente.
Qual serd a probabilidade de que a falha seja devida a cada uma dessas
circunstancias?

Trés tipos de bico (B, Bz e Bs) estdo sendo simultaneamente testados para
aplicagao automatizada de herbicidas. A precisdo (probabilidade de acertar
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13.

o alvo) de cada bico é, respectivamente, 0,9, 0,8 e 0,7. Numa passagem do
pulverizador numa certa entrelinha de plantio, qual é a probabilidade de os
alvos serem atingidos?

A deteccao de NCS (nematoide do cisto da soja) por meio de cdmeras
multiespectrais instaladas em drones nao ¢ infalivel. Um sistema detecta
sintomas de NCS, caso haja de fato, com probabilidade 0,9. Se ndo houver
sintoma no campo, o sistema corretamente aponta isso com probabilidade
0,8. Considere que esse sistema de detecgao esta sendo utilizado em uma
propriedade com 10% de incidéncia de NCS.

a. Calcule a probabilidade de um dado talhdo aleatoriamente selecionado
estar realmente infectado se o sistema indicou que estava.

b. Se dois talhdes quaisquer forem sobrevoados e avaliados, qual seria a
probabilidade de errar um dos diagnésticos?
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Respostas

1)a {5} b.{1,3,4,5,6,7,8,9,10}
d. {1,5,6,7,8,9,10}  e. {1,2,5,6,7,8,9,10}

2Qa {z[0<z<1/4} U {x|3/2 <z <2}

3) Nao pois P(A) + P(B) >

4) a b. F c. V d. F e F fv
5) a. 0 039 b. 0,641

6)a. 1/128  b. 1/64

T)a. 0,05  b. 1/172 ~ 0,006

8)a. 0,19  b.n>5/0,19 ~ 26,32

9)a. 0,36  b. 0,01

10)a. 07 b.04 ¢ 01 d 02 e 06
11)a. 8/13  b. 4/13 ¢ 1/13

12) 0,994

13) a. 0,3333 b. 0,3078

c. {2,3,4,5}

g V

f 0,8
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