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A ciência moderna procura representar 
fenômenos que ocorrem na natureza (como o 
crescimento populacional, cinética de reações e 
pêndulo simples) por equações matemáticas, 
especificamente por meio de equações 
diferenciais.  

Este livro de matemática aplicada se propõe a solucionar 
equações diferenciais com exemplos práticos. Procura-se 
compreender diversas ferramentas matemáticas através da 
intuição, sem se ater demasiadamente a demonstrações 
formais de existência e unicidade.
 
Dividido em duas partes, a primeira apresentando soluções 
analíticas para equações diferenciais ordinárias e parciais, 
e a segunda, algumas técnicas numéricas para solução de 
equações diferenciais ordinárias e parciais, este livro é 
destinado a alunos e profissionais das áreas de ciências 
aplicadas, como engenharia, química tecnológica, física 
aplicada, ciências ambientais e biológicas.
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10.3.2 Definir o reśıduo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377
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Conteúdo 13

11.3 Sistema de EDOs de primeira ordem . . . . . . . . . . . . . 433

11.3.1 Motivação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433

11.3.2 Definições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439

11.3.3 Gerando uma biblioteca com exemplos . . . . . . . . 441

11.3.4 Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462

11.4 Sistemas não lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Ciência Moderna procura representar fenômenos que ocorrem na Na-

tureza por equações matemáticas. Um exemplo clássico são as leis de New-

ton para a Mecânica, em particular a segunda lei, que relaciona a força re-

sultante aplicada a um corpo ( ~FR) com a aceleração deste na mesma direção

e sentido ( ~FR = m~a). Algumas dessas equações estão na forma diferencial.

Por exemplo, a própria segunda lei de Newton pode ser representada como

a variação da quantidade de movimento do corpo m~v, passando assim a ser

expressa por ~FR =
d(m~v)

dt
. Outros exemplos de fenômenos que envolvem

equações diferenciais estão presentes na biologia (crescimento populacional),

na qúımica (cinética de reações), na f́ısica (pêndulo simples) e na engenharia

(circuitos elétricos).

Podeŕıamos perguntar: por que a forma diferencial? Porque a derivada

exige que haja uma continuidade dos pontos vizinhos no espaço e no tempo.

Portanto, se as derivadas existem no espaço e no tempo, o sistema varia de

forma cont́ınua.

Quando os fenômenos envolvem movimento, ocorrem taxas que também

são representadas por equações diferenciais. Por exemplo, as conservações

de massa, de quantidade de movimento e de energia possuem uma forma

21
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diferencial e podem ser aplicadas a situações significativamente diferentes:

processos qúımicos, análise ambiental, balanço populacional, dispersão de

poluentes na água e no ar, linhas de fluxo em torno de carros de corrida,

reatores, distribuição de velocidades e temperaturas em equipamentos e

ambiente.

Existe uma forma generalizada de representar esses balanços, que é atra-

vés de uma propriedade Φ genérica:

∂Φ

∂t︸︷︷︸
acúmulo

+ vx
∂Φ

∂x︸ ︷︷ ︸
advectivo

= D
∂2Φ

∂x2︸ ︷︷ ︸
difusivo

+ RΦ︸︷︷︸
fonte

(1.1)

O primeiro termo do lado esquerdo da igualdade representa a variação

da propriedade com o tempo; trata-se, portanto, do termo de acúmulo ou

transiente. O segundo termo do lado esquerdo é a contribuição advectiva,

que rege a variação de uma propriedade devido à movimentação do fluido. O

primeiro termo do lado direito da igualdade é o termo difusivo, responsável

pelo transporte molecular e o segundo termo do lado direito é o termo fonte,

que se refere ao consumo ou geração da propriedade Φ.

A equação matemática final do modelo depende da especificidade do

fenômeno f́ısico que se deseja representar/avaliar. Por exemplo, se o objetivo

for avaliar a concentração C de uma espécie qúımica com o tempo, sem

considerar variações ao longo do espaço, a equação geral é reduzida aos

termos de acúmulo e fonte:

dC

dt
= RC (1.2)

O que acaba por gerar uma equação diferencial ordinária com problema

de valor inicial (EDO-PVI).

Por outro lado, para se avaliar somente a difusão de calor por transporte

molecular em uma barra metálica para um perfil inicial de temperatura
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previamente estabelecido, a equação final fica:

D
d2T

dx2
= Rq (1.3)

que é uma equação diferencial ordinária de segunda ordem com problema

de condição de contorno (EDO-PCC).

Também é posśıvel obter as variações da temperatura ao longo do tempo

do mesmo processo difusivo, gerando a equação:

∂T

∂t
= D

∂2T

∂x2
+Rq (1.4)

que é uma equação diferencial parcial (EDP), do tipo parabólica.

Como resultado dessa reflexão inicial é posśıvel concluir que as equações

diferenciais, em suas diversas formas, estão intensamente presentes em fenô-

menos na Natureza. Neste livro são avaliadas diversas técnicas de solução

de equações diferenciais. No entanto, diferentemente de outras publicações

do gênero, a ideia central deste livro é focar na solução sem se ater dema-

siadamente a demonstrações formais de existência e unicidade. É um livro

de matemática aplicada com exemplos práticos. Esta é a ideia intuitiva que

permeia todo o livro.

Para levar adiante essa estratégia, o livro está dividido em doze caṕıtulos,

distribúıdos em duas partes. A primeira parte apresenta soluções anaĺıticas

para equações diferenciais ordinárias e parciais. Na segunda parte, são apre-

sentadas algumas técnicas numéricas para solução de equações diferenciais

ordinárias e parciais.

No presente Caṕıtulo 1, está a Introdução, que resume o que está apre-

sentado no livro. O Caṕıtulo 2 coloca conceitos fundamentais que estão

presentes em todo o livro, como o processo de progresso conceitual, para
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gerar modelos matemáticos, e os erros que são inseridos ao longo desta

construção.

No Caṕıtulo 3 são discutidos os objetos de análise do livro, as equações

diferenciais. Primeiro, são gerados os balanços generalizados de massa em

coordenadas retangulares e, depois, em coordenadas ciĺındricas.

As soluções anaĺıticas de EDOs são tema dos Caṕıtulos 4 e 5. O ponto de

partida deste item são as EDOs de primeira ordem. Depois, são resolvidas

as EDOs de ordem superior com coeficientes constantes. Em seguida, a não

homogeneidade é considerada e, finalmente, no Caṕıtulo 5 são resolvidas as

EDOs com coeficientes variáveis.

O Caṕıtulo 6 trata da solução anaĺıtica de equações diferenciais parciais

por método de separação de variáveis. Primeiro, a técnica é aplicada para

problema em coordenadas retangulares, para, depois, se ater à geometria

ciĺındrica, o que requer o conceito de ortogonalidade das funções de Bessel.

Outra técnica anaĺıtica para EDP é apresentada no Caṕıtulo 7, a solução

por similaridade ou por agrupamento de variáveis. Essa solução aparece

para resolver condições de contorno no infinito.

Já no Caṕıtulo 8 são introduzidos métodos numéricos para a solução de

EDO com problema de valor inicial (PVI). A análise se inicia com o método

de Euler, passando pelo método de Runge-Kutta, métodos de passos múl-

tiplos e, por fim, pelo método BDF, o método da diferenciação regressiva.

O método das diferenças finitas é tratado no Caṕıtulo 9. O método é

aplicado à solução de EDO com problema de condições de contorno (PCC).

Para isso, são colocados conceitos como convergência e estabilidade. Uma

extensão natural do método levou a solução de equações diferencias parciais

pela mesma técnica, as diferenças finitas.

Outra forma de resolver equações diferenciais se dá por aproximações
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funcionais, ou seja, adota-se um forma funcional, por exemplo, a função

linear y(x)=ax+b, e os parâmetros a e b são determinados de forma a

minimizar o erro associado a essa aproximação. Esta técnica é introduzida

no Caṕıtulo 10, junto com sua aplicação mais nobre, que é a abordagem por

colocação ortogonal.

No Caṕıtulo 11 está apresentada uma ideia diferente de todo o resto do

livro, que é tirar informações sobre a solução sem efetivamente resolver a

equação. São as técnicas qualitativas e geométricas de avaliar EDOs. O

foco principal é em sistemas lineares, em que os pontos de sela, nós, centro

e espiral são apresentados.

O livro é conclúıdo com uma introdução à solução de equações diferen-

ciais estocásticas. Para isso, no Caṕıtulo 12, é aplicada a análise e solução

de equações diferenciais utilizando as trajetórias amostrais em tempos dis-

cretos, como acontece no movimento browniano do pólen na superf́ıcie da

água.

Espero que vocês gostem do livro! Todos os tópicos já foram apresenta-

dos em outros publicações, inclusive clássicos. No entanto, diferentemente

do que ocorre com aquelas produções, este livro se estrutura a partir da

compilação de informações, reflexões e estratégias vividas ao longo da nossa

carreira como professor. Por isso, o processo resultou em uma visão pessoal

para o tópico. Iniciado no passado com a bibliografia, provavelmente com-

posta pelos livros usados ao longo de nossa formação. Passando ao presente,

que é própria a elaboração do livro, mas também o futuro, quando inserimos

tópicos que fazem parte da nossa pesquisa ou do que achamos que será o

futuro. Boa viagem!



Caṕıtulo 2

Modelagem e simulação

Ao final deste caṕıtulo você estará apto a:

• compreender a sistemática da geração de um mo-

delo matemático;

• reconhecer os erros inseridos nesse processo;

• aplicar procedimentos que sejam capazes de reme-

diar esses erros.

2.1 Modelagem e simulação

As equações diferenciais resolvidas neste livro são resultado de um pro-

cesso voltado para a geração de modelo, que neste caso é um modelo mate-

mático. Aris [2] define o conceito de modelo matemático como:

Def.: Modelo matemático é o conjunto consistente e completo de equa-

ções matemáticas que se espera corresponder à outra entidade (protótipo).
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O processo de construção de um modelo segue uma sequência de etapas

que é a mesma usada na construção de uma teoria cient́ıfica. Esta lógica

está sintetizada na Figura 2.1.

Figura 2.1 Progresso conceitual.

Primeiro deve-se observar a Natureza, como esta se comporta e como

são as relações de causa e efeito. Por exemplo, a maçã que cai da árvore

segue um padrão? Na movimentação de fluidos o fluxo pode ser laminar ou

turbulento.

A partir dessas informações, é posśıvel gerar um conjunto de hipóteses.

Isso posto, é chegada a hora de fazer uso das equações fundamentais, os

balanços de propriedades, as equações constitutivas, as equações de estado

etc. Por exemplo, após observar sucessivos eventos, é posśıvel observar que

a maçã cai sempre com a mesma aceleração. Essa constatação, associada

a métodos tradicionais de tratamento de propriedades, gera uma equação

matemática simples para descrever a forma de ação da força peso:
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~P = m~g (2.1)

Até este ponto é o que chamamos de modelagem, ou seja, o processo de

construção de um modelo, que gera uma equação ou conjunto de equações

matemáticas que devem ser resolvidas! Para ir adiante é necessário fazer

uso da matemática fundamental. Para tanto, utilizamos soluções de equa-

ções algébricas ou de sistemas de equações diferenciais, que são aplicadas

a todos os ramos da ciência. É o que chamamos de simulação. A partir

dáı, estamos aptos a gerar gráficos, variar parâmetros para ver como se

comporta o modelo e encontrar máximos ou mı́nimos, analisar resultados.

Missão cumprida? Ainda não! É necessário continuar caminhando ao longo

do progresso conceitual.

Surge, então a grande pergunta: o modelo é bom? Diz a metodologia

cient́ıfica tradicional que o modelo deve explicar um conjunto de dados ex-

perimentais. Aqui a teoria cient́ıfica se separa do processo de construção

de um modelo para a engenharia. Os cientistas começam a elaborar ex-

perimentos para verificar se o modelo consegue explicá-los. É uma procura

frenética por situações que tragam dificuldades para o modelo. Só após uma

sequência exaustiva de testes é que se pode considerar que a teoria cient́ıfica

foi aceita.

A etapa do planejamento para a obtenção de um modelo em Ciências

Naturais procura, primeiro, identificar quais parâmetros são mais significa-

tivos; ou seja, aqueles que geram mudanças percept́ıveis nas respostas. Após

isso, faz-se um planejamento de experimentos, em que se variam determi-

nados dados, em certas quantidades e em faixas definidas. São técnicas que

acabam por gerar resultados mais confiáveis.

Um exemplo interessante de se fazer isso é por meio de um planeja-

mento fatorial de experimentos. São considerados dois ńıveis para cada
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variável, um alto e um baixo, por exemplo, temperaturas de 40 e 50 ◦C.

Então são feitas todas as associações posśıveis de ńıveis de todas as va-

riáveis, temperatura, pressão, concentração etc. Agora um plano aleatório

deve ser elaborado; ou seja, não se deve seguir uma sequência, e sim um

conjunto aleatório de experimentos. Desse planejamento são obtidos resul-

tados com significado estat́ıstico [1]. O que isso quer dizer? Que você vai

realizar um número menor de experimentos, mas estes atendem a condi-

ções previamente estabelecidas pela estat́ıstica e, por isso, são considerados

formalmente confiáveis. Portanto, longos conjuntos de dados, por exemplo,

variar temperatura de 10 em 10 ◦C, pode ser extenso e não resultar em um

conjunto experimental consistente.

Agora temos dois conjuntos de dados: os experimentais, que são os pon-

tos, e as simulações, que são as linhas – ver Figura 2.2. Uma comparação

visual simples pode ser feita. Poucas vezes é posśıvel concluir algo com

muita certeza a partir desta comparação qualitativa. De uma forma geral,

não é posśıvel concluir sem dúvida que o modelo representa bem os da-

dos experimentais. Uma sáıda elegante para resolver a questão é recorrer à

estat́ıstica de novo. Os testes de aderência 1 são bastante uteis nesta etapa.

Após terem sido cumpridas todas essas etapas, já é posśıvel responder à

pergunta principal: o modelo representa os dados experimentais? O modelo

foi validado? Se a resposta for sim, ótimo, missão cumprida! Se a resposta

for não, dá-se ińıcio ao longo processo de encontrar erros ou falhas. De uma

forma geral, quem elaborou o modelo tem bastante orgulho dele, confia ce-

gamente e pode até dizer que os dados experimentais estão incorretos. Um

passo mais sensato é retornar às soluções matemáticas e reavaliar se o mé-

todo matemático usado foi adequado ou se não há nenhum erro grosseiro.

Finalmente, as hipóteses adotadas são revistas. Se foi adotada uma hipó-

1Os testes de aderência consistem em testar a adequabilidade de um modelo matemá-

tico a um conjunto de dados, por exemplo, teste χ2.



Modelagem e simulação 31

0 1 2 3 4 5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

x

 modelo
 experimentos

Figura 2.2 Comparando modelo e dados experimentais.

tese inadequada, nenhum método matemático será eficiente, por mais que

a ferramenta seja elaborada. Por exemplo, o fluxo observado é turbulento e

não laminar. Dáı, reavaliamos as hipóteses, retornamos às equações funda-

mentais e geramos um modelo melhorado. Tempo perdido? Claro que não!

Passamos a entender melhor o fenômeno que está sendo estudado. Por isso

o fluxograma é chamado de progresso conceitual [2]. Em vista disso uma

representação é feita por uma figura em espiral, não um organograma linear,

porque caminhou-se na direção da compreensão do fenômeno de interesse.

Diversos outros aspectos poderiam ser adicionados ao conteúdo que aca-

bamos de discutir. Vou acrescentar dois deles. A revisão de ideias e o desen-

volvimento do modelo não caminham necessariamente na direção da maior

complexidade ou no aumento do número de parâmetros. O modelo deve re-

presentar os dados experimentais e explicar comportamentos que se desejem

dele. Deve fazer previsões adequadamente, indicar máximos, mı́nimos, ou

singularidades. Mas não apresenta necessariamente maior complexidade. O

prinćıpio de Ocam indica que: o modelo deve ser o mais simples posśıvel!

Mas, é claro, e como disse antes, este deve explicar os dados experimentais

e o comportamento que está sendo estudado.
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A modelagem e simulação envolve uma teoria muito maior que a apre-

sentada aqui. Por exemplo, o conceito de paradigma, discutido amplamente

por Thomas Kuhn [3]. Outro exemplo é a própria teoria do conhecimento

que engloba a origem (epistemologia), a essência e as espécies de conheci-

mento, além do critério da verdade.

2.2 Erros

Ao percorrer o progresso conceitual podem ocorrer três tipos de erros.

São estes:

• inerente;

• de truncamento;

• de arrendondamento.

O erro inerente é inserido nas primeiras etapas da geração do modelo. As

primeiras hipóteses adotadas podem não ser as mais adequadas. Por exem-

plo, foi considerado que o gás segue a lei dos gases ideias, mas este desvia

desse comportamento. Também são os erros inseridos pelas equações funda-

mentais, que também adotam simplificações. Mais ainda, erros oriundos da

medição de parâmetros, das condições de contorno ou das condições iniciais.

Em um estudo cinético, as constantes cinéticas carregam imprecisões. As

concentrações iniciais de reagente também podem ter incertezas.

São três os procedimentos usuais para reduzir, minimizar ou até erradicar

o erro inerente.

Remédios para o erro inerente:

• reavaliar hipóteses;
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• considerar mais termos das equações fundamentais;

• obter parâmetros mais precisos.

O erro de truncamento está associado com o truncamento da série de

Taylor. Portanto, está relacionado com o método numérico. Ao longo deste

livro, o ponto de partida para diversos métodos numéricos é a série de

Taylor, dada por:

f(x) = f(x0)+(x−x0)
f ′(x0)

1!
+(x−x0)2f

′′(x0)

2!
+(x−x0)3f

′′′(x0)

3!
+. . . (2.2)

A série de Taylor é composta por infinitos termos e exige que a fun-

ção f(x) seja infinitamente derivável. Em um cálculo real, o que se faz é

TRUNCAR a série em algum ponto, por exemplo:

f(x) = f(x0) + (x− x0)
f ′(x0)

1!
(2.3)

Assim, ao se isolar a derivada, obtém-se uma aproximação para esta, do

tipo:

f ′(x0) =
f(x)− f(x0)

(x− x0)
(2.4)

Essa equação é uma fórmula diferença, que pode ser usada em diferenças

finitas ou para gerar a fórmula de Euler expĺıcita. Contudo, o truncamento

gera um erro local, que pode ser calculado pela forma de Lagrange:

Rn+1 = (x− x0)(n+1) f
n+1(ξ)

(n+ 1)!
(2.5)
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sendo Rn+1 o erro de truncamento associado ao método numérico para a

expansão de Taylor até a derivada n+1 da Equação 2.2. ξ é um valor entre

x e x0, ξ ∈ [x, x0].

A redução do erro de truncamento pode ocorrer a partir da aplicação

dos seguintes procedimentos:

remédios para o erro de truncamento:

• reduzir o tamanho de passo: h=(x-x0);

• aumentar o número de termos da série.

O erro de arredondamento é a soma de incertezas relacionadas com a

forma que o computador, ou a máquina de cálculo, representa os números.

Todos já ouvimos de falar de bits. É mais fácil para o computador ver

um apagado ou aceso, ou seja, 0 ou 1. Os números que vamos manipular

em nossos cálculos são representados por sequências de zeros ou uns e isso

insere erro, porque um número na base decimal tem de ser transformado

em um número na base binária. O problema é que, após muitas interações

numéricas, esses erros podem prevalecer e acabar por levar a uma divergên-

cia do processo numérico. Os primeiros computadores usavam um número

menor de bits para representar os números, e isso era mais percept́ıvel [4].

A grande capacidade computacional de hoje permite a utilização de mais

bits; são os reais com dupla precisão, que tornam a ocorrência desse erro

muito menos provável.

remédio para o erro de arredondamento:

• utilizar tipos com precisão dupla nos cálculos.

Toda esta discussão sugere que a manipulação de modelos seja impos-

śıvel. Mas não é! O que se faz, na prática, é tomar a frente dos processos
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iterativos impondo um erro prático. Escolhemos uma tolerância (tol) e de-

senvolvemos o processo iterativo até que a diferença entre iterações seja

menor que esse valor. Por exemplo, para processos que se desenvolvem a

partir de etapas sucessivas, deve-se comparar a interação xi com a posterior

xi+1. O erro absoluto é definido como

erroabsoluto = |xi+1 − xi| (2.6)

Para números com menores ordens de grandeza, como 10−3, 10−4, é mais

interessante utilizar erro relativo:

errorelativo =
∣∣∣(xi+1 − xi)

xi+1

∣∣∣ (2.7)

Basta agora realizar seus cálculos até que o processo alcance determinada

tolerância, provavelmente valores diferentes para cada um dos erros:

|xi+1 − xi| ≤ tol1 e
∣∣∣(xi+1 − xi)

xi+1

∣∣∣ ≤ tol2 (2.8)

A escolha da tolerância deve levar em conta a precisão do resultado e

o tempo computacional necessário para alcançá-lo. Ao escolher um valor

preciso, por exemplo, tolerância igual a 10−8, o computador deverá executar

um número maior de iterações. Portanto, essa escolha é um cobertor curto:

ao cobrir os pés, o dorso fica de fora e, ao cobrir o dorso, os pés ficam de fora.

São situações conflitantes em que se deve fazer uma escolha, havendo ganho

por um lado, mas perda por outro. A maior precisão vem acompanhada de

maior tempo computacional.

exemplo: uma estimativa para e10 é o valor de 22000. Quais são os

erros relativo e absoluto desta estimação?

solução: erro absoluto = |e10 − 22000| = 26
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erro relativo =
∣∣∣ e10−22000

e10

∣∣∣ = 0, 001042 → 0, 104%

Observe que um erro absoluto igual a 26 poderia induzir que é um erro

elevado. Contudo, o erro relativo igual a 0, 104% indica que é uma estimativa

aceitável.

exemplo: o processo de encontrar uma raiz de uma equação não linear

por iterações sucessivas, ou iteração linear, é um exemplo de processo ite-

rativo. Calculemos o valor x, que é igual a sua exponencial negativa, ou

seja, x = e−x. Esta é uma equação transcendental, porque apresenta como

solução numérica um valor numérico irracional. Quais são os erros relativo

e absoluto dessa estimação?

solução: a equação sugere um caminho xi+1 = e−xi , ou seja, faz-se uma

estimativa inicial x0, calcula-se x1 a partir da equação e, se a diferença for

menor que uma tolerância, considera-se que o valor estimado foi encontrado.

Um pseudocódigo para essa sequência é:

1. Entrar com a estimativa inicial x1 e tolerância tol

2. Iniciar loop com i=1; x2 = e−x1

3. Fazer até que o módulo de (xi+1 − xi) < tol

(a) Calcular xi+1 = e−xi

(b) Calcular |xi+1 − xi|

(c) Calcular
∣∣∣ (xi+1−xi)

xi+1

(d) Atualizar i = i+1

4. Fim do loop

5. Fazer raiz=xi+1
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O pseudocódigo é a sequência lógica para resolver o problema, que pode

ser transformado em qualquer código, Matlab, C, Fortran ou Python. Um

código em Fortran90 está no Apêndice A. Os resultados estão na Tabela

2.1.

Tabela 2.1 Erros para x = e−x

est. inicial iterações raiz estimada erro absoluto relativo

1,0 22 0,56715 0,55954E-05 0,98659E-05

0,5 19 0,56714 0,39604E-05 0,69830E-05

0,1 22 0,56715 0,55954E-05 0,98659E-05

0,01 23 0,56714 0,38553E-05 0,67977E-05

2.3 Acurácia e precisão

Acurácia e precisão são conceitos frequentes em soluções de EDOs. Va-

mos seguir aqui as definições dadas por Higham ([5]).

A acurácia está relacionada com o erro absoluto ou o erro relativo.

A precisão é a acurácia com que se realizam as operações aritméticas

básicas +,−,× e ÷.

2.4 Softwares

Existem muitas ferramentas computacionais dispońıveis para cálculos

numéricos, alguns softwares proprietários e outros opensource. Os proprie-

tários são bastante amigáveis, com diversos exemplos e um help completo,
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mas há um custo monetário. Os softwares abertos são gratuitos, mas não

são tão amigáveis. Contudo, seguem a lógica de software aberto pela qual se

dá uma intensa troca de informações em grupos de discussão. Essa interação

acaba por reduzir o grau de complexidade de tais ferramentas.

As linguagens matemáticas são as ferramentas mais adequadas para cál-

culos intensos, ou seja, para processamentos que duram semanas em má-

quinas mais potentes. Podemos citar o Fortran, nas versões mais modernas

Fortran95, 2003 e 2007; o C, C++ e C]; o Python é uma opção bastante

interessante.

É posśıvel obter diversas soluções já prontas na internet. Um repositório

extenso, composto por diversos programas em diversas linguagens, é o netlib,

que pode ser acessado no endereço:

http://www.netlib.org/

Bibliotecas tradicionais, como a IMSL, NAG ou a Numerical Recipes,

fazem parte de algumas linguagens ou podem ser acessadas diretamente,

por meio dos seguintes endereços:

• http://www.roguewave.com/products-services/

imsl-numerical-libraries;

• https://www.nag.co.uk/content/nag-library;

• http://numerical.recipes/.

2.5 Problemas

1. Defina os três erros que são inseridos ao longo do progresso conceitual

e em que etapas são inseridos.
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2. Avaliar o erro absoluto e relativo da aproximação de números irraci-

onais por frações:

(a) x = π e y=22/7

R. eabsoluto=0,0012645 erelativo=0,0004025

(b) x = π e y=355/113

R. eabsoluto=0,0000003 erelativo = 8, 491 10−8

(c)
√

2 e y=99/70

R. eabsoluto=0,0000722 erelativo=0,000051

(d)
√

2 e y=17/12

R. eabsoluto=0,0024531 erelativo=0,0017346

(e) x=e 2 e y = (1 + 1/n)n, para n=1,2,3. . .

Tabela 2.2 Erros para a série do número de Euler = 2,718282

número de termos valor de e erro absoluto erro relativo

1 2,000000 0,7182817 0,2642411

10 2,593743 0,1245387 4,5815215E-02

50 2,691586 2,6696205E-02 9,8209856E-03

100 2.704811 1,3470411E-02 4,9554873E-03

500 2,715534 2,7480125E-03 1,0109374E-03

1000 2,717051 1,2309551E-03 4,5284309E-04

2Número de Euler ou neperiano
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3. Elabore um programa em linguagem de sua preferência para verificar

o erro de arredondamento, fazendo a soma 10.000 vezes de 0,0001, por

exemplo.
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