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Capítulo 1

Introdução

Sabe-se que os fenômenos que envolvem uma evolução em relação ao tempo são
denominados sistemas dinâmicos. Geralmente, esses sistemas são expressos por
um conjunto de equações diferenciais parciais, com condições de contorno e con-
dições iniciais no tempo bem definidas, obtidas via princípio variacional de Ha-
milton.

Essencialmente, esse princípio reduz a formulação do sistema dinâmico em
duas quantidades escalares. A primeira é a energia cinética (Ec) e a segunda
é o trabalho realizado (W ) (que pode ser conservativo ou não conservativo),
sendo ambas invariantes sob as transformações de coordenadas generalizadas. As
equações diferenciais obtidas para descrever os fenômenos dinâmicos podem ser
discretizadas no espaço, produzindo um conjunto de equações diferenciais ordi-
nárias (EDO). Esse novo conjunto de EDO é resolvido na dimensão do tempo,
podendo possuir ou não resolução analítica. Assim, um modo de resolução é uti-
lizando algoritmos apropriados de integração numérica. Alguns exemplos desses
algoritmos são o método de Euler, o método de Runge-Kutta etc.

Os problemas que são descritos pelas EDO de movimento podem conter n
graus de liberdade e são expressos da seguinte forma:

dx

dt
= h(x(t); t) + f(x(t)) + g(t) (1.1)

x(t) ∈ <2n

em que f é o vetor de forças internas (elétricas, magnéticas etc.) e g(t) é um
vetor de carregamentos externos. Assim, se g = 0 o sistema é dito autônomo,

11
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e se g 6= 0 o sistema é não autônomo. Outra classificação envolve o cálculo do
divergente da função h, que permite classificar os sistemas como conservativo ou
dissipativo.1

É importante ressaltar que a resolução de problemas nas mais diversas áreas
da ciência, independentemente da sua especialidade, é definida pelas suas ca-
racterísticas interdisciplinares, por meio de uma cooperação sistemática entre as
partes: teórica (qualitativa) e experimental (quantitativa).

Entretanto, deve-se prevenir os cientistas, independentemente de suas áreas
de atuação, sobre as limitações das análises lineares, pois a descrição de fenôme-
nos naturais ou tecnológicos possui uma extrema complexidade em virtude das
inúmeras variáveis que os descrevem. Um exemplo são as análises de sistemas
dinâmicos estruturais de uma plataforma de petróleo que é submetida ao impacto
de ondas marítimas, que seguem uma não linearidade no seu movimento.

Outros aspectos das não linearidades podem ser de origem elástica, inercial
ou dissipativa e, geralmente, são aproximados por polinômios que contêm termos
quadráticos ou de ordens superiores. Ressalta-se que, em estruturas sujeitas a
grandes deslocamentos e pequenas deformações, geralmente apenas os efeitos da
não linearidade geométrica são considerados. Um entendimento dessas caracterís-
ticas dinâmicas é essencial para projetos de controle, que possibilitam analisar o
tratamento das equações diferenciais não lineares, a fim de obter um sistema cujas
amplitudes e fases dos modos vibracionais possuam deslocamentos desejados. Ou
seja, determinar um processo no qual o sistema possua amplitudes vibracionais
aceitáveis para não comprometer a estrutura. Por exemplo, as vibrações de uma
ponte, que quando não controladas podem comprometer a sua estrutura e causar
rompimento.

Assim, é importante saber sobre o uso adequado das ferramentas que pos-
sam servir para analisar os sistemas dinâmicos não lineares. No entanto, antes
de efetuar tais análises, recomenda-se pesquisar as condições de equilíbrio do
sistema, identificando os modos e as frequências naturais e verificando a exis-
tência de ressonâncias internas e/ou externas, grandes deslocamentos, múltiplas
soluções, pontos de bifurcação (em que a resposta sofre mudanças bruscas qua-
litativamente), respostas com períodos diferentes ao da excitação, sensibilidade

1A Equação (1.2) possibilita analisar a topologia da estrutura estudada por meio do mapa
de Poincaré, que está associado ao retrato de fase gerado pelas equações.
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às condições iniciais, ressonâncias super- e sub-harmônicas, que são alguns dos
fenômenos presentes em sistemas não lineares.

No entanto, a não linearidade dos sistemas dinâmicos gera alguns comporta-
mentos interessantes, como o denominado comportamento caótico. As condições
necessárias para a existência de movimento caótico são: o sistema deve ter pelo
menos três variáveis dinâmicas independentes; e as equações diferenciais do mo-
vimento devem conter um termo não linear que acople várias variáveis. Ou seja,
a dinâmica do sistema torna-se caótica, sendo um fenômeno que obedece a leis
determinísticas, mas cujo comportamento é imprevisível.

Sabe-se que, para modelos determinísticos, condições iniciais idênticas levam a
resultados idênticos, no entanto, em sistemas que apresentam um comportamento
caótico isso não acontece. Uma possível explicação é considerar o determinismo
no sentido forte da palavra, dessa maneira, as condições iniciais quase idênti-
cas levariam a resultados quase idênticos. Por outro lado, em um sistema com
comportamento caótico, o estado atual torna-se totalmente imprevisível após um
determinado tempo.

Com o passar dos anos, perguntou-se: como controlar o caos? Dessa forma,
desenvolveram-se técnicas de eliminação do comportamento caótico do sistema
dinâmico não linear a partir da introdução de um comportamento como se fosse
periódico, isto é, técnicas que alteram o movimento do sistema dinâmico caótico
para um sistema dinâmico periódico. Essas mudanças na trajetória de um sistema
dinâmico caótico podem ser induzidas por pequenas perturbações, em virtude
de a não linearidade nesses sistemas apresentar dependência com as condições
iniciais. Assim, sem alterar a dinâmica do sistema, pode-se fazê-lo se comportar
de maneiras distintas. Por outro lado, grandes perturbações que modifiquem a
dinâmica do sistema alterarão substancialmente a trajetória original. Entretanto,
em algumas situações, essas mudanças pode ser extremamente vantajosas, pois
possibilitam que o sistema dinâmico caótico recaia o mais rápido possível para
um determinado estado.

Ressalta-se que os sistemas dinâmicos caóticos são mais flexíveis, em virtude
da extrema facilidade de modificar a sua trajetória. Entre outras características,
apresentam grande sensibilidade às perturbações nas suas condições iniciais ou
nos seus parâmetros de controle. Isso significa que, muitas vezes, não basta dispor
de uma ferramenta adequada para a sua análise, como um programa de computa-
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dor avançado, é necessário que seu usuário investigue com critério as diversas res-
postas quando as condições iniciais ou os parâmetros de controle são perturbados.
Em outras palavras, é necessário investigar a estabilidade topológico-estrutural do
sistema em questão. Além disso, os métodos numéricos utilizados são incondici-
onalmente estáveis para a integração de sistemas dinâmicos lineares, no entanto,
quando aplicados aos sistemas não lineares, podem perder a estabilidade.

Além dos fatos apresentados, sabe-se que caos pode ser desejado ou inde-
sejado, dependendo da aplicação de interesse. Por exemplo, em problemas de
combustão, caos poderá ser desejável, pois o aumento da mistura de ar e de com-
bustível poderá levar a um melhor desempenho da máquina em operação. Por
outro lado, em aplicações de aerodinâmica ou de hidrodinâmica, caos gera tur-
bulência e é indesejável, pois o aumento do arrasto dos veículos poderá elevar
os custos operacionais. Em mecânica estrutural, caos poderá levar a operações
irregulares e falhas por fadiga. Assim, o fenômeno caótico poderá ser restringido
aos domínios de operação de muitos instrumentos eletrônicos e mecânicos.

Portanto, devemos diagnosticar o comportamento caótico desses sistemas para
determinar as regiões em que um determinado grupo de parâmetros possui o
comportamento caótico e, assim, aplicar técnicas de controle que tornarão seu
comportamento periódico. Um exemplo dos métodos que utilizamos para diag-
nosticar esse comportamento é o diagrama de bifurcações, que mostra a dupli-
cação de períodos e, consequentemente, a transição para o caos. Outra análise
importante para a dinâmica caótica do sistema é o cálculo do espectro de Lya-
punov, que, se for positivo, indica dependência sensitiva às condições iniciais e,
portanto, comportamento caótico.

Vários trabalhos vêm sendo desenvolvidos por diversos autores neste campo
de dinâmica não linear e caos, e tem-se observado um grande desenvolvimento
nesta área do conhecimento. Vale a pena ressaltar que a ocorrência desses fenô-
menos em sistemas não lineares é visualizada mais facilmente quando uma análise
paramétrica é realizada, pois isso possibilita a determinação de parâmetros que
servirão como controle do sistema, geralmente adotando-se a amplitude ou a
frequência de excitação como parâmetros de controle. Os demais parâmetros do
sistema dinâmico são mantidos constantes, enquanto o parâmetro de controle é
lentamente modificado. Isso fornece ao projetista um completo entendimento do
que pode ocorrer com o sistema quando se varia determinado parâmetro. Se



Introdução 15

algumas propriedades do sistema forem utilizadas como parâmetros de controle,
pode-se encontrar uma faixa segura em que a excitação, ao variar, não provocará
uma resposta caótica ou com grandes deslocamentos.

Assim, essa análise paramétrica busca revelar a faixa de valores de determina-
dos parâmetros do sistema que apresenta vibrações com amplitude excessiva ou
sensibilidade às condições iniciais. De um modo bastante geral, obter a solução
do sistema dinâmico é de suma importância, pois se verifica para quais valores
dos parâmetros essa solução é estável ou não.2

Seguindo essa linha de raciocínio, para um sistema modelado por meio de
EDO não lineares dificilmente será possível obter uma solução exata, ou analí-
tica. Geralmente, a única forma de obter as soluções é por meio de métodos
numéricos, nos quais apenas respostas estáveis são obtidas, e algoritmos especi-
ais devem ser usados para obter as trajetórias instáveis. Também, pode-se dizer
que existem vários métodos aproximados para resolver equações não lineares que
resultam em soluções analíticas aproximadas. Ressalta-se que, dispondo de uma
solução analítica, a análise paramétrica torna-se mais simples e rápida. Dentre os
métodos conhecidos para essas soluções aproximadas, destacam-se os de pertur-
bações (balanço harmônico, método da média e método das múltiplas escalas).
O objetivo deste capítulo foi apresentar alguns sistemas dinâmicos básicos não
lineares, modelados matematicamente, com um número finito de graus de liber-
dade, representados por equações diferenciais ou não. Supõe-se que as condições
de existência, de diferenciabilidade e de prolongamento destas soluções sejam
satisfeitas para os problemas expostos neste trabalho.

Um esclarecimento: a modelagem matemática de sistemas dinâmicos tem
como costume considerá-los como funções exclusivas do tempo, sem sofrer ação
do movimento da estrutura excitada; esses modelos são denominados ideais. Em
contrapartida, os modelos que consideram a vibração estrutural e da fonte de

2A instabilidade de uma solução implica os fenômenos de bifurcação ou de escape. Nesta
linha de previsão de escape ou de caos, o critério de Melnikov se destaca como uma importante
teoria. Outra condição importante é aquela que considera o conjunto de soluções de uma equação
diferencial, e não apenas sua parte de regime permanente. Deve-se focalizar a bacia de atração,
e não só a cascata de bifurcações do regime permanente. Um sistema dinâmico também perde
sua integridade quando a sua bacia se torna fractal, e não apenas quando ela desaparece ao se
atingir o ponto crítico. É conhecido que, com as variações do parâmetro de controle, podem
ocorrer três tipos de saltos (jump) na amplitude da solução: para soluções estáveis, soluções
caóticas e soluções ilimitadas.
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energia denominam-se modelos não ideias. Assim, o estudo dos modelos dinâmi-
cos (ideais e não ideais) normalmente se desenvolve por três vias:

(a) Propor a solução analítica ou por métodos de perturbação das equações
do movimento obtidas de formulação lagrangiana para modelos de poucos
graus de liberdade, com e sem os controles propostos.

(b) Análise numérica de modelos de elementos finitos de grande porte, com e
sem os controles propostos.

(c) Instrumentação, medição de vibrações de estruturas existentes suportando
fontes de vibração não ideais, com e sem os controles instalados, e trata-
mento numérico de sinais. Obviamente, não se pode esquecer da impor-
tância da teoria de controle no condicionamento das respostas dos sistemas
dinâmicos quer eles sejam lineares ou não lineares.

Para atingir esses objetivos, é importante definir o integrador do método nu-
mérico, sendo os mais usados Runge Kutta e Previsor Corretor. Assim, passa-se
ao estudo dos retratos de fase das variáveis dependentes, dos gráficos de recor-
rência (RP) e das seções de Poincaré, que fornecem a topologia (geometria) dos
fenômenos envolvidos. Uma análise mais qualitativa desses fenômenos é efetuada
via cálculo dos expoentes de Lyapunov para a caracterização dos comportamen-
tos regular (periódico e quasi-periódico) e irregular (caos) ou, mais recentemente,
por meio do teste 0-1. Também pode ser efetuada análise de dados experimentais,
isto é, quando não se conhecem as equações diferenciais que regem o fenômeno,
utilizam-se técnicas de reconstrução do espaço de fase.

Ressalta-se que muitas destas pesquisas têm gerado conhecimentos importan-
tes para a área de mecânica teórica e aplicada. Por meio do uso de modelos
matemáticos, têm sido identificados e explicados diversos fenômenos não linea-
res. Dessa forma, definiremos algumas metodologias para modelar um sistema
dinâmico.3

3É também de suma importância a determinação da estabilidade das soluções das equações do
movimento obtidas. Normalmente, adota-se a definição de estabilidade segundo Lyapunov. Diz-
se que um ponto de equilíbrio do sistema dinâmico é estável se, qualquer que seja a perturbação
imposta ao estado de equilíbrio, o sistema permanece suficientemente próximo a esse estado; no
caso oposto tem-se instabilidade. Se o sistema perturbado tender ao estado de equilíbrio inicial
com o passar do tempo, diz-se que é assintoticamente estável.
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1.1 Noções básicas de modelagem de sistemas eletro-
mecânicos

Sistemas eletromecânicos são aqueles que integram sistemas elétricos, mecânicos
e de controle. Esses sistemas são classificados em três grupos: eletromecânicos
convencionais (MACRO), microeletromecânicos (MEMS) e nanoeletromecânicos
(NEMS).

Os MEMS são sistemas cujos limites escalares mínimo e máximo são de 0,1
µm e 1 mm, respectivamente. Sabe-se que MEMS são constituídos essencialmente
por mecanismos flexíveis, que se movimentam sem a junção de pinos e/ou juntas.
No entanto, mecanismos flexíveis utilizam a propriedade de deformação como
fonte de movimento. Dentre as principais vantagens desses mecanismos está o
fato de serem construídos com uma única peça: a inexistência de problemas de
folga devidos à montagem de pinos, resultando na ausência de lubrificação, e
também de fadiga do material.

A aplicação de mecanismos flexíveis em projetos de MEMS é quase 100%, já
que, na microescala em que são fabricados, a presença de pinos e juntas torna
a montagem difícil, senão impossível. Além disso, a presença de folgas não per-
mitiria transmitir deslocamentos da ordem de nano a micrômetros gerados pelos
MEMS.

Os sistemas MEMS podem ser atuados de três formas: capacitiva, piezoelé-
trica e eletrotermomecânica. Todas permitem que um MEMS seja atuado por
meio da aplicação de um potencial elétrico. A atuação capacitiva apresenta a
desvantagem da não linearidade entre a voltagem aplicada e o deslocamento ge-
rado. A atuação piezelétrica tem as mesmas desvantagens do atuador capacitivo,
além da dificuldade tecnológica de se depositar o material piezelétrico na escala
do MEMS. Já a atuação eletrotermomecânica é muito utilizada nos MEMS, pois
a existência de uma não linearidade entre a voltagem aplicada e o deslocamento
gerado, e principalmente a facilidade de fabricação e o tempo de resposta é maior
que as anteriores.

Já os NEMS possuem limites escalares mínimo e máximo de 0,1 nm e 0,1 µm,
dessa forma, a sua visualização é por meio de microscópios especiais, por exemplo,
o microscópio de força atômica ( Atomic Force Microscopes – AFM). É também de
conhecimento geral que os fabricantes desses produtos têm trabalhando com base
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em tentativa e erro, consumindo-se um tempo considerável e enorme quantidade
de recursos financeiros para melhoria da resolução e do funcionamento desses
microscópios.

Assim, é necessário um investimento na interface do projeto de fabricação,
fornecendo um ferramental matemático e de simulações numéricas para análise
do comportamento dinâmico desses sistemas. Os modelos matemáticos propostos
devem concordar com o comportamento físico e com os resultados experimentais
obtidos pelos dispositivos de teste. As considerações para a modelagem são as
características físicas como amortecimento, inércia, elasticidade e capacitância.

Os MEMS operam em diversos domínios de energia, em particular nos do-
mínios elétrico e elástico. Portanto, as simulações numéricas do comportamento
desse tipo de mecanismo vincula as seguintes etapas: a análise elétrica, para de-
terminar a distribuição de voltagem (tensão) no MEMS quando se aplica uma
corrente elétrica, e a análise da deformação elástica gerada pela presença de car-
gas térmicas, que eventualmente somam-se à análise térmica, para determinar a
distribuição de temperatura devida ao efeito Joule.

Na seção a seguir tratamos de dispositivos inerciais em virtude de sua extrema
importância, pois são a base de dispositivos de geolocalização para aeronaves, de
aviões comerciais até drones militares para reconhecimento de lugares. Outra
aplicação são os automóveis autônomos.

1.2 Dispositivos inerciais

Os MEMS são microtransdutores que convertem energia elétrica em energia mecâ-
nica ou vice-versa. Esses dispositivos, quando dispostos convenientemente como
microssensores e microatuadores, integram relés, pinças, osciladores, filtros, trans-
formadores, mixers, giroscópios, acelerômetros etc.

Como são construídos por processos de fabricação por fotolitografia, é possí-
vel a sua integração com dispositivos em um único chip, sendo seu baixo custo
garantido pelas técnicas de processamento em pacote. A redução de dimensão
desses dispositivos traz diversos benefícios, como: espaço e massa reduzidos, me-
nor consumo de energia e redução de custo de fabricação. Entretanto, os custos
de prototipagem são elevados, pois a obtenção dos parâmetros característicos do
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MEMS é complexa, uma vez que as suas dimensões geométricas e as do ambiente
em que operam são em escala micrométrica.

Com isso, os sensores inerciais baseados em MEMS vêm substituindo alguns
dos seus precursores, pois apresentam menores tamanho, peso, consumo de ener-
gia e custo, e alta confiabilidade de operação, quando comparados com os sensores
convencionais. A principal característica que ainda favorece os sensores conven-
cionais é a precisão das medições, que ainda supera a obtida com os dispositivos
MEMS, mas esta diferença vem se tornando cada vez menor. Assim, apresenta-
remos de forma resumida algumas características físicas para aplicarmos nesses
dispositivos.

Primeiramente, definiremos que a força ~F que atua em um corpo exercendo
uma rotação é definida como:

~F = 2mΩ× ~V (1.2)

em que m é a massa do corpo, ~V é o vetor de velocidade do corpo e Ω é o vetor de
velocidade angular do sistema. Essa aplicação de rotação é o movimento básico
de giroscópios, com a força ~F proveniente do chamado efeito de Coriolis.

Existem diversos tipos de estruturas mecânicas que aproveitam esse efeito.
Um exemplo são os giroscópios tuning-fork, também denominados de tipo diapa-
são, que contêm um par de massas que oscilam com mesma amplitude, mas em
direções opostas. Quando essas massas são rotacionadas, a força de Coriolis cria
uma vibração ortogonal que pode ser medida. O uso de duas massas de prova
conjugadas na configuração citada permite ao giroscópio uma maior precisão na
sua medida. Essa estrutura é muito conhecida por rejeitar os efeitos da acele-
ração linear, em que ambas as massas se comportaram de modo idêntico. Esse
problema é corrigido pelo modo diferencial da posição, em que esse efeito pode
ser anulado. A operação diferencial também torna o dispositivo relativamente
imune aos efeitos de vibrações externas.



Capítulo 2

Introdução aos sistemas
dinâmicos

2.1 Introdução

Para dar início à modelagem matemática desses sistemas, nós precisamos deter-
minar alguns princípios básicos para obter as equações diferenciais pertinentes
ao sistema. Também precisamos determinar o princípio da mínima ação, mais
conhecido como princípio de Hamilton, que estabelece o valor estacionário do
sistema. Esse valor estacionário é atribuído à tendência das trajetórias no espaço
de fase.

2.2 Princípio da mínima ação

O princípio da mínima ação estabelece que o sistema possui um valor estacionário
(máximo, mínimo ou sela) para a trajetória que será efetivamente percorrida pelo
sistema. Assim, vamos considerar o cálculo da distância entre o ponto A e o ponto
B. Calcula-se a distância infinitesimal ds do comprimento infinitesimal da curva
dada pela função y(x), sendo definida por:

ds2 = dx2 + dy2 (2.1)

21
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Reescrevendo e integrando em relação a x e no intervalo [x1, x2] a Equação
(2.1), teremos:

s =
∫ x2

x1

√
1 +

(
dy

dx

)2
dx (2.2)

Como dy
dx = y′, teremos:

s =
∫ x2

x1

√
1 + y′(x)2dx (2.3)

Assim, a equação é uma função de y(x), y′(x) e x e, com isso, podemos
considerar a Equação (2.3). Logo, teremos:

s =
∫ x2

x1
f(y(x), y′(x), x)dx (2.4)

Dessa forma, podemos maximizar ou minimizar a integral da Equação (2.4). A
Figura 2.1 ilustra a trajetória descrita pela curva y(x), que minimiza ou maximiza
a Equação (2.4).

Vamos considerar a curva ŷ(x), que também pode minimizar ou maximizar a
integral, Equação (2.1), como mostra a Figura 2.1. Definimos a função ŷ(x), que
descreve uma segunda trajetória, da seguinte forma:

ŷ(x) = y(x) + εη(x) (2.5)

em que ε ∈ < e η(x1) = η(x2) = 0.

Por hipótese, quando ε = 0, a função da Equação 2.5 torna-se ŷ(x) = y(x), que
será a função que otimiza a integral da Equação (2.4). Dessa forma, a Equação
(2.4) é uma função de ε.

Φ(ε) =
∫ x2

x1
f(y(x), y′(x), x)dx (2.6)
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Figura 2.1: Esquema para minimização da trajetória das partículas.

Dessa forma, teremos que se ε = 0, a integral s possui um valor de máximo
ou mínimo, o que implica que Φ também terá um máximo ou mínimo. Portanto,
para determinar a otimização de s, utilizaremos:

dΦ(x)
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= 0 (2.7)

Assim, derivando a Equação (2.6) em relação a ε, teremos:

dΦ(x)
dε

=
∫ x2

x1

[
∂f

∂y
η(x) + ∂f

∂y′
η′(x)

]
dx (2.8)

Aplicando a integração por partes na segunda parcela da Equação (2.8), te-
remos:

∫ x2

x1

∂f

∂y′
η′(x)dx = ∂f

∂y′
η(x)

∣∣∣∣∣
x2

x1

−
∫ x2

x1
η(x) d

dx

(
∂f

∂y′

)
dx (2.9)

Como η(x1) = η(x2) = 0, teremos:
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∫ x2

x1

∂f

∂y′
η′dx = −

∫ x2

x1
η(x) d

dx

(
∂f

∂y′

)
dx (2.10)

Substituindo a Equação (2.10) na Equação (2.8), teremos:

∫ x2

x1
η(x)

[
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂y′

)]
dx (2.11)

Portanto, para que a integral definida pela Equação (2.11) se anule para
qualquer valor de η(x), temos que:

d

dx

(
∂f

∂y′

)
− ∂f

∂y
= 0 (2.12)

Dessa forma, nós definimos a equação de Euler-Lagrange.

2.3 Método lagrangeano

O método de Lagrange se baseia na Equação (2.12), que se constitui numa formu-
lação alternativa para a segunda lei de Newton, d~pdt = ~F , que relaciona a variação
temporal do momento de um corpo à força ~F que atua sobre ele. Dessa forma,
reescrevemos a equação de Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂L
∂q̇k

)
− ∂L
∂qk

= 0 (2.13)

em que L[qk(t), q̇k(t)] é uma função escalar denominada função lagrangeana e
(qk, q̇k) são as denominadas coordenadas e velocidades generalizadas, que são
definidas como:

q1(t), q2(t), . . . , qN (t) (2.14)

q̇1(t), q̇2(t), . . . , q̇N (t)
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A função lagrangeana L é definida como a diferença entre a energia cinética
Ec e a energia potencial Ep:

L ≡ Ec − Ep (2.15)

Assim, o movimento do corpo é expresso em termos de coordenadas generali-
zadas qk que se relacionam com as coordenadas cartesianas (x, y, z) dessa forma:

x = x(q1, q2, q3, t) (2.16)

y = x(q1, q2, q3, t)

z = x(q1, q2, q3, t)

A tendência temporal nessas relações só existe quando há um movimento re-
lativo entre os sistemas de coordenadas. Se ambos os sistemas são fixos, então tal
dependência temporal não existe. Exemplo disso é Λ[qm(t), t], uma função esca-
lar do tempo e das coordenadas generalizadas que produz exatamente a mesma
dinâmica que a lagrangeana,

L[qm(t), q̇m(t)] + dΛ[qm(t), t]
dt

(2.17)

uma vez que a derivada total não altera a equação de Euler-Lagrange.

É útil definir um conjunto de momentos canônicos conjugados,

dpk
dt

= ∂L
∂qk

(2.18)

A Equação (2.18) mostra que o momento canônico é constante do movimento
se a lagrangeana não depende explicitamente da correspondente coordenada ge-
neralizada. Para essa metodologia, podemos definir a velocidade generalizada
como:

q̇j ≡
dqj
dt

(2.19)
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Dessa forma, com a Equação 2.19, a enegia cinética Ec pode ser reescrita da
seguinte forma:

Ec = m

2

[(
dx

dt

)2
+
(
dy

dt

)2
+
(
dz

dt

)2]
(2.20)

Assim, vale:

EC = m

2

3∑
k=1

3∑
j=1

Akj
dqk
dt

dqj
dt

(2.21)

em que

Akj = ∂x

∂qk

∂x

∂qj
+ ∂y

∂qk

∂y

∂qj
+ ∂z

∂qk

∂z

∂qj
(2.22)

2.4 Método hamiltoniano

Como vimos anteriormente, o método de Lagrange nos fornece equações diferen-
ciais de segunda ordem para as variáveis dependentes qj . No entanto, no forma-
lismo de Hamilton, as equações diferenciais são reescritas como duas equações
diferenciais de primeira ordem.

Antes de definirmos a equação de Hamilton, precisamos estabelecer algumas
definições para melhor entendimento do leitor. Dessa forma, definiremos primei-
ramente a transformada de Legendre.

Seja f(x) diferenciável em relação às suas variáveis independentes. Assim,
vamos admitir que desejamos encontrar uma função h(x) que possa ser expressa
em termos de dh(x)

dx = α e que seja equivalente a f(x). Então, teremos que:

α = f(x)− h(x)
x

(2.23)

Logo:

h(x) = f(x)− αx (2.24)
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A função h(x) é denominada transformada de Legendre de f(x). A transfor-
mada de Legendre possui muitas aplicações, como na termodinâmica, área que
tem por objetivo o estudo dos sistemas constituídos por infinitos entes físicos, ou
seja, quando o número de moléculas tende ao infinito (N →∞).

Considere que o momento generalizado pj seja definido pela velocidade gene-
ralizada q̇j . Dessa forma:

p = ∂L
∂q̇

(2.25)

Aplicando a transformada de Legendre, Equação 2.24, na equação de La-
grange, teremos:

L −
∑
j

pj q̇j (2.26)

Assim, podemos definir a função hamiltoniana da seguinte forma:

H(~q, ~p, t) ≡
∑
j

pj q̇j − L(~q, ~̇q, t) (2.27)

Então, obtemos a relação entre ~̇q e ~q, ~p, t a partir da definição generalizada. Logo,
teremos:

dH =
∑
j

pjdq̇j +
∑
j

q̇jdpj −
∑
j

∂L
∂qj

dqj −
∑
j

∂L
∂q̇j

dq̇j −
∂L
∂t
dt (2.28)

Desse modo, utilizando as definições de momento generalizado, o primeiro e o
quarto termos da Equação (2.28) se cancelam. Portanto, obtemos as denominadas
equações canônicas de Hamilton:

dqj
dt

= ∂H

∂pj
(2.29)

−dpj
dt

= ∂H

∂qj

−∂H
∂t

= ∂L
∂t
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2.4.1 Exemplo: vibração unidimensional da corda

Na Figura 2.2, temos um exemplo de uma corda engastada e livre para oscilar
verticalmente.

Figura 2.2: (A) Corda de tamanho L engastada nas duas extremidades. (B) Diferencial
ds da corda e força de tração F .

A Figura 2.2.B ilustra uma parte infinitesimal da corda de comprimento dx,
com distância y do eixo x e com uma força de tração F . Considerando o princípio
de Hamilton, temos:

A =
∫ t2

t1
Ldt (2.30)

Se δA = 0, teremos:

δA = δ

∫ t2

t1
L ≡ 0 (2.31)

Considerando a equação de Lagrange, L = Ec − Ep, em que Ec é a energia
cinética no instante t, e Ep, a energia potencial na posição x e no tempo t, teremos
que a energia cinética é definida por:

Ec(x, t) = 1
2

∫ C

0
m(x)

[
∂y(x, t)
∂t

]2
dx (2.32)
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Com base na Figura 2.2.B, teremos:

ds2 = dy2 + dx2 ∴ ds =
√
dy2 + dx2 (2.33)

e

dy =
[
y(x, t) + ∂y(x, t)

∂x

]
− dy (2.34)

A variação do comprimento da corda é dada por:

δc = ds− dx (2.35)

Assim, substituindo na Equação (2.35) a Equação (2.34), teremos:

δc =

√√√√[1 +
(
∂y(x, t)
∂t

)2]
dx− dx (2.36)

Utilizando a expansão de Taylor na seguinte equação:

√
1 +

(
∂y(x, t)
∂t

)2
≈ 1 + 1

2

(
∂y(x, t)
∂t

)2
(2.37)

Substituindo a Equação (2.37) na Equação (2.38), teremos:

δc ≈ 1
2

(
∂y(x, t)
∂t

)2
dx (2.38)

Portanto, podemos descrever a energia potencial da seguinte forma:

Ep(x, t) = 1
2

∫ C

0
F

(
∂y(x, t)
∂x

)2
dx (2.39)
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Retomando a equação de Hamilton, Equação (2.30), e substituindo as equa-
ções das energias potencial e cinética, teremos:

A = 1
2

∫ t2

t1

∫ C

0

{
m(x)

(
∂y(x, t)
∂t

)2
− F

(
∂y(x, t)
∂x

)2}
dxdt (2.40)

Considerando as condições de contorno δy(x, t1) ≡ 0 e δy(x, t2) ≡ 0,

δA = δ
1
2

∫ t2

t1

∫ C

0
m(x)

(
∂y(x, t)
∂t

)2
− F

(
∂y(x, t)
∂x

)2
dxdt (2.41)

Considerando u = m(x)∂y(x,t)
∂t e v = δy(x, t), integrando por partes o primeiro

termo da Equação (2.41) e considerando as condições de contorno, teremos:

∫ t2

t1
m(x)δ

(
∂y(x, t)
∂t

)2
dt = −

∫ t2

t1
m(x)∂

2y(x, t)
∂t2

δy(x, t)dt (2.42)

Para o segundo termo, consideramos u = F
(
∂y(x,t)
∂x

)
e v = δy(x, t). Assim,

∫ C

0
Fδ

(
∂y(x, t)
∂x

)2
dx = F

(
∂y(x, t)
∂x

)
δy(x, t)

∣∣∣C
0

(2.43)

−
∫ C

0
F

(
∂2y(x, t)
∂x2

)
δy(x, t)dx

Dessa forma, substituindo as Equações (2.42) e (2.44) na Equação (2.41):

δA = −
∫ t2

t1

∫ C

0
F

(
∂2y(x, t)
∂x2 −m(x)∂

2y(x, t)
∂t2

)
δy(x, t)dxdt (2.44)

− F

(
∂y(x, t)
∂x

δy(x, t)
)
≡ 0

∣∣∣C
0

Assim, uma das soluções que satisfazem a equação anterior, originada pelo
princípio de Hamilton, é dada por:

F
∂2y(x, t)
∂x2 −m(x)∂

2y(x, t)
∂t2

≡ 0 (2.45)
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−F
(
∂y(x, t)
∂y

) ∣∣∣C
0
≡ 0 (2.46)

sendo δy(x, t)
∣∣∣C
0

= δy(C, t)− δy(0, t).
Podemos observar que a Equação (2.45) é a equação de onda do sistema que

descreverá o comportamento dinâmico da corda. Para uma análise mais profunda
da função y(x, t), é necessário determiná-la. Uma das formas é pelo método de
separação de variáveis. Então, vamos considerar que y(x, t) seja uma função
contínua que depende do tempo t e da posição x. Desse modo, podemos escrever
a função f(x, t) como o produto da parte espacial z(x) e da temporal f(t):

y(x, t) = z(x).f(t) (2.47)

Dessa forma, as derivadas de segunda ordem são dadas por:

∂2y(x, t)
∂x2 = f(t)d

2z(x)
dx2 (2.48)

∂2y(x, t)
∂t2

= z(x)d
2f(t)
dt2

Logo, substituindo juntamente com as derivadas na Equação (2.45),

Ff(t)d
2z(x)
dx2 = m(x)z(x)d

2f(t)
dt2

(2.49)

Dividindo essa equação por f(t).z(x), teremos:

F

z(x)
d2z(x)
dx2 = m(x)

f(t)
d2f(t)
dt2

(2.50)

De maneira conveniente, tomaremos a constante de proporcionalidade cte =
−ω2. Assim, podemos reescrever a Equação (2.50) como:

F

m(x)z(x)
d2z(x)
dx2 = 1

f(t)
d2f(t)
dt2

= −ω2 (2.51)
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Dessa forma, teremos:

d2z(x)
dx2 − m(x)ω2

F
z(x) = 0 (2.52)

d2f(t)
dt2

+ ω2f(t) = 0

Fazendo β2 = ω2m(x)
F e reescrevendo as equações anteriores, teremos:

d2z(x)
dx2 + β2z(x) = 0 (2.53)

d2f(t)
dt2

+ ω2f(t) = 0

Ambas as equações possuem soluções analíticas da seguinte forma:

f(t) = Rcos(ωt+ φ) (2.54)

z(x) = C1sen(βx) + C2cos(βx)

Considerando as condições de contorno do sistema:

F
∂z(C)
∂x

= F
∂z(0)
∂x

= 0 (2.55)

y(0, t) = 0 ; z(0) = 0

e também que z(C) = 0 e a corda não vibra, o que não satisfaz a solução do
problema, teremos:

sen(βC) = 0 (2.56)

Para que a Equação (2.56) seja nula, teremos que satisfazer:

βnC = nπ ∴ C = nπ

βn
(2.57)

Como:
ω2 = Fβ2

m(x)πβn (2.58)
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substituindo a Equação (2.58) na Equação (2.57), teremos:

ωn = nπ

√
F

m(x)C2 (2.59)

em que n = 1, 2, 3, ....Ou seja, a frequência natural de vibração da corda depende
do comprimento da corda, da massa e da força de tração. A superposição das
soluções fornece que:

y(x, t) =
∞∑
m=1

cmsen(nπx/L)cmcos(nπx/L) (2.60)

Com base na condição de ortogonalidade, teremos que:

cm = 2
L

∫ L

0
f(x)sen

(
mπx

L

)
dx (2.61)

sendo as frequências naturais da corda definidas como mπx
L .
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