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Capitulo 1

Introducao

Sabe-se que os fenémenos que envolvem uma evolugdo em relagdo ao tempo sao
denominados sistemas dindmicos. Geralmente, esses sistemas sdo expressos por
um conjunto de equagoes diferenciais parciais, com condigdes de contorno e con-
digoes iniciais no tempo bem definidas, obtidas via principio variacional de Ha-
milton.

Essencialmente, esse principio reduz a formulagdo do sistema dindmico em
duas quantidades escalares. A primeira é a energia cinética (E.) e a segunda
é o trabalho realizado (W) (que pode ser conservativo ou nao conservativo),
sendo ambas invariantes sob as transformagoes de coordenadas generalizadas. As
equacgoes diferenciais obtidas para descrever os fendmenos dindmicos podem ser
discretizadas no espaco, produzindo um conjunto de equacdes diferenciais ordi-
narias (EDO). Esse novo conjunto de EDO é resolvido na dimensao do tempo,
podendo possuir ou néo resolucdo analitica. Assim, um modo de resolucdo é uti-
lizando algoritmos apropriados de integracdo numérica. Alguns exemplos desses
algoritmos sdo o método de Euler, o método de Runge-Kutta etc.

Os problemas que sdo descritos pelas EDO de movimento podem conter n

graus de liberdade e sdo expressos da seguinte forma:

B W) + 1) + o0 (1)
x(t) € R*"

em que f é o vetor de forgas internas (elétricas, magnéticas etc.) e g(t) é um

vetor de carregamentos externos. Assim, se ¢ = 0 o sistema é dito auténomo,

11
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e se g # 0 o sistema é ndo autéonomo. Outra classificagdo envolve o cédlculo do
divergente da fun¢do h, que permite classificar os sistemas como conservativo ou
dissipativo.!

E importante ressaltar que a resolucio de problemas nas mais diversas areas
da ciéncia, independentemente da sua especialidade, é definida pelas suas ca-
racteristicas interdisciplinares, por meio de uma cooperacio sistematica entre as

partes: tedrica (qualitativa) e experimental (quantitativa).

Entretanto, deve-se prevenir os cientistas, independentemente de suas areas
de atuacao, sobre as limitacoes das andlises lineares, pois a descricdo de fendme-
nos naturais ou tecnolégicos possui uma extrema complexidade em virtude das
inimeras varidveis que os descrevem. Um exemplo sdo as andlises de sistemas
dindmicos estruturais de uma plataforma de petréleo que é submetida ao impacto

de ondas maritimas, que seguem uma nao linearidade no seu movimento.

Outros aspectos das nao linearidades podem ser de origem eléstica, inercial
ou dissipativa e, geralmente, sdo aproximados por polinémios que contém termos
quadraticos ou de ordens superiores. Ressalta-se que, em estruturas sujeitas a
grandes deslocamentos e pequenas deformacoes, geralmente apenas os efeitos da
nao linearidade geométrica sao considerados. Um entendimento dessas caracteris-
ticas dinamicas ¢é essencial para projetos de controle, que possibilitam analisar o
tratamento das equacdes diferenciais nao lineares, a fim de obter um sistema cujas
amplitudes e fases dos modos vibracionais possuam deslocamentos desejados. Ou
seja, determinar um processo no qual o sistema possua amplitudes vibracionais
aceitaveis para nao comprometer a estrutura. Por exemplo, as vibragoes de uma
ponte, que quando nao controladas podem comprometer a sua estrutura e causar

rompimento.

Assim, é importante saber sobre o uso adequado das ferramentas que pos-
sam servir para analisar os sistemas dindmicos nao lineares. No entanto, antes
de efetuar tais analises, recomenda-se pesquisar as condi¢does de equilibrio do
sistema, identificando os modos e as frequéncias naturais e verificando a exis-
téncia de ressondncias internas e/ou externas, grandes deslocamentos, miltiplas
solugoes, pontos de bifurcagdo (em que a resposta sofre mudangas bruscas qua-

litativamente), respostas com periodos diferentes ao da excitagdo, sensibilidade

1A Equacéo (1.2) possibilita analisar a topologia da estrutura estudada por meio do mapa
de Poincaré, que estd associado ao retrato de fase gerado pelas equacses.
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as condigOes iniciais, ressonancias super- e sub-harmonicas, que sdo alguns dos

fendmenos presentes em sistemas nao lineares.

No entanto, a nao linearidade dos sistemas dindmicos gera alguns comporta-
mentos interessantes, como o denominado comportamento cadtico. As condi¢oes
necessarias para a existéncia de movimento cadtico sdo: o sistema deve ter pelo
menos trés varidveis dindmicas independentes; e as equagoes diferenciais do mo-
vimento devem conter um termo nao linear que acople varias variaveis. Ou seja,
a dinidmica do sistema torna-se cadtica, sendo um fendémeno que obedece a leis

deterministicas, mas cujo comportamento é imprevisivel.

Sabe-se que, para modelos deterministicos, condi¢oes iniciais idénticas levam a
resultados idénticos, no entanto, em sistemas que apresentam um comportamento
cadtico isso nao acontece. Uma possivel explicacdo é considerar o determinismo
no sentido forte da palavra, dessa maneira, as condi¢bes iniciais quase idénti-
cas levariam a resultados quase idénticos. Por outro lado, em um sistema com
comportamento cadtico, o estado atual torna-se totalmente imprevisivel apds um

determinado tempo.

Com o passar dos anos, perguntou-se: como controlar o caos? Dessa forma,
desenvolveram-se técnicas de eliminagdo do comportamento cadtico do sistema
dindmico nao linear a partir da introdugéao de um comportamento como se fosse
periédico, isto é, técnicas que alteram o movimento do sistema dindmico cadtico
para um sistema dindmico periédico. Essas mudancas na trajetéria de um sistema
dindmico cadtico podem ser induzidas por pequenas perturbagoes, em virtude
de a nao linearidade nesses sistemas apresentar dependéncia com as condicoes
iniciais. Assim, sem alterar a dindmica do sistema, pode-se fazé-lo se comportar
de maneiras distintas. Por outro lado, grandes perturbagoes que modifiquem a
dinamica do sistema alterardo substancialmente a trajetéria original. Entretanto,
em algumas situacoes, essas mudancas pode ser extremamente vantajosas, pois
possibilitam que o sistema dinamico cadtico recaia o mais rapido possivel para

um determinado estado.

Ressalta-se que os sistemas dindmicos cadticos sdo mais flexiveis, em virtude
da extrema facilidade de modificar a sua trajetoria. Entre outras caracteristicas,
apresentam grande sensibilidade as perturbagdes nas suas condigdes iniciais ou
nos seus parametros de controle. Isso significa que, muitas vezes, nao basta dispor

de uma ferramenta adequada para a sua analise, como um programa de computa-
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dor avancado, é necessario que seu usuario investigue com critério as diversas res-
postas quando as condigoes iniciais ou os pardmetros de controle sao perturbados.
Em outras palavras, é necessario investigar a estabilidade topoldgico-estrutural do
sistema em questdo. Além disso, os métodos numéricos utilizados sdo incondici-
onalmente estdaveis para a integracao de sistemas dinamicos lineares, no entanto,

quando aplicados aos sistemas nao lineares, podem perder a estabilidade.

Além dos fatos apresentados, sabe-se que caos pode ser desejado ou inde-
sejado, dependendo da aplicagdo de interesse. Por exemplo, em problemas de
combustao, caos podera ser desejavel, pois o aumento da mistura de ar e de com-
bustivel podera levar a um melhor desempenho da maquina em operacao. Por
outro lado, em aplicacOes de aerodinamica ou de hidrodindmica, caos gera tur-
buléncia e é indesejavel, pois o aumento do arrasto dos veiculos podera elevar
0s custos operacionais. Em mecanica estrutural, caos podera levar a operacoes
irregulares e falhas por fadiga. Assim, o fenémeno cadtico podera ser restringido

aos dominios de operagao de muitos instrumentos eletrénicos e mecanicos.

Portanto, devemos diagnosticar o comportamento cadtico desses sistemas para
determinar as regides em que um determinado grupo de paradmetros possui o
comportamento cadtico e, assim, aplicar técnicas de controle que tornardo seu
comportamento periddico. Um exemplo dos métodos que utilizamos para diag-
nosticar esse comportamento é o diagrama de bifurca¢bes, que mostra a dupli-
cacao de periodos e, consequentemente, a transicio para o caos. Outra andlise
importante para a dindmica cadtica do sistema é o calculo do espectro de Lya-
punov, que, se for positivo, indica dependéncia sensitiva as condigdes iniciais e,

portanto, comportamento cadtico.

Varios trabalhos vém sendo desenvolvidos por diversos autores neste campo
de dindmica nao linear e caos, e tem-se observado um grande desenvolvimento
nesta area do conhecimento. Vale a pena ressaltar que a ocorréncia desses feno-
menos em sistemas nao lineares é visualizada mais facilmente quando uma anélise
paramétrica é realizada, pois isso possibilita a determinacdo de pardmetros que
servirao como controle do sistema, geralmente adotando-se a amplitude ou a
frequéncia de excitagdo como parametros de controle. Os demais pardmetros do
sistema dindmico sdo mantidos constantes, enquanto o pardmetro de controle é
lentamente modificado. Isso fornece ao projetista um completo entendimento do

que pode ocorrer com o sistema quando se varia determinado parametro. Se
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algumas propriedades do sistema forem utilizadas como parametros de controle,
pode-se encontrar uma faixa segura em que a excitagao, ao variar, nao provocara

uma resposta cadtica ou com grandes deslocamentos.

Assim, essa andlise paramétrica busca revelar a faixa de valores de determina-
dos pardmetros do sistema que apresenta vibracdes com amplitude excessiva ou
sensibilidade as condicOes iniciais. De um modo bastante geral, obter a solucao
do sistema dindmico é de suma importincia, pois se verifica para quais valores

dos parametros essa solucdo é estavel ou nao.?

Seguindo essa linha de raciocinio, para um sistema modelado por meio de
EDO naéo lineares dificilmente serd possivel obter uma solucdo exata, ou anali-
tica. Geralmente, a tnica forma de obter as solugdes é por meio de métodos
numéricos, nos quais apenas respostas estaveis sao obtidas, e algoritmos especi-
ais devem ser usados para obter as trajetérias instaveis. Também, pode-se dizer
que existem varios métodos aproximados para resolver equacoes nao lineares que
resultam em solugbes analiticas aproximadas. Ressalta-se que, dispondo de uma
solucdo analitica, a andalise paramétrica torna-se mais simples e rdpida. Dentre os
métodos conhecidos para essas solucbes aproximadas, destacam-se os de pertur-
bagoes (balango harmonico, método da média e método das multiplas escalas).
O objetivo deste capitulo foi apresentar alguns sistemas dindmicos basicos nao
lineares, modelados matematicamente, com um nimero finito de graus de liber-
dade, representados por equagdes diferenciais ou ndo. Supoe-se que as condicoes
de existéncia, de diferenciabilidade e de prolongamento destas solu¢bes sejam

satisfeitas para os problemas expostos neste trabalho.

Um esclarecimento: a modelagem matematica de sistemas dindmicos tem
como costume considera-los como fungoes exclusivas do tempo, sem sofrer acao
do movimento da estrutura excitada; esses modelos sdo denominados ideais. Em

contrapartida, os modelos que consideram a vibragdo estrutural e da fonte de

2A instabilidade de uma solucdo implica os fenémenos de bifurcacio ou de escape. Nesta
linha de previsao de escape ou de caos, o critério de Melnikov se destaca como uma importante
teoria. Outra condig¢do importante é aquela que considera o conjunto de solugdes de uma equagao
diferencial, e ndo apenas sua parte de regime permanente. Deve-se focalizar a bacia de atragéo,
e ndo sé a cascata de bifurcagdes do regime permanente. Um sistema dindmico também perde
sua integridade quando a sua bacia se torna fractal, e ndo apenas quando ela desaparece ao se
atingir o ponto critico. E conhecido que, com as variagbes do parametro de controle, podem
ocorrer trés tipos de saltos (jump) na amplitude da solugdo: para solugdes estéveis, solugoes
cadticas e solugoes ilimitadas.
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energia denominam-se modelos ndo ideias. Assim, o estudo dos modelos dindmi-

cos (ideais e ndo ideais) normalmente se desenvolve por trés vias:

(a) Propor a solugao analitica ou por métodos de perturbacdo das equagoes
do movimento obtidas de formulacdo lagrangiana para modelos de poucos

graus de liberdade, com e sem os controles propostos.

(b) Andlise numérica de modelos de elementos finitos de grande porte, com e

sem os controles propostos.

(¢) Instrumentacdo, medicao de vibragoes de estruturas existentes suportando
fontes de vibracdo ndo ideais, com e sem os controles instalados, e trata-
mento numérico de sinais. Obviamente, ndo se pode esquecer da impor-
tancia da teoria de controle no condicionamento das respostas dos sistemas

dindmicos quer eles sejam lineares ou nao lineares.

Para atingir esses objetivos, é importante definir o integrador do método nu-
mérico, sendo os mais usados Runge Kutta e Previsor Corretor. Assim, passa-se
ao estudo dos retratos de fase das variaveis dependentes, dos graficos de recor-
réncia (RP) e das se¢oes de Poincaré, que fornecem a topologia (geometria) dos
fenémenos envolvidos. Uma andlise mais qualitativa desses fendmenos é efetuada
via cdlculo dos expoentes de Lyapunov para a caracterizagdo dos comportamen-
tos regular (periédico e quasi-periédico) e irregular (caos) ou, mais recentemente,
por meio do teste 0-1. Também pode ser efetuada analise de dados experimentais,
isto é, quando ndo se conhecem as equacgoes diferenciais que regem o fenémeno,
utilizam-se técnicas de reconstrucao do espago de fase.

Ressalta-se que muitas destas pesquisas tém gerado conhecimentos importan-
tes para a area de mecanica tedrica e aplicada. Por meio do uso de modelos
matematicos, tém sido identificados e explicados diversos fendmenos néo linea-
res. Dessa forma, definiremos algumas metodologias para modelar um sistema

dindmico.?

3E também de suma importéncia a determinacio da estabilidade das solucdes das equagdes do
movimento obtidas. Normalmente, adota-se a defini¢do de estabilidade segundo Lyapunov. Diz-
se que um ponto de equilibrio do sistema dinamico é estavel se, qualquer que seja a perturbagao
imposta ao estado de equilibrio, o sistema permanece suficientemente proximo a esse estado; no
caso oposto tem-se instabilidade. Se o sistema perturbado tender ao estado de equilibrio inicial
com o passar do tempo, diz-se que é assintoticamente estavel.
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1.1 Nocoes basicas de modelagem de sistemas eletro-

mecanicos

Sistemas eletromecanicos sdo aqueles que integram sistemas elétricos, mecanicos
e de controle. Esses sistemas sao classificados em trés grupos: eletromecanicos
convencionais (MACRO), microeletromecénicos (MEMS) e nanoeletromecénicos
(NEMS).

Os MEMS sdo sistemas cujos limites escalares minimo e maximo sao de 0,1
pm e 1 mm, respectivamente. Sabe-se que MEMS sao constituidos essencialmente
por mecanismos flexiveis, que se movimentam sem a juncao de pinos e/ou juntas.
No entanto, mecanismos flexiveis utilizam a propriedade de deformagdao como
fonte de movimento. Dentre as principais vantagens desses mecanismos estd o
fato de serem construidos com uma unica peca: a inexisténcia de problemas de
folga devidos a montagem de pinos, resultando na auséncia de lubrificagdo, e

também de fadiga do material.

A aplicagao de mecanismos flexiveis em projetos de MEMS ¢é quase 100%, ja
que, na microescala em que sdo fabricados, a presenca de pinos e juntas torna
a montagem dificil, sendo impossivel. Além disso, a presenca de folgas nao per-
mitiria transmitir deslocamentos da ordem de nano a micréometros gerados pelos

MEMS.

Os sistemas MEMS podem ser atuados de trés formas: capacitiva, piezoelé-
trica e eletrotermomecéanica. Todas permitem que um MEMS seja atuado por
meio da aplicagdo de um potencial elétrico. A atuacio capacitiva apresenta a
desvantagem da ndo linearidade entre a voltagem aplicada e o deslocamento ge-
rado. A atuacdo piezelétrica tem as mesmas desvantagens do atuador capacitivo,
além da dificuldade tecnologica de se depositar o material piezelétrico na escala
do MEMS. J4 a atuacdo eletrotermomecanica é muito utilizada nos MEMS, pois
a existéncia de uma nao linearidade entre a voltagem aplicada e o deslocamento
gerado, e principalmente a facilidade de fabricacio e o tempo de resposta é maior
que as anteriores.

Ja os NEMS possuem limites escalares minimo e maximo de 0,1 nm e 0,1 pm,
dessa forma, a sua visualizacdo é por meio de microscépios especiais, por exemplo,
o microscépio de forca atémica ( Atomic Force Microscopes — AFM). E também de

conhecimento geral que os fabricantes desses produtos tém trabalhando com base
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em tentativa e erro, consumindo-se um tempo consideravel e enorme quantidade
de recursos financeiros para melhoria da resolucdo e do funcionamento desses

microscopios.

Assim, é necessario um investimento na interface do projeto de fabricagao,
fornecendo um ferramental matematico e de simulagdoes numéricas para andlise
do comportamento dindmico desses sistemas. Os modelos matematicos propostos
devem concordar com o comportamento fisico e com os resultados experimentais
obtidos pelos dispositivos de teste. As consideragoes para a modelagem sdo as

caracteristicas fisicas como amortecimento, inércia, elasticidade e capacitancia.

Os MEMS operam em diversos dominios de energia, em particular nos do-
minios elétrico e eldstico. Portanto, as simulacées numéricas do comportamento
desse tipo de mecanismo vincula as seguintes etapas: a analise elétrica, para de-
terminar a distribui¢do de voltagem (tensao) no MEMS quando se aplica uma
corrente elétrica, e a andlise da deformacao eldstica gerada pela presenca de car-
gas térmicas, que eventualmente somam-se a andlise térmica, para determinar a

distribui¢do de temperatura devida ao efeito Joule.

Na secao a seguir tratamos de dispositivos inerciais em virtude de sua extrema
importancia, pois sdo a base de dispositivos de geolocalizacdo para aeronaves, de
avides comerciais até drones militares para reconhecimento de lugares. Outra

aplicacao sdo os automoveis autéonomos.

1.2 Dispositivos inerciais

Os MEMS sao microtransdutores que convertem energia elétrica em energia meca-
nica ou vice-versa. Esses dispositivos, quando dispostos convenientemente como
microssensores e microatuadores, integram relés, pingas, osciladores, filtros, trans-

formadores, mixers, giroscopios, acelerémetros etc.

Como sao construidos por processos de fabricacdo por fotolitografia, é possi-
vel a sua integracado com dispositivos em um tnico chip, sendo seu baixo custo
garantido pelas técnicas de processamento em pacote. A reducao de dimensao
desses dispositivos traz diversos beneficios, como: espaco e massa reduzidos, me-
nor consumo de energia e redugdo de custo de fabricacdo. Entretanto, os custos

de prototipagem sao elevados, pois a obtencao dos parametros caracteristicos do
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MEMS é complexa, uma vez que as suas dimensoes geométricas e as do ambiente
em que operam sao em escala micrométrica.

Com isso, os sensores inerciais baseados em MEMS vém substituindo alguns
dos seus precursores, pois apresentam menores tamanho, peso, consumo de ener-
gia e custo, e alta confiabilidade de operacao, quando comparados com os sensores
convencionais. A principal caracteristica que ainda favorece os sensores conven-
cionais é a precisdo das medigoes, que ainda supera a obtida com os dispositivos
MEMS, mas esta diferenca vem se tornando cada vez menor. Assim, apresenta-
remos de forma resumida algumas caracteristicas fisicas para aplicarmos nesses
dispositivos.

Primeiramente, definiremos que a forca F que atua em um corpo exercendo

uma rotacao é definida como:

F=2mQxV (1.2)

em que m é a massa do corpo, V é o vetor de velocidade do corpo e ) é o vetor de
velocidade angular do sistema. Essa aplicagao de rotagdo é o movimento bésico
de giroscépios, com a forga F proveniente do chamado efeito de Coriolis.
Existem diversos tipos de estruturas mecénicas que aproveitam esse efeito.
Um exemplo sdo os giroscopios tuning-fork, também denominados de tipo diapa-
sdo, que contém um par de massas que oscilam com mesma amplitude, mas em
direcoes opostas. Quando essas massas sao rotacionadas, a forga de Coriolis cria
uma vibracao ortogonal que pode ser medida. O uso de duas massas de prova
conjugadas na configuragao citada permite ao giroscépio uma maior precisdo na
sua medida. Essa estrutura é muito conhecida por rejeitar os efeitos da acele-
ragdo linear, em que ambas as massas se comportaram de modo idéntico. Esse
problema é corrigido pelo modo diferencial da posicdo, em que esse efeito pode
ser anulado. A operacdo diferencial também torna o dispositivo relativamente

imune aos efeitos de vibraces externas.



Capitulo 2

Introducao aos sistemas

dinamicos

2.1 Introducao

Para dar inicio a modelagem matematica desses sistemas, nés precisamos deter-
minar alguns principios basicos para obter as equagbes diferenciais pertinentes
ao sistema. Também precisamos determinar o principio da minima agio, mais
conhecido como principio de Hamilton, que estabelece o valor estacionédrio do
sistema. Esse valor estacionario é atribuido a tendéncia das trajetérias no espago

de fase.

2.2 Principio da minima acao

O principio da minima acao estabelece que o sistema possui um valor estacionério
(maximo, minimo ou sela) para a trajetoria que serd efetivamente percorrida pelo
sistema. Assim, vamos considerar o calculo da distancia entre o ponto A e o ponto
B. Calcula-se a distancia infinitesimal ds do comprimento infinitesimal da curva

dada pela fun¢do y(z), sendo definida por:

ds? = da® + dy? (2.1)

21
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Reescrevendo e integrando em relacdo a = e no intervalo [z1, z2] a Equagao

(2.1), teremos:

s:/:z\ll—i- (ji>2dx (2.2)

4y — o/ teremos:

Como s

s = /:2 1+ (r)2dx (2.3)

Assim, a equagdo é uma fungao de y(z), ¥'(z) e x e, com isso, podemos

considerar a Equacao (2.3). Logo, teremos:

5= / (), v (@), 2)da (2.4)

Dessa forma, podemos maximizar ou minimizar a integral da Equagao (2.4). A
Figura 2.1 ilustra a trajetéria descrita pela curva y(z), que minimiza ou maximiza
a Equacao (2.4).

Vamos considerar a curva §(z), que também pode minimizar ou maximizar a
integral, Equagdo (2.1), como mostra a Figura 2.1. Definimos a fungéo g(x), que

descreve uma segunda trajetéria, da seguinte forma:

A~

g(x) = y(z) + en(z) (2.5)

em que € € R e n(z1) =n(z2) =0.

Por hipétese, quando e = 0, a fungao da Equacao 2.5 torna-se g(x) = y(x), que
serd a fungdo que otimiza a integral da Equagao (2.4). Dessa forma, a Equacao

(2.4) é uma funcao de e.

2) = [ ).y @).x)da (2.6



Introducao aos sistemas dindmicos 23

A

¥(x)

y(x)

¥y

>

X X

1 2

Figura 2.1: Esquema para minimizagao da trajetoria das particulas.

Dessa forma, teremos que se € = 0, a integral s possui um valor de maximo
ou minimo, o que implica que ® também terd um méaximo ou minimo. Portanto,

para determinar a otimizacao de s, utilizaremos:

=0 (2.7)

Assim, derivando a Equacao (2.6) em relacdo a e, teremos:

db(z)  [mOf - Of |

= — — d 2.8

T /m {8?/7(96) oy ()| dw (2.8)

Aplicando a integragdo por partes na segunda parcela da Equacao (2.8), te-

remos:

v 9f of 2 /m d <8f>

- dr = — — — (== |d 2.9

@ = g)| = [0 (5y) (29)

Como n(z1) = n(x2) = 0, teremos:
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2 of 2 d 3f)
——ndxr =— — == ]d 2.1
o oy /xl ") % (83/’ ) (2.10)
Substituindo a Equagdo (2.10) na Equacao (2.8), teremos:
T2 of d [Of
/ml n(z) L‘?y - (Gy’ﬂ dx (2.11)

Portanto, para que a integral definida pela Equagao (2.11) se anule para
qualquer valor de n(x), temos que:
d (0f of
— ——=0 2.12
dx ( > dy (2.12)

oy’

Dessa forma, nos definimos a equacao de Euler-Lagrange.

2.3 Meétodo lagrangeano

O método de Lagrange se baseia na Equagao (2.12), que se constitui numa formu-
lacdo alternativa para a segunda lei de Newton, % = ﬁ, que relaciona a variagao
temporal do momento de um corpo a forca F que atua sobre ele. Dessa forma,

reescrevemos a equacao de Euler-Lagrange:

d (0L oL
— () ——=0 (2.13)
dt \ Odx Iqx

em que L[gk(t),qr(t)] é uma funcdo escalar denominada funcdo lagrangeana e
(g, gx) sdo as denominadas coordenadas e velocidades generalizadas, que séo

definidas como:

q1(t),q2(t), .-, an (1) (2.14)
qi(t), g2(t), ..., 4qn(t)
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A fungdo lagrangeana L é definida como a diferenca entre a energia cinética

E. e a energia potencial E:

L=E.—E, (2.15)

Assim, o movimento do corpo é expresso em termos de coordenadas generali-

zadas gi que se relacionam com as coordenadas cartesianas (z,y, z) dessa forma:

T = x(qlv q2, 43, t) (216)
Yy = x(qlv q2,43, t)
= x(qlquuc_Z?nt)

A tendéncia temporal nessas relacoes s6 existe quando hd um movimento re-
lativo entre os sistemas de coordenadas. Se ambos os sistemas sao fixos, entao tal
dependéncia temporal ndo existe. Exemplo disso é A[gn,(t),t], uma funcdo esca-
lar do tempo e das coordenadas generalizadas que produz exatamente a mesma

dindmica que a lagrangeana,

. dA[gn(t),t
Lgm(t), dm(t)] + dhlan(t). 1 Zt( .1 (2.17)
uma vez que a derivada total nao altera a equacdo de Euler-Lagrange.
E 1til definir um conjunto de momentos candnicos conjugados,
dpk oL
—_— = — 2.18
dt 8qk ( )

A Equagao (2.18) mostra que o momento candnico é constante do movimento
se a lagrangeana nao depende explicitamente da correspondente coordenada ge-
neralizada. Para essa metodologia, podemos definir a velocidade generalizada

CcOoImo:

_ dgj

Q= (2.19)
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Dessa forma, com a Equacdo 2.19, a enegia cinética E. pode ser reescrita da

seguinte forma:

B, =2 [(2‘:)2 + (fllt’)z - <Z:>2] (2.20)

Assim, vale:

3 3
m dgy, dg;
FEo=— E E A — —= 2.21

¢7 == MTaE dt (2:21)

em que

or Ox oy Oy 0z 0=

= — —_— —_ 2.22
Oqr 0q;  Oqr 0q;  Oqy, Oq; (2.22)

kj

2.4 Método hamiltoniano

Como vimos anteriormente, o método de Lagrange nos fornece equagoes diferen-
ciais de segunda ordem para as varidveis dependentes ¢;. No entanto, no forma-
lismo de Hamilton, as equacdes diferenciais sdo reescritas como duas equacoes
diferenciais de primeira ordem.

Antes de definirmos a equacdo de Hamilton, precisamos estabelecer algumas
defini¢bes para melhor entendimento do leitor. Dessa forma, definiremos primei-
ramente a transformada de Legendre.

Seja f(x) diferencidavel em relacdo as suas varidveis independentes. Assim,
vamos admitir que desejamos encontrar uma fungao h(x) que possa ser expressa

em termos de %(;) = «a e que seja equivalente a f(z). Entao, teremos que:

a="—"—"——" (2.23)

Logo:

hz) = f(z) —azx (2.24)
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A funcao h(x) é denominada transformada de Legendre de f(x). A transfor-
mada de Legendre possui muitas aplicacdes, como na termodinamica, area que
tem por objetivo o estudo dos sistemas constituidos por infinitos entes fisicos, ou

seja, quando o nimero de moléculas tende ao infinito (N — o).

Considere que o momento generalizado p; seja definido pela velocidade gene-

ralizada ¢;. Dessa forma:

oL

_ 9= 2.2
P= 5 (2.25)

Aplicando a transformada de Legendre, Equacao 2.24, na equacdo de La-

grange, teremos:

L= pig; (2.26)
j

Assim, podemos definir a funcdo hamiltoniana da seguinte forma:

H(q,p,t) = pidy — L£(3, 4, ) (2.27)
j

Entédo, obtemos a relacio entre ¢ e ¢, p, t a partir da definicdo generalizada. Logo,

teremos:

. ) oL oL . oL
dH = p;di; +_ djdp; — ) 90,05 ~ > 50,445 — 5 dt (2.28)

Desse modo, utilizando as defini¢bes de momento generalizado, o primeiro e o
quarto termos da Equagao (2.28) se cancelam. Portanto, obtemos as denominadas

equacdes canodnicas de Hamilton:

dg; OH
pr 8—% (2.29)
dpj _ OH
— = 67%
OH oL

ot ot
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2.4.1 Exemplo: vibracao unidimensional da corda

Na Figura 2.2, temos um exemplo de uma corda engastada e livre para oscilar

verticalmente.

Figura 2.2: (A) Corda de tamanho L engastada nas duas extremidades. (B) Diferencial
ds da corda e forca de tragdo F.

A Figura 2.2.B ilustra uma parte infinitesimal da corda de comprimento dz,
com distancia y do eixo x e com uma forca de tracao F'. Considerando o principio

de Hamilton, temos:

to
A= | rat (2.30)

t1

Se §A = 0, teremos:

t
sA=s[ c£=o0 (2.31)

t1

Considerando a equagao de Lagrange, £ = E. — E,, em que E. é a energia
cinética no instante ¢, e E,, a energia potencial na posi¢ao x e no tempo ¢, teremos

que a energia cinética é definida por:

Fo(w,t) = % /0 “ mz) [&’g’ﬂrdzg (2.32)
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Com base na Figura 2.2.B, teremos:
ds* = dy® + da? . ds = \/dy?® + da? (2.33)
e
oy(x,t
dy = {y(fv,t) 4 )} —dy (2.34)
ox
A variagdo do comprimento da corda é dada por:
dc=ds —dx (2.35)
Assim, substituindo na Equacao (2.35) a Equagao (2.34), teremos:
Ay(x, 1)\
de=,| |1+ ( ’ ) dx — dx (2.36)
ot
Utilizando a expansao de Taylor na seguinte equacao:
1+ (8y($’t)>2 N1t <ay(x’t))2 (2.37)
ot AN '
Substituindo a Equagao (2.37) na Equagdo (2.38), teremos:
Sor t (6y(x’t)>2d (2.38)
cr = | 2=+ x .
2 ot
Portanto, podemos descrever a energia potencial da seguinte forma:
1 (C_ /oy(x,t)\>
E t) = — F|—=—22)d 2.39
sat) =5 [P (o) de (239
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Retomando a equagao de Hamilton, Equagao (2.30), e substituindo as equa-

¢Oes das energias potencial e cinética, teremos:

L o (P50 - r (PR o e

Considerando as condigdes de contorno dy(x,t1) =0 e dy(x,t2) =0,

5A = 5 / <ay > t)> _F (8;;((;;,75))2 dxdt (2.41)

Considerando u = m(z )ay((f ey = 0y(z,t), integrando por partes o primeiro

termo da Equacao (2.41) e considerando as condigdes de contorno, teremos:

t2 Oy(z, t)\* [ OPy(a,t)
/t1 m(z)é( 5 > dt = —/t1 m(aj)T6y(:p,t)dt (2.42)
Para o segundo termo, consideramos v = F (W) e v =0y(z,t). Assim,
Iy (x, t)) (@U(%t)) ¢
F = F 2.4
/O 5 ( ) da o 6y(a:,t)‘0 (2.43)

C 2 T
- /0 F(W) dy(x, t)dx

Dessa forma, substituindo as Equagoes (2.42) e (2.44) na Equacao (2.41):

/: / ( 522 LMx)W) Sy(x, t)dedt  (2.44)
F (ayggﬂéy(x,t)) = O‘S

Assim, uma das solugbes que satisfazem a equagdo anterior, originada pelo

principio de Hamilton, é dada por:

0%y(a,1)

%y(x, t)
ot2

Il
o

(2.45)
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_F (8@/({;; t>> \j 0 (2.46)

sendo dy(x, t))oc = dy(C,t) — dy(0,1).

Podemos observar que a Equagao (2.45) é a equagao de onda do sistema que
descrevera o comportamento dindmico da corda. Para uma andlise mais profunda
da fungdo y(x,t), é necessario determiné-la. Uma das formas é pelo método de
separacao de varidveis. Entdo, vamos considerar que y(z,t) seja uma fungao
continua que depende do tempo ¢ e da posi¢ao x. Desse modo, podemos escrever

a fungao f(z,t) como o produto da parte espacial z(z) e da temporal f(¢):
y(a,t) = z(z).f(1) (2.47)

Dessa forma, as derivadas de segunda ordem sdo dadas por:

0?y(z,t) d*z(x)
—— = f(t 2.4
Oz ®) dx? (2.48)
0%y(z,t) d*f(t)
TR ST
Logo, substituindo juntamente com as derivadas na Equacao (2.45),
d*z(x) d?f(t)
F = —_— 2.4
O < m(a)o(a) L (2.49)
Dividindo essa equacdo por f(t).z(z), teremos:
F 2 2

z(x) da? f@) dt?

De maneira conveniente, tomaremos a constante de proporcionalidade cte =

—w?. Assim, podemos reescrever a Equacio (2.50) como:

F dQZ(IL‘)_ 1 d%f(t) _ 2
m@)a@) de?  fi) d2 (2:51)
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Dessa forma, teremos:

22(2)  m(z)w?
ddx(2) - (F) z(x) = 0 (2.52)

IO 42w = o

2
Fazendo % = & T;(x) e reescrevendo as equagoOes anteriores, teremos:

d*z(x)

) +B%(x) = 0 (2.53)
2
TR0 = o

Ambas as equagoes possuem solugdes analiticas da seguinte forma:

~

—~
~

~—

Rcos(wt + ¢) (2.54)
z(x) = Cysen(fz)+ Cacos(fx)

Considerando as condi¢bes de contorno do sistema:

0z(C)  0z(0)
P = P =0 (2.55)

y(0,t) =0; 2(0) =0

e também que z(C) = 0 e a corda nao vibra, o que nao satisfaz a solugao do

problema, teremos:
sen(BC) =0 (2.56)

Para que a Equacao (2.56) seja nula, teremos que satisfazer:

BaC =nm -, C = gl (2.57)

Como: )
s FB
w

- m(x)T

B (2.58)
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substituindo a Equagao (2.58) na Equagao (2.57), teremos:

F

em que n = 1,2, 3,....0u seja, a frequéncia natural de vibracdo da corda depende
do comprimento da corda, da massa e da forca de tragdo. A superposicdo das

solugodes fornece que:

y(z,t) = Z emsen(nmx/L)epcos(nmx /L) (2.60)

m=1

Com base na condicdo de ortogonalidade, teremos que:

Cm = E/OL f(z)sen (m;/m) dx (2.61)

sendo as frequéncias naturais da corda definidas como 7.




RECENTEMENTE, ENGENHEIROS E CIENTISTAS TEM SE DEDICADO A
SIMULAGAD COMPUTACIONAL E A ANALISE EXPERIMENTAL,
DESENVOLVENDO TECNICAS PREDITIVAS E SISTEMAS DE CONTROLE A
PARTIR DA INVESTIGAGAD DE MODELOS FISICOS REAIS EM VARIAS
FRENTES. ASSIM, FAZ-SE NECESSARID CAPACITA-LOS NA IDENTIFICAGAD
DE NECESSIDADES E POSSIBILIDADES DE REDUGAD DAS VIBRAGOES
ESTRUTURAIS, POR MEID DE ANALISE DINAMICA, N PROJETO E NA
OTIMIZAGAD DE SISTEMAS DE CONTROLE.

Este texto visa oferecer aos leitores engenheiros, pesquisadores e
estudantes um material didatico e de pesquisa basico e atual, versando
sobre dinamica e controle lineares e nao lineares aplicados a engenharia
e a ciéncia moderna. Ao longo de seus doze capitulos, os principais
topicos desenvolvidos sao: nocoes basicas de modelagem matematica e
de métodos numeéricos (diagramas de fase, diagrama de bifurcacoes,
calculo dos expoentes de Lyapunov, confeccao de mapas e seccoes de
Poincaré, teste 0-1, graficos de recorréncia etc.); busca de solucoes
analiticas aproximadas por meio do método das miiltiplas escalas;
identificacao nao linear, fundamentos de controle, topicos de controles
linear, nao linear e robusto e nocdes basicas do uso de caos polinomial,
como analise de sensibilidade de parametros; topicos de controle de
processos e controladores baseados em logica fuzzy, além de nocoes de
otimizacao usando-se PS0O; nocdes basicas de controladores nao lineares
(zona morta, saturacao etc.); e aplicacoes de controle em sistemas
eletromecanicos e mecatronicos.
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