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Capitulo 1

Analise vetorial e sistemas de
coordenadas

Em muitos casos na fisica, elementos como direcdo e sentido sdo usados para a descri-
cao completa de fendbmenos, expressos pelo conceito de vetores. Quando as grandezas
empregam esses elementos, sdo chamadas de grandezas vetoriais. Ja em grandezas co-
nhecidas como grandezas escalares, eles ndo sao necessarios. Neste capitulo, faremos
uma descricdo da algebra vetorial, assim como dos sistemas de coordenadas cartesia-
nas, cilindricas e esféricas.

11 Vetores

11.1 Grandezas escalares

As grandezas escalares sdo aquelas caracterizadas simplesmente com um ndmero e
sua respectiva unidade. Energia, trabalho de uma forca, pressao, massa, temperatura,
tempo, carga elétrica, corrente elétrica, resisténcia elétrica e potencial elétrico sao al-
guns exemplos dessas grandezas. Fica claro que, quando medimos a massa de um corpo,
o valor da grandeza independe da direcao e do sentido: basta dizer que a massa de é 35
kg para caracteriza-la.

11.2 Grandezas vetoriais

As grandezas vetoriais sio completamente caracterizadas quando definimos trés ele-
mentos: um mddulo (nimero), uma direcdo e um sentido. S3o0 exemplos desse tipo
de grandeza: deslocamento, velocidade, aceleracio, forca, impulso, momento linear,
torque, momento angular, campo elétrico, campo magnético etc. E evidente que, para
descrever a forca aplicada em um determinado ponto, devemos definir o valor da forca
(mddulo), a direcao de aplicacdo dessa forca e o sentido.

1
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11.3 Representacao de grandezas vetoriais

Ha duas formas de representar as grandezas vetoriais: a algébrica e a geométrica. A
representacao algébrica sera utilizada para a algebra vetorial, onde sera necessaria a
definicao de direcao e sentido. Ja a representacao geométrica sera utilizada nas resolu-
coes de problemas, onde uma descricado geométrica é necessaria.

1.1.3.1 Representacao algébrica de vetores

Quando utilizamos a representacao algébrica, usamos uma letra com uma seta em cima,
onde a letra representa a grandeza e a seta indica seu carater vetorial, representando
assim o vetor V. Quando estamos interessados apenas no moédulo da grandeza vetorial,
representamos esse valor como sendo |X7| ou simplesmente V.

11.3.2 Representacao geométrica de vetores

Uma grandeza vetorial é representada geometricamente por um seguimento de reta
orientado. A Fig. 1.1 mostra a representacao geométrica de um vetor, onde A é a origem
e B, a extremidade. Para o vetor V mostrado na Fig. 1.1, temos as seguintes caracte-
risticas: direcao: a mesma da reta suporte t; sentido: de A para B; e médulo: igual a
distancia entre A e B.

Wt

<

Figura 1.1: Representacdo geométrica de grandezas vetoriais.

11.4 Soma e subtracio geométricas de vetores

Consideremos os vetores @ e b mostrados na Fig. 1.2. Mantendo a direcdo e sentido
de 7e de l_; une-se a origem de b com a extremidade de 7, a, e o resultado (soma) éum
vetor que tem a mesma orlgem do vetor @'e a mesma extremidade do vetor b. A Fig. 1.3
mostra o vetor soma S =a+ b



CAPITULO 1. ANALISE VETORIAL E SISTEMAS DE COORDENADAS 3
\

IR
Figura 1.2: Representacdo geométrica dos vetores @ e b.

Qy

5
Figura 1.3: Soma geométrica dos vetores @ e b nessa ordem.

E interessante notar que a ordem da soma dos vetores é irrelevante, ou seja, a lei co-
mutativa também vale para a soma dos vetores. Em outras palavras,

Z+b=b+d (1.1)

- -
A Fig. 1.4 mostra que somando @+ b ou b + @, o vetor resultante mantém a mesma
direcao, sentido e médulo.

N
Figura 1.4: Soma geométrica dos vetores b e 4.

T >

Consideremos agora os trés vetores @, b e ¢, mostrados na Fig. 1.5. Somando os
- — - -
vetores @ e b, temos o vetor resultante S; = 2+ b. Somando agora o vetor resultante S;
=
com o vetor ¢, temos o vetor resultante S, mostrado na Fig. 1.6.
,. N —
E importante notar que, somando os vetores a' e b, obtemos o vetor Sy, e, somando
-
esse vetor com o vetor ¢, obtemos o vetor resultante S, como mostra a Fig. 1.7. Fica
evidente que a ordem da soma também é irrelevante, pois o vetor resultante mantém
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oL

S

iR
Figura 1.5: Representacéo geométrica dos vetores @, b e C.

o
Figura 1.6: Soma geométrica dos vetores a, b e cna ordem a, b e c.

sua direcao e seu sentido e possui o mesmo médulo para qualquer ordem da soma e
namero de vetores, como fica claro pela Fig. 1.7. Dessa forma, é possivel associar vetores
através da lei associativa, ou seja,

(@+b)+C=a+(b+0) (1.2)

5
Figura 1.7: Soma geométrica dos vetores @, b e ¢, na ordem dos vetores b, c e a.
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Para definir a subtracao entre dois vetores, vamos inicialmente definir o que sao
vetores opostos. Dois vetores sdo opostos quando possuem o mesmo modulo e direcao,
mas sentidos opostos. Na Fig. 1.8, temos a representacao de dois vetores opostos.

Figura 1.8: Vetores opostos.

- -
O vetor diferenca d entre os vetores @' e b é definido como a soma entre o vetor 7 e o
-
vetor oposto de b, ou seja,

d=a+ (—b) (1.3)

Assim, todas as regras descritas acima sao validas para encontrar a diferenca entre dois
-
vetores. Na Fig. 1.9, mostramos a diferenca entre os vetores 7 e b.

S
8y

0y

\/

Figura 1.9: Vetor diferenca d.

1.1.5 Componentes de um vetor

Definimos como componente de um vetor a projecao desse vetor ao longo de dado eixo.
. . bnd . - bd -
Na Fig. 1.10, mostramos as componentes cartesianas do vetor A. As projecoes A, e Ay
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N

sao as componentes vetoriais de A nas direcdes x e p, respectivamente. O angulo 0
-

indica a direcdo do vetor A em relacao ao eixo x.

b

{

l
Y
=

S
=

Figura 1.10: Componentes cartesianas de um vetor.

N
Utilizando a Fig. 1.10, podemos determinar as componentes cartesianas do vetor A. Fica
claro pela figura que:

A
cosO = Fx = A,=Acos0O (1.4)

. Ay .
sinf@ = 7 :>Ay = Asin0 (1.5)

- . ’ . ~
Conhecendo as componentes do vetor A, é possivel determinar o mdédulo e a direcao
—
desse vetor. Assim, o modulo e a direcdo do vetor A na Fig. 1.10 sdo, respectivamente:

AP = A2+ A2 = |A] = \JAL+ A} (1.6)

a 1

. - . ~ . ore ye
Vale salientar que, se o vetor A for em 3 dimensdes, o significado das componentes é o
mesmo, porém a relacdo para o médulo do vetor fica sendo:

|/Y|2:A§+A§+A§:>|A)|:1/A§+A§+A§ (1.8)
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1.1.6 Vetores unitarios

Os vetores unitarios sdo vetores que tem maédulos iguais a 1 e apontam para determi-
nada direcdo. A utilizacdo desses vetores é fundamental para realizar operacées com os
vetores. Neste livro, utilizaremos os vetores unitarios 7 , jA ek para indicar as direcoes
X, V e z, respectivamente, mostrados na Fig. 1.11. E importante notar que os vetores
unitarios sdo perpendiculares entre si. O fato do angulo entre eles ser de 90° tem con-
sequéncias importantes quando realizamos o produto entre vetores.

Figura 1.11: Vetores unitdrios.

N
Utilizando os vetores unitarios, podemos escrever um vetor A em 3 dimensdes da se-
guinte forma:

A=A+ Ayf+ Ak (1.9)

N

ondeA,, Ay e A, sdo as componentes do vetor A nas direcées x, v e z, respectivamente.
Definimos acima o vetor unitario como um vetor que tem modulo igual a 1 e aponta

para determinada direcdo. Esse vetor unitario pode ser definido da seguinte forma:

e

(1.10)

AN
Il
>

onde 4 é o vetor unitario que aponta na direcao do vetor A de médulo igual a |/Y|.

1.1.7 Operacoes algébricas com vetores

As operacodes algébricas entre os vetores sdo extremamente Uteis no eletromagnetismo.
Nesta secdo sao descritas as operacdes soma, subtracdo e produto, sendo esta Gltima
dividida em produto escalar e produto vetorial. E importante salientar que a divisao
entre vetores ndo é uma operacao definida.
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1.1.71 Adicio e subtracao de vetores

. ~ . . . - =
Para realizarmos a soma e a subtracdo de dois vetores definiremos os vetores A e B da
seguinte forma:

X:Axf+ijA+AZIQ (1.11)

B=B,i+ B,j+ B,k (1.12)

A partir dessa definicido devemos somar as respectivas componentes nas devidas dire-
~ . . - = .
coes, assim a soma vetorial entre os vetores A e B fica sendo:

A+B=(A+B,)i+ (A, +B,)j + (A, + Bk (1.13)

Como j visto anteriormente, a subtracdo também é descrita como uma soma, porém
- g . .
devemos somar o vetor A com o oposto do vetor B, da seguinte maneira:

A-B=(A,~B,)i+(A,~B,)j+(A,~B,)k (1.14)

E interessante notarmos que a soma ou a subtracdo entre dois vetores resulta em outro
vetor. Essa caracteristica ndo ocorre quando realizamos o produto escalar entre dois
vetores, como sera descrito a seguir.

1.1.7.2 Produto entre vetores

Muitas grandezas na fisica sao descritas como o produto entre dois vetores, por exem-
plo: trabalho de uma forca é o resultado do produto escalar entre o vetor forca e o vetor
deslocamento, momento angular é o resultado do produto vetorial entre o vetor posi-
cao e vetor momento linear, entre outras. Dessa maneira, o produto entre vetores tem
um papel fundamental no tratamento de algumas grandezas, pois, além de descrevé-las,
seu resultado pode ser um vetor ou um escalar, diferentemente da soma e da subtracio.

1.1.7.2.1 Produto escalar O produto escalar entre dois vetores é definido como

A-B=|A||B|cos 0 (1.15)

onde |X| e |]§)| s30 0s médulos dos vetores A e B, respectivamente, e 6 o angulo entre os
vetores. Podemos intg}rpretar o produto escalar entre os vetores A e_)B como o produto
do modulo do vetor A pela projecdo do vetor B ao longo do vetor A, exemplificado na
Fig. 1.12.
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A 4

0 A E
| B| cos 6 |
I

4]

. - =
Figura 1.12: Produto escalar entre os vetores A e B.

E importante notar que o resultado do produto escalar entre dois vetores é um esca-
lar, ou seja, um nimero. Ele também pode ser calculado utilizando os vetores unitarios,
e, para isso, consideremos os vetores

X:Axf+Ayf+AZIQ (1.16)

B=B,i+B,j+B,k (1.17)
O produto escalar entre Ae B édado por
B =(Ayi+Ayj+Ask)- (Byi+Byj+B,k) (1.18)
e, realizando as respectivas multiplicacoes temos
A-B=AB (i) +AB,(i-[)+ AB,(1 k) + AyBo(f- 1)+ + AB,(k- k) (119)

Utilizando a definicido de produto escalar da Eq. (1.15) e com o auxilio da Fig. 1.11 temos
que

ii=1 j-i=0 k-i=0 (1.20)
i-j=0 jj=1 k-7=0 (1.21)
ik=0 k-j=0 k-k=1 (1.22)
e, dessa forma, o produto escalar fica sendo
A-B=AB,+A,B,+A,B, (1.23)

E importante notar que, independentemente da maneira que calculamos o produto es-
calar entre dois vetores, o resultado é sempre um escalar.
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11.7.2.2 Produto vetorial O produto vetorial entre dois vetores A e B tem como
resultado um vetor 6, que é perpendicular ao plano formado pelos vetores AeBe cujo

modulo é dado por
|C| = |A||B|sin 6 (1.24)

’ ~ - = . ~
onde O é o menor angulo entre A e B. Na Fig. 1.13, temos a representacao dos vetores

A e Beovetor C como resultado do produto vetorial.
c
0

Figura 1.13: Produto vetorial entre os vetores AeB.

\ A1

A

Na Fig. 1.14, mostramos a chamada regra da mao direita, que permite determinar a di-

recao e o sentido do vetor C.

ﬂgura 1.14: Regra da mao direita para o produto vetorial. Rotacdo no sentido do vetor

Aparao]?.

Assim como no produto escalar, podemos_)calcular o produto vetorial utilizando os ve-
tores unitarios. Consideremos os vetores A e B dados por

A=Ad+Ayf+Ak (1.25)

B= Byi+B,j+ B,k (1.26)
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e o vetor C dado por
C=AxB (1.27)
Utilizando os vetores Xe § temos para o vetor 6
C = (A +Ayj + Ak)x (B,i + B,] + Bk) (1.28)

Ao realizar as devidas multiplicacoes vetoriais e levando-se em conta que

ixi=0 ixi=—k kxi=j (1.29)
ixj=k ixj=0 kxj=-i (1.30)
z?xfc:—f fxl%:f kxk=0 (1.31)
o vetor 6 resultado do produto vetorial entre Ae § é dado por
C=AxB=(A,B,~A,B,)i +(A,B,~AB,)j +(A,B, ~ A,B,)k (1.32)

E facil mostrar que a expressdo acima pode ser escrita na forma de um determinante,
ou seja,

i k
A, (1.33)
B

z

- - ! J

AxB=| A, A
B, B,

No produto escalar, a ordem do produto ndo importa, ou seja,

-B-A (1.34)

oy

A-

Isso ndo é uma surpresa, pois o resultado do produto escalar € um nimero, em outras
palavras, o produto escalar é comutativo. J4 o produto vetorial ndo obedece a proprie-
dade comutativa, ou seja,

- = = —
AxB#BxA (1.35)

E facil mostrar e por isso deixaremos como como exercicio mostrar que,
AxB=-BxA (1.36)

1.1.8 Identidades vetoriais

Nesta secdo serdo listadas algumas relacdes entre vetores que possam ser Uteis (Tab.1.1).
Algumas delas serdo demonstradas, enquanto outras deixaremos como exercicios.
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A-(B+C)=A-B+A-C (1.37)
/Y~(a1§)):a/Y~§ onde a é um escalar (1.38)
Ax(B+C)=AxB+AxC (1.39)
(X+§)x5:/¥x5+§x5 (1.40)
AxaB=aAxB ondeaéum escalar (1.41)
A- (Xx E) =0 (1.42)
A-BxC=B-CxA=C-AxB (1.43)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1.44)

Tabela 1.1: Identidades vetoriais.

Exercicio Resolvido 1.1.1

Demonstre que
= - —

A-(B+C)=A-B+A-C

SOLUGAO: Definindo um vetor D como

D=B+C-= (Bx+Cx)f+(By+Cy)jA+(BZ+CZ)IQ
temos que

A-D=AD,;+A,D,+A,D,

A-D = Ay(By+Cy)+Ay(B,+Cy) + A (B, +Cy)

Lembrando que os componentes sao escalares, a relacGo acima pode ser escrita como
A-D=AB,+ACy+AB,+A,C,+A,B,+A,C,

A partir da relacdo anterior, fica fdcil identificar que

A-D=AB,+AB,+A,B,+A.C,+A,C,+A,C,

Exercicio Resolvido 1.1.2

Demonstre que
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SOLUCAO: Definindo um D como

D=B+C
5:(BX+C)1+(B +C)f +(B,+C,)k
temos:
AxD = (AyD, = A,Dy)i + (AyD, - A,D)j + (A.D, - A, D)k
Ax D =[Ay(B,+C,)~A,(B,+C,)li + [Ac(B, + C,) — A,(By + Cy)]

]A
+[Ax(By + Cy) — Ay(B, + Cy)Jk
Rearranjando os termos conseguimos

AxD=[(AyB,~A,B)) +(A,C,~ A,C))li + [(AB, — A,By) + (A, C, - A,C,)]]
+[(A B, ~ A,B,) +(A,C, — A,C,)]

Ax D =(A,B,~A,B,)i +(AB, ~ A,B,)] + (AB, — A,B )k +(A,C, - A,C,)i
+(AxC, = A,C)] + (A Cy — A, Co)k

Com a Eq. (1.32), temos

Exercicio Resolvido 1.1.3

Demonstre que

>y
>~T)
X
Oy
I
o9y
Oy
X
)

SOLUCAO: Definindo um vetor D como

D = (B,C,-B,C,)i +(B,C, - B,C,)j + (BC, — B,C,)k
temos

A-D=AD,+A,D,+A,D,
A-D =A(B,C, - B,Cy) + Ay(B,C, — B,C,) + A,(B,C, — B, Cy)

Fazendo as multiplicacées e rearranjando os termos, obtemos

A-D =By(CyA, — C,Ay) + By(C,A, — CyA,) + B, (CoA, — C,Ay)
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E fdcil perceber que
(CxA)y=CA,~CA,  (CxA),=CA—CA,  (CxA),=CeA,~CyA,
Entdo

A-D=B,(CxA),+B

logo, temos finalmente

1.2 Sistemas de coordenadas

Em muitas situacdes que envolvem a solucdo de problemas e a formulacao de conceitos
fisicos, é importante fazer uso de um sistema de coordenadas adequado a simetria do
problema. Nesta secido sdao descritas os trés sistemas de coordenadas: o sistema de
coordenadas cartesianas, o de coordenadas cilindricas e o de coordenadas esféricas.

1.2.1 Coordenadas cartesianas

Em um sistema de coordenadas cartesianas, um ponto P(x, v, z) € localizado pela inter-
seccao de trés planos perpendiculares entre si, com as coordenadas x, y e z constantes,
como mostrado na Fig. 1.15.

Figura 1.15: Sistema de coordenadas cartesianas.
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N
Nesse sistema, o comprimento diferencial d¢, o elemento de area e o de volume
sdo dados por:

A0 = dxi +dy] + dzk (1.45)
dA, = dxdy (1.46)
dA, =dxdz (1.47)
dA, = dydz (1.48)
dv =dxdydz (1.49)

Na Fig. 1.16, mostramos os respectivos elementos de areas dados pelas Eq. (1.46-1.48) e
o elemento de volume dv. Os elementos das Eq. (1.46-1.48) representam as projecoes
do elemento de volume dv nos planos xy, xz e yz, respectivamente.

z
A

Figura 1.16: Elementos de volume e de drea em um sistema de coordenadas cartesianas.

Exercicio Resolvido 1.2.1

Considere um cubo de lado ¢, cuja densidade volumétrica varia com a coorde-

nada x da seguinte forma: p = ax, onde a € uma constante. Determine a massa
desse cubo.
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SOLUCAO: Como a densidade varia com a coordenada x, podemos determinar a massa
do cubo da seguinte maneira:

 rl ot
m= J J axdxdydz
0o Jo Jo

Ao resolver as integrais, encontramos que

1.2.2 Coordenadas cilindricas

Em um sistema de coordenadas cilindricas circulares, as coordenadas de localizacdo de
um ponto sdo (p,¢,z), onde p é a distancia perpendicular ao eixo z, ¢ é o angulo entre
o eixo x e o semiplano que passa pelo eixo z e z € um plano paralelo ao plano xy. Na
Fig. 1.177, mostramos cada uma das coordenadas. Os limites para p, ¢ e z sdo:

0<p<o 0<¢p<2m —00<z< 00 (1.50)

P(p,$,2)
<>

Figura 1.17: Sistema de coordenadas cilindricas.
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E facil perceber pela Fig. 1.17 que as relacdes de transformacio de coordenadas car-
tesianas para as coordenadas cilindricas sao dadas por

X=pcos¢ Y =psing z=2 (1.51)

N
O vetor posicio 7 e o vetor deslocamento diferencial d¢ em coordenadas cilindricas
sdo dados por

r=pp+zzZ (1.52)
Al = pdp + pdp + dz2 (1.53)

onde os vetores unitarios g, ¢ e Z estdo representados na Fig. 1.18.

xT

Figura 1.18: Vetores unitdrios no sistema de coordenadas cilindricas.

Ja na Fig. 119 mostramos o elemento de volume dv e a projecao deste no plano xy
(area), dados respectivamente por

dv =pdpd¢dz (1.54)

dA = pdpd¢ (1.55)
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A
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x dp

Figura 1.19: Elementos de volume e de drea em um sistema de coordenadas cilindricas.

Exercicio Resolvido 1.2.2
Considere f(x,v,z) = y/x% + y? + z? e calcule

J f(x,v,2)dv
v

onde V é um cilindro definido por x* + > <1e0<z < 1.

SOLUGAO: Primeiro, vamos escrever a integral em coordenadas cilindricas, substituindo
X =pcos¢ Y = psing z=2z

em j f(x,v,z)dv para conseguir
v

I 7 ]

com os seguintes limites: 0 < p < 1,0 < ¢ < 2me 0 < z < 1. Resolvendo as integrais
em ¢ e p, que sao imediatas, temos

1 pom ol o[ (! 1
J J- J- 1/pz+z2pdpd({)dz:—[j (1+zz)3/2dz—J
0o Jo Jo 3 1Jo

z3 dz]
0
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A segunda integral acima € imediata, mas a primeira pode ser resolvida por substituicdo
trigonométrica. Dessa forma, temos
1
f 23dz =
0

1 3 1
j(1+22)3/2dz:[§ln( 22+1+z)+(z—+§)\/22+1] :—+—ln(\/_+1
0 8 48 . a2 8

N

~—

Dos resultados acima, obtemos finalmente que

ijv,/x2+y2+z2dv = %[7\/§+ 31In(1 +\5)—2]

1.2.3 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas (r,0,¢) sdo definidas como mostra a Fig. 1.20, onde r é o raio
de uma esfera centrado na origem e 6 é o angulo polar, ou seja, o angulo entre o eixo z
e o vetor 7. J4 a coordenada azimutal ¢ € definida como o angulo entre a projecao do
vetor ¥’no plano xy e o eixo x. Os limites para r, 0 e ¢ sédo

0<r<oo 0<0<m 0<¢<2n (1.56)
z
A
7’,:
\\ ¢
\\
Al
A
|
’I_": B\ ~
/"1 N0
1 \
1 \}
1 \}
- 0 — > Y
Sa 1 ’¢
¢ L
L

-
-

Figura 1.20: Sistema de coordenadas esféricas.
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Analisando a Fig. 1.20, podemos facilmente encontrar as equacoes correspondentes de
transformacao das coordenadas cartesianas em esféricas, ou seja:

x =rsin0cos¢ (1.57)
y =rsin@sin ¢ (1.58)
z=rcos0 (1.59)

No sistema de coordenadas esféricas, o vetor posicao é dado por
P=rsin@cos ¢pi + rsin@sinj + rcos Ok (1.60)

com

i =sin @ cos ¢f + cos O cos PO — sin pP (1.61)
j =sinOsin ¢7 + cos O sin O + cos p¢p (1.62)
k = cosOf —sin00 (1.63)

Ja o elemento de comprimento é dado da seguinte forma:
A0 =drf +rdO0 + rsin0d (1.64)

O elemento de area representado na Fig. 1.21 pela regido hachurada e o elemento de
volume sdo guais a

dA =r?>sin0d0d¢ (1.65)

dv =r’sin0drd0d¢ (1.66)

rsinOd¢

rsin@ <

X

Figura 1.21: Elemento de drea em um sistema de coordenadas esféricas.
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Exercicio Resolvido 1.2.3

Encontre o valor de

f zdv
1%

onde V é o volume definido por 1 < x* +p* +2z><4ez>0.

SOLUCAO: Primeiro vamos transformar a integral em coordenadas esféricas, substi-
tuindo

x=rsin@cos¢ Y =psinOsin¢ z=rsin0

em I zdv, para assim obter
1%

JJ:[ zdv = fff rsinOr?sinOdrdOd ¢
14 14

com os seguintes limites: 1 <r <2,0 <60 <n/2e0 < ¢ < 2m. Resolvendo as integrais,

temos que
2 /2 21
15
f J j rsinOr?sin OdrdOd¢ = kil
1 Jo 0 4

[ -

Logo,

1.3 Funcoes vetoriais

1.3.1 Derivadas de funcoes vetoriais

= . =
Um vetor F em coordenadas cartesianas, por exemplo, pode ser funcdo de uma gran-
deza escalar t e ser escrito da seguinte forma:

—

F=F(t) (1.67)
+

F=F,(t)i +E,(t)] + E,(t)k (1.68)

onde Fy(t), F,(t) e F,(t) sdo as componentes do vetor f(t). E importante salientar que

afuncao I?pode ser representada em qualquer sistema de coordenadas. A derivada da
funcao F é determinada da seguinte forma:

dF _ | Flt+An-F(y

E B At—0 At (169)
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Considerando E como demonstrada na Eq. (1.68) e substituindo na Eq. (1.69), temos

dF | F(t+At)=F(t), . Fy(t+A)=F(t),  F(t+At)—F, (),
—=1 2 X 1 1 z 2 k(1
dt A%TO At 1+A}§o At ]+A;To At (170)
E facil perceber que a derivada de uma funcao vetorial é dada por

dF  dF.(t). dE,(t), dF,(t).

dt — dt dt dt

Usando o mesmo procedimento, é facil demonstrar as propriedades de diferenciacao
para funcoes vetoriais mostradas na Tab.1.2, portanto deixaremos como exercicios.

Propriedades de diferenciacao de funcbes vetoriais
d » - dF dG
E(P ar G) = E ar E (1.72)
d .- df - ,dF
d - > dF - - dG
d - =» dF 5 - dG
E(FXG)_EXGJFFXE (1.75)

Tabela 1.2: Propriedades da diferenciacido de funcdes vetoriais.

E importante perceber que as regras de diferenciacdo de funcdes vetoriais obede-
cem as mesmas regras de diferenciacdo do calculo diferencial tratado de forma ordina-
ria. Um ponto relevante é a regra dada pela Eq. (1.75), em que produto vetorial ndo é
comutativo, portanto a ordem da diferenciacdo tem um papel substancial.

1.3.2 Integrais de funcoes vetoriais

1.3.2.1 Integral de linha

Consideremos a Fig. 1.22, onde a curva C no plano xy une os pontos A e B. Sejam as
funcées P(x,v) e Q(x,y) continuas em todos os pontos da curva C.
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B(az, b2)

Figura 1.22: Curva C no plano xy.

Podemos ainda dividir a curva C em n partes, de maneira a escolher os pontos
(x1,v1), (x2,92),- -+, (x,-1,Vn_1)- A partir disso, podemos formar a seguinte soma:

n
§= Z{P(xir}/i)Axi +Q(x, i) Av;) (1.76)
i=1
sendo Ax; = (x; —x;_1) e Ay; = (y; —¥;_1), comi = 1, 2...n. Dividindo a curva, de modo

que n — oo, ou seja, que Ax; e Ay; tendem a zero, e considerando que o limite da soma
S exista, chamamos S de integral de linha ao longo do caminho C e representamos por

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy (1.77)
c

O resultado dado pela Eq. (1.76) pode ser estendido a trés dimensoes, e, nesse caso,
temos a seguinte representacao:

J far (178)
C

com f)=P(x,y, z)i + Qx, v, Z)] + H(x,y,z)l% edl=dxi+ dyf+ dzk.
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Exercicio Resolvido 1.3.1

Se ]?: (2x - 3yz)i + (2y + 5x2)] + (1 — xp2)k, calcule

L Foal

do ponto 4(0,0,0) ao b(1,1,1) ao longo do caminho C, definido por:
a)x=t,y=t2z=1.
b) Segmento de reta passando pelos pontos a e b.

SOLUCAO:
a)

j f Al = f[(2x— 3yz)i + (2v + 5x2)] + (1 — xyz)k] - (dxi + dyj + dzk)
C
Como o caminho € definido por x = t,y = t? e z = 3, temos que
1
J f-dezj (2t = 389)dt + (2¢2 + 5t4)2tdt + (1 — t%)3t3dt
o 0

Resolvendo a integral do lado direito, obtemos

- - 23
Al = —.
Jorae=5

b)
f fdl= J[(Zx— 3yz)i +(2y + 5x2)] + (1 — xyz)k] - (dxi + dy] + dzk)
C

Como o caminho é definido pela reta r que passa pelos pontos a(0,0,0) e b(1,1,1), a
equacdo paramétrica da reta € dada por

Com isso, temos
1
J f-dZ:J (2t = 3t2)dt + (2t + 5¢2)dt + (1 — £3)dt
C 0

que, resolvendo a integral do lado direito, obtemos

- - 41
Lf-dé_ﬁ
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1.3.2.2 Integral de superficie

Consideremos um determinado volume V, cuja superficie S é limitada por uma curva
no espaco, como mostrado na Fig. 1.23, onde 7i é o vetor normal da superficie.

Figura 1.23: Superficie S de um volume V.

Suponhamos que cada ponto da superficie S seja definido pelo vetor
f=P(x,9,2)i + Q(x,v,2)] + H(x,v,2)k (179)
e que as fungdes P(x,y,z), Q(x,v,z) e H(x,y,z) sejam continuas e uniformes nas co-
ordenadas cartesianas x,y e z. Dividindo a superficie S em elementos de area AS e

escolhendo um ponto &; em cada uma das areas elementares AS;, podemos formar a
seguinte soma:

Y Fl&) - a&)As; (1.80)
i=1

Com todos os elementos de area AS; da Eq. (1.80) tendendo a zero e realizando a soma
em toda a superficie S, temos o que chamamos de integral de superficie:

lim ;f(gi) A(E)AS; = Lf- AdS (1.81)

Na fisica, podemos interpretir a integral de superficie dada pela Eq. (1.81) como
sendo o fluxo do campo vetorial f que cruza determinada superficie S.
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Exercicio Resolvido 1.3.2

Encontre o fluxo do campo vetorial f: 2xpi+y?j+(x+3p)k através da superficie
S limitada por um retangulo no plano xy, cujos vértices sao (0,0), (3,0), (3,2) e
(0,2).

SOLUCAO: Na Fig. 1.24, mostramos a regido da superficie S, assim como o vetor normal

A

n.

Figura 1.24: Exercicio resolvido 1.3.2.

Pela figura, fica facil perceber que o vetor normal € dado por 7i = k, e com isso temos

j]? ndS :J[2xyf+y2]f+(x+3y)lz]-lzd8
S S

3 2
jf-ﬁdS:f J (x+3y)dydx
S 0o Jo

Resolvendo as integrais, obtemos

jf-ﬁd8:27.
S

1.4 Operadores vetoriais

O mundo real é tridimensional, portanto muitos de seus fenémenos precisam ser descri-
tos utilizando a algebra vetorial. Alguns fendmenos sdo melhores descritos e entendidos
se utilizarmos o que chamamos de operadores vetoriais, divididos em gradiente, diver-
gente e rotacional. Ha inimeras situacoes em que se faz uso desses operadores. Na ter-
modinamica, utilizamos as isotermas para descrever regides de temperatura constante.
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