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Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste primeiro capitulo, revisaremos resumidamente alguns topicos do

seguinte.

1.1 Expressoes numéricas

Relembramos abaixo algumas propriedades da potenciacao:

(1) a'=a (5) % — g

(2) a™-a" =amt"
(3) (@) = am o
@ @-hr=amim () (2 =

Além destas, relembramos algumas propriedades da radiciacao:

(1) Vam =aw (4)
(2) a- Vb= a-b
() /¥a= v

a
n_

b

Vejamos exemplos de aplicagao destas propriedades.

(5) /@ - faF = "YawrE

Ensino Médio que servirao de base para os proximos capitulos. Caso o leitor
esteja bem familiarizado com estes conceitos, recomendamos que o mesmo

visite ao menos alguns destes exercicios e migre em seguida para o capitulo
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Exemplo 1.1 Calcule o valor das expressoes numéricas abaixo:
(a) 12 —[2—32 —4(/27T - 3% + 5] - 7*
(=2)4 + 2t — (=3)3 - (=7)" + /=27
(b) 4 -
50+ V2 V8 — (-5)

Tl . (1)
- — 3 395 . (—27)35 - 3 Z
© 5 5vm O ()
5~ ;_8 vV V64 — 252 - 51
Solucao:
(a)

12232 —4(V21 =3 +5| - 7T' =12 - [2—-9—4(V3 - 1) +5] -7
12— [-7—4(3—1)45]-7=12—[-7—8+5] —7=12— (—10) — 7 = 15.
(b)

(—2)t 2 — (=3 (=7)° + ¥=27  16+16—(-27)- 1+ ¢/(=3%)
50 4 V2 /8 — (=5)! N 1+ V16 +5 B

324274 (-3) 56

I+ vzi+s 8

(c)

71 72 5 5 5

4 2 4 4 4 _ 4 _ 58 10
5 3.v32 5 3.2 5 _3:2 5 . 5+24 429 29
23 5] 8 /(27 g8 - 8 8
(d)

. s 1 (1\7?

\/_5-(—27)3-(5)3+<?) _352.[(_3)3]§.%+(7)2_

VV6d—25% .51 \3/5_\/2_.% -

V52 (=3)2-/54+49  9v/52. /5449
_ (=3)° - V5 +49 _ 9% U5+ — 9V/5% + 49 = 45 + 49 = 94.

o 2-1
)
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Exemplo 1.2 Racionalize as seguintes expressoes:

1 N 1 2 12
a) — re c) ———— d) — () ——=
()\/§ (b)\3/§ ()2\5/§ ()\/7.\3/7()\4/3.%—1
Solugao:
(a) 1 1 ><\/5 V2 V2
A) (=== —F—=X—==—F— = —.
V2 V2 V2 22 2
VB VB VR BYZ VBV
()%_3_2X522_ v 2
(0 L ___1 VBV v VAT
299 ov/32 ¢33 9y 2-3 6
() 2 2 2 2 2 2 VT _2V7
V-7 7iets ity e N N7 T
12 12 12 V33 2 12v/27/2
(€) ————= = — xﬁxlzﬂzﬁ/ﬁgﬁ
V3.4 V3.V22 0 VBV2E VB V2 3-2

Exercicios

1. Calcule o valor das expressoes numeéricas abaixo:

(a) (=1)100 — {79 4+ /81 + 2[10 — (—2)® — (/=64 + (0,02)") + 3]}

() ()

0 )

2. Racionalize as seguintes expressoes:

2 6 10
s 9% RVCREE
3v/2 q) 2 V2
(b)m () 3552 (f)\5/§.\3/§



4  Conjuntos e fungoes: com aplicagoes

3. Racionalize as seguintes expressoes:

1-+/5 2+/8 V3 -2 V4 — 632

(a) 7 (b) 7

Respostas

2 @23 Y wm @22 s @ 2V

3 2 15 3
3. (a)\/__g\/ﬁ (b) 24+ V2 (c)€/7__5‘/§\% (d) 1—3V4

1.2 Expressoes algébricas

1.2.1 Fatoracao e produtos notaveis

De maneira geral, fatorar uma expressao significa escreve-la como um

produto de dois ou mais fatores.

A seguir, estudaremos alguns casos de fatoracao de expressoes algébricas.

Fatoracao por fator comum

Quando os termos da expressao possuem um fator comum, podemos
coloca-lo em evidéncia e obter a forma fatorada.

Se a expressao ¢ dada por ax + ay, por exemplo, podemos colocar o fator

comum a em evidéncia e escrevé-la como
ar + ay = a(r +y)

Exemplo 1.3 Fatore as seguintes expressoes:

(a) bz + by (b) 2z +4 (c) 9—3x (d) 2z +2y—6
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Solucao:
(a) bz + 5y =5(x + ) (b) 22 +4=2(zx+2)
(c) 9—3x=3(3—1x) (d) 22 +2y—6=2(z+y—3)

Exemplo 1.4 Fatore as seguintes expressoes:

(a) 2%+ 2* (c) 162 — 8z + 1225
(b) y* — 29 (d) 2%y* + 2%y® — zy

Solucao: Note que, em cada um dos itens, é possivel colocar fatores em
evidéncia. Fatorando cada um deles, obtemos:

(a) 2* +2* = 2*(1 4 2?) (b) v* —2y* = y*(y — 2)

(c) 1623 — 8xt + 1225 = 423(4 — 22 + 323)
(d) 23y* + 223 — 2y = 2y(2Py + 2y? — 1)

Fatoracao por agrupamento
A fatoracao por agrupamento consiste em agrupar os termos de uma

expressao algébrica utilizando os fatores comuns.

Se a expressao ¢ dada por ax + ay + bx + by, por exemplo, podemos
colocar o fator comum a em evidéncia na primeira parte e o fator comum b

em evidéncia na segunda parte e escrever
ar + ay + bxr + by = a(x +y) + b(z + y)

Note que, na expressao acima, é possivel colocar o fator comum x+y em

evidéncia e se obter uma forma fatorada ainda mais reduzida que a anterior.

ar + ay +br + by = (a+b)(x + y)
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Exemplo 1.5 Fatore as seguintes expressoes:

(a) 2%+ 2z + 62y + 12y (b) *+ 2?2 +x+1

Solucgao: Note que todo os itens podem ser fatorados utilizando o agrupa-

mento. Fatorando cada um deles, obtemos:

(a) (x4 6y)(x+2) (b) (> +1)(z+1)

Os proximos casos de fatoracao sao também chamados de produtos no-
taveis.

Fatoracao da diferenca de dois quadrados

2 — 1? pode ser fatorada como o produto de (a + b) por

A expressao a
(a —b), isto é,

a* — b = (a+b)(a—1b)

Este também é um caso de fatoracao chamado de diferenca de dois qua-
drados, onde a? — b é o que chamamos de diferenca de dois quadrados e o
produto (a + b)(a — b) de produto da soma pela diferenca.

Assim, dizemos que (a + b)(a — b) é a forma fatorada de a® — b°.

Exemplo 1.6 Fatore as seguintes expressoes:

(a) 22 — 16 (b) y*—1 (c) z%y* — 4 (d) 4z* — 25

Solucao: Note que todos os itens sao diferencas de dois quadrados. Fato-
rando cada um deles, obtemos:

(a) (z+4)(x—4) (c) (zy +2)(zy —2)

(b) (y+ 1Ly —1) (d) (22 +5)(2¢ = 5)

Fatoracao do trindmio quadrado perfeito
As expressoes (a + b)? e (a — b)? podem ser desenvolvidas, respectiva-

mente, como
(a+b)?=a*+2ab+b* e (a—0b)*=a®—2ab+ b

Estes também sao considerados casos de fatoragao, chamados de trino-

mios quadrados perfeitos.
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Dizemos que (a + b)? é a forma fatorada de a? + 2ab + b e que (a — b)?

é a forma fatorada de a? — 2ab + b2.

Exemplo 1.7 Fatore as seguintes expressoes algébricas:
(a) 22 +2x+1 (b) 22 —8x+16 (c) 2*y*—dzy+4 (d) y*+2y2x+2?

Solucao: Note que todos os itens sao trinémios quadrados perfeitos. Fato-

rando cada um deles, obtemos:

(a) (z+1)* (b) (y —4)* (c) (zy —2)° (d) (y* +=z)?

Fatoracao da soma e diferenca de dois cubos
A expressao a® + b® pode ser fatorada como o produto de (a + b) por
(a® — ab+b?), isto é,

a® +b* = (a+b)(a® — ab + b?)

Este também é um caso de fatoracao chamado de soma de dois cubos,
onde “a® + b3 é o que estamos chamando de soma de dois cubos.

Se diz que (a + b)(a? — ab + b?) é a forma fatorada de a® + b,

Da mesma forma, expressao a®> — b® pode ser fatorada como o produto
de (a — b) por (a® + ab+ b?), isto é,

a® —b* = (a —b)(a* + ab + b*)

Este também é um caso de fatoragao chamado de diferenca de dois cubos,

3

onde a® — b é o que estamos chamando de diferenca de dois cubos.

Dizemos que (a — b)(a® + ab + b*) ¢é a forma fatorada de a® — b3,
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Exemplo 1.8 Fatore os seguintes polinomios:

(a) o +27 (b) y* -8 (c) 823 + 125 (d) 64 — 3
Solucgao:

(a) (x+3)(2? — 3z +9) (c) (2z + 5)(42* — 10x + 25)
(b) (y=2)(y* + 2y +4) (d) (4—=y)(16 + 4y +y°)

Observacao. As fatoracoes obtidas para a diferenca de dois quadrados
(a* — b*) e a diferenca de dois cubos (a® — b%) podem ser generalizadas para
poténcias maiores que 2 e 3.

Para cada n € N, a expressao a™ — b" pode ser fatorada como

a® = b= (a—b)(a" P+ a" b+ a" P + . A a® TP ab"

Note que, para a diferenca de dois quadrados (n = 2) e de dois cubos

(n = 3), a expressao acima resulta em
a’> — b = (a—b)(a+b)
a® —b* = (a — b)(a* + ab + b?)
De forma semelhante, paran = 4, n = 5 e n = 6, por exemplo, obtém-se:
a' —b' = (a — b)(a® + a®b + ab® + b*)

a® —b° = (a — b)(a* + a’b + a*b* + ab® + b*)

a® — b = (a — b)(a® + a*b + a®b* + a®b® + ab* + b°)

1.2.2 Simplificagcao de fracoes algébricas

De maneira simplificada, uma fracao algébrica é um quociente que mos-
tra expressoes algébricas no numerador ou no denominador.

Simplificar uma fracao algébrica corresponde a efetuar sobre ela fatora-
¢oes em seu numerador e denominador, com o intuito de cancelar fatores

multiplos presentes em numerador e denominador.
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Exemplo 1.9 Simplifique as seguintes fracoes algébricas:
16 z2 4x?32
() = (b) 24 (c) oo
dx 2x 20xy?23

Solugao: Utilizando propriedades da simplificacao de fragoes, obtemos:
16 4-4 4

4z oz
'y r-xr-y  xy

(b) 5= -

2z 2.z 2
4a*y3z 4-x-x-y-y-y-z Yy

c = = ——, ou, de uma forma mais rdpida
()20xy2z3 4-5-x-y-y-z-z-2 Hz2 praa,

Az 4. g2 lyB2 2y

20xy223 4.5 2371 T 522

Os casos de fatoracao e os produtos notaveis sao muito utilizados para

fazer simplificacoes de fragoes algébricas.

Exemplo 1.10 Simplifique as seguintes fracoes algébricas:

22 + 10 29 m? —n—m+mn
(a) (c) (e) — 5
r+5 t+3 m? +2mn +n
y—3 2 _2y+1 24— 16
(b) —— — ()% (f) ————
ry—3r+2y—=6 2y — 2 22 +4z+4
Solucgao:

(a) Utilizando o fator comum em evidéncia para fatorar 2z + 10 como

2(z 4+ 5), obtemos:
20410 2x+5)

r+5  x+5
(b) Utilizando a fatoragao por agrupamento para fatorar xy — 3x + 2y — 6

como (x + 2)(y — 3), obtemos:
y—3 y—3 1

oy —31+2—6 (r+2)(y—3) x+2

(c) Utilizando a diferenga de dois quadrados para fatorar * — 9 como (¢ +
3)(t — 3), obtemos:
t?—9  (t+3)(t—-3)

= —t—3
t+3 t+3
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(d) Escrevendo 3*> —2y+ 1= (y — 1) e 2y — 2 = 2(y — 1), obtemos:

y -2+l (-1 y-—1
2y — 2 2(y — 1) 2

(e) Escrevendo m?—n—m+mn = (m+n)(m—1) e m*+2mn+n? = (m+n)?,
obtemos:
m*—n—m+mn _ (m+n)(m—-1) m-1
m?+2mn +n2 (m+n)? Cm+n
(f) Escrevendo 2* — 16 = (22 —4)(2* +4) = (2 + 2)(z — 2)(2* + 4) e

22+ 4z 44 = (2 + 2)%, obtemos:

=16 (242)(2—-2)(2*+4)  (2—2)(2*+4)
224+4z2+4 (z+2)2 B z 42

Exemplo 1.11 Racionalize e simplifique ao maximo as seguintes fracoes

algébricas:

a) b c 2 2\/x 2 w3
WE OOET Ymee OSesn

Solugao: Racionalizando cada uma das expressoes, obtemos:

x v Nr  x-\r -

WETEET e Y

b b X\/a-\/B_b-\/a-\/B Vav'b
\/5

() ==

(©) 5 R R Y X (R CA
Vi \/_ \/_ \/_ V22 . \/_ V2 - \/_ 2a a
2\/1y? 2ws 2z %y P 2y 2-2,,3-1 8 2

(d) - - -

1
2 y? 22w 22y% 22w x 22271 x22 PAVE

Exemplo 1.12 Racionalize as seguintes fracoes algébricas:

a 1 t . 1 64/
©rs Oam O 0 pts
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Solucao:

(a) Neste caso, multiplica-se o numerador e o denominador por \/z + /2

para efetuar a racionalizacao.

L1 Vaeveo VI + V2 B
VI-VZ VE—V2 O VEHVE (Vi VR(VE V)
VZ+HV2 o o+ V2
(V)2 = (v2)? T —2
De forma semelhante ao item (a), obtém-se:
t \f 3 t(Vt=3)  t/t—3t
®) i3 Vi Vs T WS i
11 JIT+2 VT +2 T2
©) =2~ Jm—2 2 (Jay-o(yar2)  ay—d
6y 6y X\/ﬁ—\/ﬂzﬁﬁ(\/ﬁ—\/fy)
VI VE VT VI 20
NG o) R T N T

r—y r—Yy

(d)

1.2.3 Operagoes com fracoes algébricas
Vejamos a seguir algumas operagoes com fracoes algébricas.

Exemplo 1.13 Efetue as seguintes operagoes:

1 3 1 z-1 5 2 2z
42 b) — i
(2) T * 2z (b) x3 * * 22 (c)

zr—1 x+3

Solucao:
(a) Neste caso, o minimo miultiplo comum dos denominadores é 2z. Sendo

assim, tem-se:
1 3 243 5
20 2 2

(b) Neste caso, o minimo multiplo comum dos denominadores é 223. Sendo
assim, tem-se:

1 z-1 5  2422%(x—1)+5z  22° —22° + 5542

3 x 222 213 223
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(c) Neste caso, os denominadores nao possuem fatores comuns, portanto o
minimo multiplo comum serd o produto dos denominadores, ou seja, sera o

produto (x — 1)(z + 3). Sendo assim, tem-se:

2 2z 20 +3) —2z(x—1) 22> —4x -6

t—1 z+3  (z—1)(x+3)  (zt—1)(x+3)

Exemplo 1.14 Efetue as seguintes operacoes:
Y 3 2x 5 r—1 2x
_ b _ _
@ 5 ez P g R B
Solucgao:

x—1 22-1

(a) Neste caso, o minimo multiplo comum dos denominadores ¢ 2z + 4.

Sendo assim, tem-se:

y 3 2y-3
r+2 20+4 2r+4

(b) Neste caso, lembrando que 2 — 1 = (z + 1)(z — 1), o minimo muiltiplo

comum dos denominadores é 22 — 1. Sendo assim, tem-se:

21 5 2¢(x+1)—5 22 +22 -5

r—1 2-1 2 —1 2 —1

(c) Neste caso, lembrando que z? + 2z + 1 = (z + 1), 0 minimo mltiplo

comum dos denominadores é (z + 1)?. Sendo assim, tem-se:

r—1 2z _x—1 20 (e—1)(z+1)—2z 2°—2r-1
r+1 22420+1 x+1 (z+1)2 (x +1)2  (p+1)?
Exercicios

1. Fatore as seguintes expressoes:

(a) 1222 — 242 + 18 (c) Bay — 2y°2x (e) —22% — 82°
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(b) 2° + 2* + 2? (d) 3zw* + 1223w? (f) 323y? + 622y°

. Fatore as seguintes expressoes, utilizando a fatoragao por agrupa-

mento:

(@) 2?+22—x—-1 ()a®—a2? -z +1 (e) 2% — 3z +2zy — 6y
)z —2*+2x—1 (d)28—2"+2x—1 (f) 622 —8zy — Yax + 12ay

. Fatore o numerador e o denominador e simplifique:

(a):v—i—ax—i—y—i—ay <>y:c2—|—2x—|—2xy—|—4
c
rT+y xy + 2?2 + 2y + 22
2z — 2 -z —1
b -
()1‘4—1'5—1’2+ZL' <d)x3—x2—x—|—1

. Fatore as seguintes expressoes:

(a) 42% —1 (c) x* — 16 (e) %y + 2% — 49y — 49

(b) 3622 — 25y* (d) 25 — 924 (f) 28 — 8122 — y2x + 81y?

. Fatore o numerador e o denominador e simplifique:

% — 36 2422 —dr —4
(a) (c)

x4+ 6 T+ 2

20 —4 2.2 .2 2
(b) 455 (d)xy T y +1

x*—16 ry—xv+y—1

. Fatore as seguintes expressoes:

(a) 22 — 122 + 36 (d) a* + 42 +4
(b) 422 4+ 122 + 9 (e) x® — 62% + 9z

(c) 9y? — 30y + 25 (f) 2%y + 22y — 32® — 6z +y — 3
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7. Fatore o numerador e o denominador e simplifique:

2%+ 8x + 16 ’+x
(a) ———— ©) 575
x+4 ¢ +2x+1
37 —9 e
(b) 5—— (d)
r* — 6z +9 3 =222+

8. Fatore as seguintes expressoes:
(a) 23 +1 (c) 272% + 1 (e) 23y + 223 — 64y — 128
(b) 23 —1 (d) z* — 8z (f) 2% — ¢S

9. Em cada caso, fatore e simplifique:
3 —1 3z +6 3+ 125 Sv+y? — 8z —8
(a) (b) 75 ) e ()T
x—1 x°+8 x? —25 y:+2y+4

10. Em cada caso, faca a racionalizacao do quociente e simplifique ao
maximo:
2%2 3 2
@ -V (&)
V3z a - Vb2 VY — V3
1

3t
Vi—/3

() 2a y? —2 (i m —4y/m+4
v Va? y—V2 Vim =2

(h)

11. Efetue as seguintes operacoes:

4 5 8 3z 5 z—1 2z + 3 3z —1

@35tz m © (©) T e 9 29

x+2_x2+:1;+1

2 3 oxr+1 223 2x 3x
b ——+2 (d — f
<)x—4 2x+ <)x+2 x2—4 (>x+1+x3+x2+2x+2
x x
:v—2+:v+2
12. Simplifique a seguinte expressao: ~— -

r—2 x+2
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13. Simplifique cada expressao ao maximo possivel:

(x4 h)?* — 22

() S (b)

Respostas

1.

(a) 6(22% — 4z + 3)
(b) 23(@? + x4+ 1)
(a) (2* = 1)(z +1)

(b) (2* + 1)(z = 1)
(a) a+1
(a) 2z +1)(2z —-1)

(b) (6z + 5y)(6x — 5y)

(¢) (@* +4)(z +2)(z - 2)

. (d)x—6

2

(b) (2 +4)(x + 2)

(a) (x —6)

(b) (22 + 3)?

(a) z+4

(a) (x+1)(2z* =z +1)
(b) (x—1)(z?+z+1)

(c) 3z +1)(922 — 3z + 1)

() zy(5 - 2y%2)
(d) 3zw?(w? + 42?)
(c) (@ = 1)(z—1)

(d) (" +1)(x = 1)

(o +h)* — Vith- i
h O

(e) —223(1 + 42%)

(£) 32292 (x + 2%)

(e) (z+2y)(z —3)

(£) (22 — 3a)(3z — dy)

r+1
r—1

yxr + 2
y+x

()

(d)

(d) 2*(x + 3)(x — 3)

(e) (@ +T)(@—7)(y+1)

(f) (z+y) (= —y)(z+3)(z - 3)(z* +9)
(c) (z+1)(z—2)

(d) (-1 +1)

(e) (x —3)?

() (y = 3)(x +1)°

(d) z+1

(d) z(z — 2)(2? + 22 + 4)
(e) (y+2)(x — 4) (22 + 4z + 16)

(f) (z+y)(@? — 2y +y*)(z — y)(@® + 2y +9?)
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3 2 _5x+25
9. 2441 -2 x -z d —2(x+1
(a) 22 + ® oz © == (d) (y=2)(=+1)
10, (a) 203z @ 3/ al © 2(y +V3)
‘ 3 ab & 73
& 2 T+ 1
(b) (V24 1)Va? (e) fi (h) —vi— V3
x r—1
(c) 2Va® (f) y+v2 (i) /m — 2
1522 + 162 — 96 223 — 522 + 92 + 2
11. e T -
(2) 127 (d) 22— 4
422 — 152 + 12 22 —19z — 6
b)) s (©) - F 37 gt ar
da* + 423 — 722 — 152 — 10 23 + Tx

()

(f)

x4 + 323 + 222 3+ 22420 +2

12. =
1
13. (a) 2z + h (b) 322 + 3zh + h? ¢) —
()\/a:—i-h—i-ﬁ

1.3 Polindmios em uma variavel

Os polindémios representam um importante estudo dentro da matemaética
e permeiam varios assuntos em diversas areas do conhecimento cientifico.
Nesta secao, faremos um estudo resumido sobre alguns aspectos dos polino-

mios de uma variavel.
Definigao 1.15
Um polinomio na varidvel x é uma expressao algébrica do tipo

ant” + ap_ 12"+ .. a1z + ag

onde n € Ne ay,a, 1,...,a1,ay sS40 nimeros reais, tais que a,, # 0.

O nimero n é chamado de grau do polinomio.
Os nameros a,, a,_1,...,a1,ay sao chamados de coeficientes do polino-
mio.

O numero a,, é chamado de coeficiente dominante do polinomio.
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Exemplo 1.16 O polinémio z2 — 5z + 6 é um polindmio de grau 2 e coefi-

cientes ao =1, a; = —5 e ag = 6.

Os polinomios de grau 0 sao chamados de polinomios constantes, os de
grau 1 de polinomios de primeiro grau, os de grau 2 de polinomios de seqgundo
grau, e assim por diante.

As expressoes a,x", a,_12" L, ..., a1z e ag que formam um polinémio
sao chamadas de monomzios ou termos do polinomio.

O monomio aq é chamado de termo constante.

Exemplo 1.17 O polinémio —2z°+ 2* + 322 — 2 é um polinémio de quinto

grau formado pelos monomios —2x°, x, 322 ¢ —x.

Um polinémio formado apenas por dois mondémios é chamado de bino-
mio, e um polinomio formado apenas por trés monomios é chamado de

trinomio.

1.3.1 Operagoes com polinémios

As operacoes de soma, subtracao, multiplicagao e divisao de dois po-
linomos estao diretamente relacionadas as operagoes com os monoémios que

formam esses polinomios.

Soma e subtracgao

Lembre que sé se pode somar monomios semelhantes, isto €, que tém o
mesmo grat.

O resultado da soma de dois monomios semelhantes é um monémio cujo
coeficiente é a soma dos coeficientes dos dois monomios (exemplo: 4x3 +
223 = 623). A subtragio também sé vale para monomios semelhantes.

A soma (ou subtragao) de polindémios serd a soma (ou subtragao) dos

monomios que formam os polinomios dados.

Exemplo 1.18 Determine a soma dos polindmios

3xt +22° — 22 + 2 + 1 e 2t =22 —20+5
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Solugao: Para obter a soma (3z* + 223 —2? + z + 1) + (2* — 2 — 22 +5),

somamos os coeficientes dos monomios de mesmo grau, ou seja,

3xt +22° — 22+ 20+ 1

+ 2" 4+02° —2* - 22 +5

Azt +22° — 207 + 0z + 6
Portanto, o polinomio resultante da soma é 4z + 223 — 222 + 6.
Exemplo 1.19 Dados os polindmios
3zt + 223 — 22 4+ 20+ 1 e =2 —22+5

determine a subtracao do primeiro pelo segundo.

Solugao. Para obter a subtragao
Bz +22° =2 + 2+ 1) — (2* — 2* — 22 + )
subtraimos os coeficientes dos monoémios de mesmo grau, ou seja,

3xt + 2% — 22 + 20 + 1

— 240 -2 —22 45

20t + 223 + 022 + 42 — 4

Portanto, o polindmio resultante da subtracao ¢ 2a* + 223 + 42 — 4.

Multiplicagcao
Lembre que o resultado da multiplicacao de dois monomios é um mono-
mio cujo coeficiente é o produto dos coeficentes dos dois monomios multi-
plicados e cujo grau é a soma dos graus. Por exemplo: (3z2)(2x°) = 6.
Para efetuar o multiplicacao de dois polinomios, deve-se multiplicar cada
monoémio do primeiro polinomio por todos os monomios do segundo polino-

mio. O produto sera o polinomio resultante destes produtos.
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Exemplo 1.20 Efetue o produto dos polinomios: z? —3x+2 e 3z—1.

Solugao: Utilizando um método semelhante ao utilizado para a multipli-

cacao de nimeros inteiros, obtemos:

22 —3r+2
x 3r—1
3x° — 12
—922 + 3x
+ 6x — 2

3x® — 10x” + 92 — 2
Portanto, o polinomio resultante da multiplicacao é 32® — 1022 + 9z — 2.
Divisao
Analisando a sequéncia de passos a seguir, certamente vocé se lembrara

do algoritmo da divisao utilizado para realizar a divisao de niimeros naturais.

173112 173112 173112 173112 173112 173112

1 ~12 1 =12 1  —12 14 —12 14 —12 14
53 53 53 53
—48 —48
5

Utilizando o algoritmo da divisao, podemos escrever:

173 = 12 x 14 +_5
~— ~ ~ ~—
Dividendo Divisor Quociente Resto

A divisao de polinomios sera realizada de forma muito similar ao desen-
volvimento acima, mas utilizando monomios ao invés de algarismos.
Lembre que o resultado da divisao de dois monomios é um monomio cujo

coeficiente é o quociente dos coeficentes dos dois monomios multiplicados e

_ 4,2

cujo grau é a subtracao dos graus. Por exemplo: (42°) + (3z") = 3

X

Exemplo 1.21 Efetue a divisao (22 + 3z +4) + (z + 1).

Solucao: Neste exercicio, vamos detalhar cada passo da divisao. Podemos

reescreve-la na forma

22 +3r+4| z+1
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onde o polinémio 22 + 3z + 4 é o dividendo e o polindmio x + 1 é o divisor.
Note que os monomios do dividendo e do divisor devem ser escritos com
os graus em ordem decrescente.
Primeiramente, dividimos o monomio de maior grau do dividendo pelo
monomio de maior grau do divisor, ou seja, 2 = z. Como o resultado é z,

entao x serd o primeiro monomio do quociente da divisao, e escrevemos:

22 +3r+4| x+1

X

Agora multiplicamos x por =+ 1 para obter 22 +z. Este passa a subtrair

o dividendo, ou seja,

2 +3r+4] z+1

—(2% + z) x

Efetuando a subtracao, obtemos:

2?2 +3x+4| z+1

—Iz—l’ T

20+ 4

Desta forma, o processo de divisao realizado até agora deixou um quo-
ciente igual a = e um resto (parcial) igual a 2z + 4.

Note que o procedimento acima é valido sempre que o grau do divi-
dendo é maior ou igual ao grau do divisor. Continuaremos o processo agora
considerando 2z + 4 como dividendo e x + 1 como divisor.

Repetimos este processo até que o quociente tenha grau menor que o
grau do divisor. Como 2x + 4 tem grau 1 e o quociente z + 1 também
tem grau 1, prosseguimos com a divisao. Da mesma forma, dividimos o
monomio de maior grau do dividendo, que agora é 2x + 4 pelo monomio de
maior grau do divisor, ou seja, 2x + x. Como o resultado desta divisao é 2,

entao somamos 2 ao quociente que haviamos obtido no passo anterior, ou

22 +3r+4| z+1

—2? -z T+ 2

seja,
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20 +4
—(22+2)

Efetuando a subtracao, obtemos:

P +3r+4| v +1
—z? —x T+ 2
20+ 4
—2x — 2
2
Como o polindomio contante 2 tem grau menor que o grau do quociente
(x 4+ 1), ent@o a operagao de divisao foi finalizada.

Portanto, podemos reescrever o polinomio dado na forma:

> +3r+d=(x+1) (v +2)+_2

Dividendo Divisor Quociente Resto

Ou podemos escrever que:

2+ 3rx+4
- —r42+4
x+1 x+1

Exemplo 1.22 Efetue a divisao (z? — 5z + 6) + (z — 2).

Solugao: Vamos proceder exatamente como no exemplo porém de

forma mais resumida. Os passos foram numerados para facilitar a compre-

€ensao.
Primeiro passo Segundo passo Terceiro passo
2?2 —51+6| 2 —2 22 —5x+6| . —2 2?2 —5r+6| . —2
x —z22 4+ 22 x —x® + 2z x
—3r+6
Quarto passo Quinto passo Sexto passo
22 —5r+6| x—2 22 —5x+6| v —2 22 —5r+6] x—2
—x® + 2z r—3 —a® + 2z r—3 —x® + 2z r—3
—3x+6 —3x +6 —3x +6
3r —6 3r — 6

0
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Portanto, podemos reescrever o polinomio dado na forma:

22 —524+6=(r—2) (r—3)

Dividendo

~——

Divisor Quociente

No exemplo [[.22] temos uma divisao ezata, ou seja, o resto é igual a

Z€ero.

Nestes casos, se diz que o polinémio z? — 5z + 6 é divisivel por = — 2, ou

ainda que o polindmio z — 2 divide o polinomio 22 — 5z + 6. Assim, podemos

escrever:

> —b5r+6
Tz —2 a

z—3

Exemplo 1.23 Efetue a divisao (z* + 2% — 52? — 4w + 4) + (22 — 4).

Solugao: Descrevendo detalhadamente cada passo da divisao, temos:

Primeiro passo

xt 4 5?2 —dr+4| 22 —4
2

T

Terceiro passo
a2’ —ba? —4x+4| 2> —4
—xt + 422 x?

3 — 22 —dr+4

Quinto passo
o423 — 522 —dx 44| 22 —4
—z? + 42° 4
23—z -4z +4
—a3 + 4z

Sétimo passo
g+ 23 -5z —4x+4| 22 -4
—zt + 42 24 r—1
22 —2? —4a+4

—x3 + 4x

Segundo passo

xt 4?52 —dr+4| 22 —4
2

—z? + 422 x

Quarto passo

2t -5 —dr+4| 22 -4

—xt + 422 2+

3 —x?—dr+4

Sexto passo

2t =52 —dr+4| 22 —4

—? + 422 4+
22— 2?2 —4x +4
—z3 + 4z
—z? +4

Oitavo passo

x4 -5 —dr+4| 22 —4

—xt + 422 ?4+r—1

-2 —dr+4
—x3 + 4x
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—22 44 —22+4
x2—4

0

Portanto, podemos reescrever o polinomio dado na forma:

g2 -5t —dr 4= (2" —4) (2 +2 1)
. .V -~ Vv
Dividendo Divisor Quociente

No exemplo [1.23] temos novamente uma divisao exata, que pode ser

escrita como
2t =5 —dr+4

2
p =z°+x—1

Exemplo 1.24 Efetue a divisao (22 + 7z + 11z — 4) + (z* + 3z — 1).

Solugao. Destacando apenas os passos principais da divisao, temos:

Pimeiro passo Segundo passo
22+ 72411l —4| 22+ 3z — 1 2T+ 1le —4| 22+ 3z — 1
—2® =32’ +x T —2® —32* +x r+4
4% + 122 — 4 42?2 + 122 — 4
—4x% — 122 +4
0

Portanto, podemos reescrever o polinomio dado na forma fatorada:

2+ 7+ 1le —4 = (2* + 3z — 1)(x + 4)

Exemplo 1.25 Efetue a divisdo (2° — 22* + 523 — 822 + 5z — 3) + (22 + 4).
Solugao. Os trés principais passos da divisao sao:

Primeiro passo

x® — 22* 4+ 5a® — 8x? + 5 — 3 x2 44
—xP — 423 3

—2xt 4+ 2% — 822+ 5x — 3

Segundo passo
2% — 2x* + 52 — 8% + 5w — 3 r°+4
—° — 423 3 — 222

2t 4+ 2 — 82+ 5x — 3
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224 + 822
34+ 5xr—3

Terceiro passo

x® — 224 + 52% —8x2 + 5xr — 3 244

—° — 423 - 222+ x
—22* + 2% — 82% +5x — 3
2% + 822
2%+ 52— 3
—2% —4x
x—3

Uma vez que o grau do polinémio x — 3 é menor que o grau de x2 + 4
(quociente), a divisao deve ser encerrada.

Portanto, podemos reescrever o polinomio dado na forma:
2° — 22 +52° — 82 +5r —3 = (2 +4)(2® - 22* + )+ -3

Um caso especial de divisao de polinémios ocorre quando o divisor é
um binomio de primeiro grau. Esses casos sao particularmente tteis em
disciplinas de calculo, no contetudo de limites, e daremos um enfoque especial

a eles. Para isso, comegaremos com a definicao de raiz de um polinémio.

Definicao 1.26

Um ntimero real a é raiz do polinémio a,z" + a,_12" ' + ... a1z + ag se
ana™ + ap_10" "t 4 ... a1a + ag = 0.

Exemplo 1.27 O nimero 1 é raiz do polindmio x2 — 4z + 3. De fato, basta

notar que (1)2 —4(1)+3=1-4+3=0.

Exemplo 1.28 O nimero —2 é raiz do polinomio 2® + 322 + 3z + 2. De
fato, basta notar que (—2)% +3(—=2)2 +3(-2)+2=-8+12—-6+2 = 0.
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Proposicao 1.29

Um polindémio anx™+an_12" ' +... a1z +ag é divisivel pelo binémio x —a

se, e somente se, a for raiz deste polinomio.

Exemplo 1.30 O polinémio 22 — 4z + 3 é divisivel pelo bindémio x — 1, pois

o nimero 1 é raiz do polinomio dado.

Exemplo 1.31 Verifique se o polinoémio z2 + 322 + 2z ¢ divisivel pelo bind-

mio x + 1 e, em caso afirmativo, fatore o polinomio dado.

Solugao: Note primeiramente que —1 é raiz do polindomio x® + 322 + 2z.
De fato, perceba que (—1)*+3(—1)*4+2(—1) = —1+3—2 = 0, portanto,
23 4 322 + 2x é divisivel por z + 1. Efetuando a divisao, pode-se obter a

forma fatorada do polindmio como % + 322 4+ 2z = (z + 1)(2% + 2x).

Exemplo 1.32 Verifique se o polinomio x* — 822 — 4x + 3 ¢ divisivel pelo

binomio x — 3 e, em caso afirmativo, fatore o polinomio dado.

Solucgao: Substituindo = por 3 no polindomio z* — 8% — 4x + 3, obtemos:
(3)* —8(3)* —4(3)+3=81-72—12+3 =0

Portanto, z* — 822 — 4z + 3 é divisivel por z — 3.
Efetuando a divisao, pode-se obter a forma fatorada do polinémio como
2t — 82 —dr +3= (2 +32* + . — 1)(z — 3).

Exemplo 1.33 (a) Prove que o polinémio x* + 223+ 3x + 6 é divisivel pelo
binomio x + 2. Escreva este polinomio na forma fatorada.

(b) Prove que o polinémio x —3z+2 é divisivel pelo binémio z+2. Escreva
este polinomio na forma fatorada.

(c) Utilize os itens anteriores para simplificar a seguinte fragao algébrica:

2t + 223+ 32 +6
3 — 3z + 2

Solugao: (a) Substituindo x por —2 no polindémio x*+2x3+3x+6, obtemos:

(—2)'+2(-2)*+3(-2)+6=16—-16—6+6 =0
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Portanto, 2* + 223 + 3x + 6 é divisivel por z + 2.
Efetuando a divisao, pode-se obter a forma fatorada do polinémio como
ot + 223 + 32+ 6 = (23 + 3)(z + 2).

(b) Substituindo x por —2 no polindémio x* — 3z + 2, obtemos:
(=2) =3(-2)+2=—-8+8=0

Portanto, x® — 3x + 2 é divisivel por x + 2.
Efetuando a divisao, pode-se obter a forma fatorada do polinomio como
23 —3r+2= (2 -2z +1)(z +2).

(c) Simplificando a fragao algébrica dada, obtemos:

' +22°4+32+6 (2 +3)(x+2) 3 +3

3 -3r+2  (2-22+1D)(xz+2) 22-22+1

1.3.2 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Uma ferramenta bastante pratica para efetuar a divisao de um polinémio
"™ 4 Ay 12"+ o™ 4 . az + ag

por um monomio da forma x — a é denominda como o dispositivo pratico de
Briot- Ruffini.

Note que, ao efetuar esta divisao, podemos escreveé-la da seguinte forma:
CLnLUn + anilxnfl + .. ar+ ag — (Q; — a) . (bnilxnfl + -+ box + bl) + r

(. J
e -~

vV
dividendo divisor quociente

resto

O dispositivo Briot-Ruffini consiste em um método pratico para encon-
trar o quociente e o resto na divisao acima.
A utilizagao deste dispositivo consiste basicamente em dispor o niimero

a e os coeficientes do polindmio dado e seguir os seguintes passos:

a ‘ Ay, Ap—1 Ap—2 Ce aq ‘ ao
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Primeiro passo: na segunda linha, logo abaixo de a,,, reescreva o coeficiente

a,. Este serd o primeiro coeficiente do quociente, ou seja, a,, = b,_1.

a | Ap Ap—1 Ap—2 Ce ai | ap

An

brn—1

Segundo passo: logo abaixo de a,_1, escreva b,_1 - a + a,_1. Este serd o

segundo coeficiente do quociente, ou seja, b,_o = b,_1 - a + a,_1.

a | Qp Ap—1 Ap—2 e ay | Qg

bn—l bn—l N |
N————

bn—2

Terceiro passo: logo abaixo de a,_o, escreva b, o - a + a,_o. Este serd o

terceiro coeficiente do quociente, ou seja, b,_3 = b,_2 - a@ + @, _s.

a | Ap Ap—1 Qp—2 e ai | agp
bnfl bnf2 bnf2 R )
—_—
bn—3

Continuando este procedimento até o passo n, obtemos o passo n + 1,
como segue:

Passo n + 1: na segunda linha, logo abaixo de ag, escreva a; - a + ay.

a | Gy Ap—1 Ap—2 .. ap ao
bn—l bn_Q bn—3 c. b() bo - a+ ag
——
'
Os numeros b,_1,b,_s,...by encontados na segunda linha serao os coe-

ficientes do polinomio resultante da fatoracao.
O termo by - a + ag é o resto da divisao. Desta forma, se by - a + ag = 0,
a divisao é exata.

Exemplo 1.34 Utilize o dispositivo Briot-Ruffini para efetuar a divisao do

3

polinémio x* — 22 — 92 + 6 pelo bindmio x — 4.

Solugao: Neste caso, tem-se a =4, a3 =1, as = —2, a; = —9 e ay = 6.
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O dispositivo Briot-Ruffini possibilita determinar os coeficientes by, by €

by e o resto r na expressao abaixo:
3 9.2 — (A, 2
g’ 220" —9r 4+ 6=(x—4) (b —i—Ex +bo)+ 7

VvV
dividendo divisor quociente resto

Dispondo o ntimero 4 e os coeficientes do polindmio dado, tem-se:

G‘Gg as al‘ao 4‘1 -2 —9‘6
Primeiro passo Segundo passo
4] 1 -2 96 4] 1 -2 9|6
~— ~— =~
bo by by=1-4-—-2
Terceiro passo Quarto passo
41 -2 -9 |6 4|1 -2 9| ¢
1 2 —1 1 2 -1 2
— =~ —— ~ =~ <~
ba by bo=2-4—9 b by bo r=-1-44+6
Portanto, by = 1, by = 2, by = —1 e r = 2. Podemos escrever a divisao

de polinémios da seguinte forma:

3_ 6.2 AN (2 _
0 —=20" =9 4+6=(r—4)- (" +22v - 1)+ 2

~
dividendo divisor quociente resto

Exemplo 1.35 Utilize o dispositivo Briot-Ruffini para efetuar a divisao do

polinémio 2z + 623 — 5z — 15 pelo bindmio x + 3.
Solucgao: Dispondo o nimero —3 e os coeficientes do polinomio dado, tem-

se:

ala; a3 ax aa ~3|2 6 0 —5|-15
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Primeiro passo Segundo passo
-3/2 6 0 -5[-15
5 -3 2 6 0 —5|-15
P4 2 0
bs by =2(-3)+6
Terceiro passo Quarto passo

-3/ 2 6 0 -5 | -15
NN N
b3 b2 b1 bo r=-5(=3)+15

Neste caso, o resto da divisao é igual a zero, portanto a divisao é exata.

Pode-se escrever a divisao de polinomios da seguinte forma:

22" +62° — 5z — 15 = (v +3) - (22 — 5).
—

divisor quociente

dividendo

Exercicios

1. Efetue as seguintes divisoes de polinémios:
(a) (2?2422 +5) =+ (v — 1)
(b) (2% —x — 12) = (x + 3)
(c) (2% + 622 + 22 —5) =+ (v — 2)
(d) (z* + 523 =322 + 22+ 1)+ (2 —x + 1)
(e) (z* —32% —4) + (2? — 4)

(

) (
f) (z* —22% — 2 +9) + (2* + )
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(g) (@ +at+a+a?+o+1)+2?

(h) (25 — 2+ 223 +2*> —x + 1) + (-2 — 20+ 3)
(i) (=% — 223 4+ 42® + 22 + 6) + (4 — 23)
(

j) (225 + 4t — 23 — 1) + (23 + 222 + 1)

. Em cada caso, utilize o dispositivo Briot-Ruffini para efetuar a divisao

do polinomio pelo binomio:

(a) polinomio: x? — z + 2; binémio: x — 2
(b) polinomio: z* — 8z + 3; binomio: z + 3
(c) polinomio: z* + 3z* + 3x; bindmio: x + 2
(

d) polinoémio: 2z* — 92% + 42? — 22 + 3; binoémio: = — 4

Respostas

1.

a) 22 +22+5=(z—1)(z +3)+8

b) 2? —x — 12 = (z + 3)(z — 4)

c) 23 4+ 622 + 22 — 5= (v — 2)(2® + 8z + 18) + 31

d) 2+ 523 - 322 + 22+ 1= (2> —2x + 1)(2® + 62 +2) — 22 — 1

e) 2t — 322 —4 = (22 —4)(22 + 1)

(
(
(
(
(e)
(f)at =222 —2+9=(2>+2)(2? —2—-1)+9

(g 2°+at+23+22+o+1=22@+22+2+ 1) +a+1

(h) 2% —2* + 203 + 22 —x 4+ 1= (-2 — 20+ 3)(—2® + 2) + 622 — 4o + 1
(i) —2° —223 + 42 + 22+ 6 = (4 — 23) (22 +2) + 22 — 2

(

j) 225 +dat — 23 — 1 = (23 + 222 + 1)(22% - 1)

a)zl—z—-2=(x—-2)(x+1)+4

(

(b) 23 =8z +3 = (z +3)(2? — 3z + 1)

()23 +322+3z=(z+2)(2® +z+1)—2
(

d) 22* — 923 + 422 — 22+ 3= (223 — 22 - 2)(x —4) -5
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1.4 Exercicios extras para fixacao

Nesta segao, lancaremos alguns exercicios para o leitor retomar e fixar

os assuntos abordados neste capitulo.

1. Calcule:
@22 @2 (@7 0 &
(b) (=2)° (d) (=22 ()37 (h) 83
2. Calcule:
@V @ i ©VIVE () 1B

(b) v/—216 (d) /0,125 (f) V3V7v21  (h) \é}\/gﬁ

2

S

3. Desenvolva os produtos notaveis abaixo:

(a) (V2 +2)? (b) (V2= V3)? (c) (V2=V3)(V2+V3)

4. Calcule: (a) VVE—V3-VVE+V3 (b) V4 — 174+ V17

5. Racionalize o denominador das seguintes expressoes:

0l oV ol @i g B
W 0 O @ (e)

6. Racionalize o denominador das seguintes expressoes:

2 V5 V3 VB3
DET Pgm 95w 95w
2 VIR TN B .
V3 V3—-v2 V6 V3+1 V242

8. Classifique cada afirmagao abaixo como verdadeira ou falsa:

7. Calcule: (a) ++v3  (b)
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(a) (v +y)*=2"+y° (c) x_; — gt (e) (—2)® = —a®
x

(b) 27 2% = 2! (d) (—2)* = —2? () z° - y* = (zy)’

9. Simplifique as expressoes:
a'y? z® —y? 2 — xy
) o © © =
2232w 22+ 22 +1 TZ + 1w+t yz +yw
f
(b) r3ytw? (d) x+1 (0 Tty
10. Mostre que (2™)™ # 2™".
Respostas

1 ()4 (b) -8 ()256 ()64 (1 (HL (8 (b
2. (a)12 (b)) 6 ()3 @3 ()6 21 (g5 M3
3. (a) 6 +4v2 (b) 5 —2v6 (c) —1
4. (a) V2 (b) —1
@VvE o ) ©f @ @ @
6. (a) vV3—1 (b) 3¥5-Y/10 (c) YA5+V6 (d) 5+2v6
7. (a) 5\3/5 (b) 3+§x/€ (c) (\/5—1)2(\/5—3)
8. (a) F (b) F (©) V ) F (e) V )V
9. (a) 2ty (b) ziu (c)zx—y (d) z+1 (e) x ) w+z
10. Isso pode ser mostrado com um contraexemplo.
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