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Capitulo 1

Introducao

O surgimento dos computadores digitais possibilitou o desenvolvimento
das variadas aplicagoes praticas da teoria de controle discreto em sistemas
industriais por meio de microcontroladores e computadores digitais. Nas
ultimas décadas, o preco dos computadores digitais caiu consideravelmente,
o0 que permitiu a ampla aplicagao pratica da teoria de controle discreto,
principalmente devido ao baixo custo dos microcontroladores; a grande fle-
xibilidade de configuracao que é realizada via software; a grande capacidade
de armazenamento; a adequacao a aplicacao, a que sao mais robustas a va-

riagoes ambientais, e possui maior imunidade a ruidos.

Sendo os sistemas discretos amplamente utilizados, uma das ferramentas
usadas para analise e projeto é a transformada z, a mesma que foi proposta
na teoria de probabilidade como fungao geradora por Moivre (1730), con-
forme se discute em Jury e outros (JURY]| 1964; POULARIKAS, [2010;
HAZEWINKEL; [2012).

Neste capitulo, serao introduzidas as defini¢oes e propriedades da trans-
formada z. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as obras relevantes
nas referéncias bibliograficas (KUO) [1992; OGATA| 1995; PHILLIPS; NA-
GLE, [1995; [FRANKLIN; POWELL; WORKMAN| [1998; [FADALI; VISI-
OLI, [2009).
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A escolha da frequéncia de amostragem é importante para poder recu-
perar a informacao do sinal original. Na vasta literatura de sistemas de
controle discreto, sao propostos diversos métodos para calcular a frequéncia
de amostragem (ASTROM; WITTENMARK, [1990; OGATA,, [1995; FRAN-
KLIN; POWELL; WORKMAN]| [1998; [LANDAU; ZITO, 2006} [FADALI,
VISIOLI, 2009; GOPAL] 2009; [FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINT,
2013).

Neste livro, adotaremos a regra proposta em Meza, (2020)) para escolha

do periodo de amostragem 7.

Definicao 1.0.1 O periodo de amostragem T ficard no sequinte intervalo:

T << T
400.)1_ _4W1

(1.1)

na qual wy corresponde a maior frequéncia presente no sistema em andlise.

1.1 Relacao entre a transformada de Laplace e a

transformada z

Supode-se que se tem um trem de impulsos conforme mostrado na Figura
e que existe um sinal continuo conforme mostrado na Figura A
funcao representada na Figura[l.1a]é denominada o pente de Dirac, também
conhecida como funcao de amostragem, e é uma funcao generalizada obtida
a partir da funcao Delta de Dirac. Amostrar um sinal continuo, como o da
Figura [I.1b] ¢é realizar o produto do sinal da Figura |l.1a] com o sinal da

Figura [I.1b] o que resulta no sinal amostrado da Figura [l.1c
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or(e) oy
L * e e S0 L B
AT, —4T, 2T, -7, 0 T, 2T, 41, AT,  f 0 i
(a) Trem de impulsos. (b) Sinal continuo.
Fo g
- ~

=
7/ - - -
. A -
N [N
T, 21, a1, AT,

—AT, —4T, =27, -T.

(c) Sinal amostrado.

Figura 1.1: Relagao entre a transformada de Laplace e a transformada z.

O trem de impulsos ou pente de Dirac é definido como um conjunto
infinito de funcoes delta de Dirac espacados em multiplos inteiros de T,

como segue:
or(t)= Y o(t—kT.)
k=—oc0
no qual §(t) é a fungao delta de Dirac e k é um ntmero inteiro.

Sejam representados o sinal continuo (ou sinal analégico) como f(t) e o
sinal amostrado como f*(t). Defina-se o sinal amostrado como o produto

de f(t) e 07(t) como segue:

f(t) = f)or(t) = Y f()6t—kT),

k=—o00
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Determine-se a transformada de Laplace de f*(t):

F*(s) = L{f"(t)}
—£{ > fwt -k}
k=—0o0
se sabe que f*(t) é constante no instantes k T, assim:
k=—oc0
se sabe que £{6(t — kTy)} é e **T* se segue:

= i f(kTy)e kT

k=—00

Desta maneira:

Obtém-se:

Fi(s)= Y f(kT)z""
k=—0o0
e, realizando a substitui¢ao de F*(s) por F(z), temos:

F(z)= Y f(kT)z"

k=—o0
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A equagao ([1.3]) é a definigao da transformada z bilateral e a equagao
(1.2) mostra a relagao de transformagao entre o plano s (plano continuo) e

o plano z (plano discreto).

1.2 Definicao da transformada z

Neste livro, consideraremos que todos os sinais sao causais, isto é, que,
em instantes de tempo negativos, os sinais sao nulos. Para os sinais causais, é
definida a transformada z unilateral. Seja f(¢) um fungao continua definida
parat > 0 e seja f(kTy) o sinal amostrado de f(¢) para k =0, 1,2, ..., 0

que pode ser representado como uma sequéncia { f(k75)}.

Definigao 1.2.1 A transformada z de f(t) € definida como:

Z{fW)} = Z{f(kT)} =F(2) = Y _f(kT. (1.4)

onde F(z) € a transformada z de f(t).

A Definigao [I.2.1] é utilizada para determinar a transformada z de qual-
quer funcao ou sequéncia. A Tabela[l.Tmostra algumas funcoes comumente

utilizadas e suas respectivas transformadas z.

Tabela 1.1: Transformadas z.

F(s) f(@®) f(KTs) ou f(k) F(z)
1
- 1(t) 1(k) :
s z—1
1 Ts
- t kT, -
s (z—1)
1 —at —akTs Z
s+a € ¢ 2 — e—aTs
w z sen(w Ts)
t kT
R sen(wt) sen(wk Ts) 2~ 22 cos(@T) £ 1
s 22 — 2 cos(wTs)
t kT
R cos(wt) cos(w k Ts) 22— 22 cos(wTo) £ 1
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F(s) f(@®) f(KTs) ou f(k) F(z)
- e %t sen(wt) ek Ts sen(wk Ts) ez sen(wTh)
(s +a)? + w? 22 —2e=9Ts 2z cos(wTs) +e2aTs
s+a Cat —akT 22 — e 2Ts z cos(w Ts)
VY] t anrts kT
GTario? e~ %t cos(wt) e cos(wk Ts) 22T 5 cos@Ty) + o247
ak z
z—a
ab1 k> 1 !
z—a

No Apéndice [A] Tabela [AT] é mostrada uma lista com maior nimero

de fungoes continuas e discretas com suas transformadas de Laplace e/ou

transformadas z, respectivamente.

Outro método para determinar a transformada z de uma funcao é o
método da integral de convolu¢do. A transformada z inversa de F(z) d4
como resultado uma sequéncia no tempo f(kTs). Os métodos para deter-
minar a transformada z inversa de uma fungao sao: (i) a divisao direta,
(ii) a computacional, (iii) a expansdo em fragdes parciais, (iv) a integral
de contorno. Para exercicios exemplo desses conceitos e como determinar a
transformada z de diversas funcoes, o leitor pode consultar as referéncias bi-
bliograficas (KUO, 1992; (OGATA, 1995 |PHILLIPS; NAGLE;, [1995; FRAN-
KLIN; POWELL; WORKMAN]| [1998; [FADALI; VISIOLI, 2009, MEZA|

2020)).

1.3 Propriedades da transformada z

1. Linearidade. Sejam F'(z) e G(z) as transformadas z de f(k) e g(k),

respectivamente, e sejam a e b duas constantes reais, entao a funcao

h(k) que é a combinagao linear de f(k) e g(k):
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tem a transformada z:

. Deslocamento real (avango ou atraso de tempo). Se Z{f(t)} = F(z),

entao:

3

E{ft+mT)} =" |F(z) = > f(kT) =]

e
Il

assim como:

Z{ft—mT,)} =z""F(z).

. Multiplicacao por a*

Z{f(k)}, entdo a transformada z de a* f(k) pode ser dada por F(a™" 2),

isto é:

ou escalonamento de tempo.. Se F(z) é a

Z[a* f(k)] = F(a™" 2).

. Diferenciacao complexa. Se F(z) é a Z{f(k)}, entao:

m A7 F(2)

dzm

ZIE" f(R)] = (=2)

. Multiplicagao complexa (convolugao real). Se f; e f, tém as trans-

formadas z Fj(z) e F»(z), respectivamente, entao:

F(2) Ba(2) = 2|3 kT fol(n - K)TL)|.

k=0



24 Controle de sistemas por computador: projeto e identificacao

1.4 Teoremas da transformada z

1. Teorema do valor inicial. Se f(t) tem a Z{f(t)} = F(z) e se o
lim,,~ F'(z) existe, entao o valor inicial f(0) de f(¢) ou f(k) pode ser
dado por:

f(0) = lim (1 — 2 HF(2) = lim F(z).
Z—00 Z—00

2. Teorema do valor final. Se f(k) = 0 para k < 0 e f(k) tende a
um valor constante, assim como k tende a infinito, entao tal valor
constante pode ser determinado da seguinte maneira:

lim f(k) = lim[(1 — 27') F(2)].
k—o0 z—1

3. Teorema de diferenciacao parcial. Seja a transformada z da funcao

f(t,a) representada por F'(z,a), na qual a é uma variavel independente

ou uma constante. A transformada z da derivada parcial de f(t,a)

com relagao a a é dada por:
0 0
=t [%[f(taa)]} = 3.7 (% 0).

4. Teorema de translagao complexa. Se f(t) tem F'(z) por transformada

z, entdo a transformada z de eF*! f(t) esta dada por F(ze*2Ts).

5. Teorema de multiplicagao por ¢ ou diferenciacao complexa por t. Se

f(t) tem F(z) por transformada z, entao a transformada z de t f(t)

d
estd dada por —z T - [F(2)].
2

6. Valor limite da segunda variavel independente.

z [lim f(t,a)} = lim F(z,a).

a—ag a—ag
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7. Integracao em relacao a segunda variavel independente.

z [ / f(t.a) da} _ / F(z,a) da.

1.5 Transformada z inversa

A funcao discreta f(kT) pode ser determinada de F(z) por meio de um

processo chamado de transformada z inversa, que é denotada como:
fkT) =27 [F(2)]

na qual F(z) é a transformada z de f(kT;). Ser@o apresentados alguns

métodos para determinar f(kTy) a partir de F(z), isto é, a transformada z.

1.5.1 Meétodo da série de poténcias ou método de divisao

direta

Da equacao ([1.4]), é possivel observar que:
F(2)=fOT) 4+ f(T) 2" + f2T) 2724+ -+ f(kT) 27" 4 - -
Desse modo, nota-se que f(kT,) pode ser obtido dos coeficientes de 2.

Se F(z) é dada como a razao de dois polinomios em poténcias de 27!,

os coeficientes f(07), f(1T5), f(2Ts), - -+ sado obtidos como:

bm Zf(nfm) + bm—l 27(n7m+1) + . e bO an
1—|—an_1z_1 +---+aypz™"

F(z) =

Assim, é possivel observar que f(kT;) pode ser obtida da divisao direta

do numerador pelo denominador.
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1.5.2 Meétodo da expansao em fragoes parciais

O procedimento é muito semelhante ao utilizado na transformada de
Laplace inversa. Muitas fungdes F'(z) tem o termo z no numerador e é
conveniente fazer a expansao de F(z)/z ao invés de F(z). A expansao em
fragbes parciais nos permite expressar F'(z) como uma somatéria simples de
transformadas z que procedem de funcoes discretas no tempo conhecidas.

Seja a fungao F(z) como segue:

b 2" A by 2T 4+ g
2 ta 2+ +ag

F(z) (m <n).

O procedimento para obter a transformada z inversa é:

1. Fatorar o polinémio do denominador em fatores de primeira e/ou se-

gunda ordem.
2. Expressar F(z)/z ou F(z) em fragoes parciais.

3. Obter a transformada z inversa f(k) utilizando Tabelas de Transfor-

mada z.

Consideremos trés casos de F'(z): fungbes com raizes reais simples de
multiplicidade 1, fungoes com raizes complexas e reais e fungoes com raizes

com multiplicidade maior que 1.

Raizes reais simples

Segundo o método dos residuos, o residuo de uma fungao complexa F'(z)

em uma raiz simples z; é dado por:

a; = (z— zz) F(z)

z2=2z;
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Desse modo, F'(z) pode ser expressada da seguinte maneira:

Fz) =) - fz

i=1

Raizes complexas conjugadas

Considere que F(z) tem um polindmio no denominador cujas raizes sao
complexas conjugadas. E possivel obter a expansao em fragoes parciais de

F(z) como segue:

az a*z
+ e
Z2—p z—0Dp
na qual p e p* sao raizes complexas conjugadas e a e a* sao os residuos

complexos conjugados. A transformada z inversa é obtida como:

fk) = ap" +a p™
_ ‘@| }plk{ej(wk+9) + efj(wk+9)}

=2 ‘a‘ ‘p‘kcos(wk + 9)

na qual w é a fase do polo p, w = /p, e 6 ¢ a fase do coeficiente a, 6 = /a.

Raizes com multiplicidade maiores que um

Supde-se que F(z) tem uma raiz com multiplicidade ¢, dessa maneira ¢
fragoes parciais estarao associadas com as raizes repetidas.

De maneira geral, a expansao em fracoes parciais tem a seguinte forma:

F(z) = by 2™+ bpyq 2™ 4 by
(2 —21)1 H;‘Z:qul(Z - zj)

E a; - b,
—;m+ > —

Jj=q+1
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Os coeficientes das raizes repetidas sao determinados como:

! - ( )q ( ) . 1
- z z F(z ] 2,... .
(Z - 1)' dz* 1 ! z——zl7 T 4

a; =
Os coeficientes das raizes simples e complexas conjugadas podem ser

obtidos como foi mostrado acima.

1.6 Solucao de equacoes diferencas com coeficien-

tes constantes

Com o intuito de obter a solucao analitica, f(k), de equagdes diferengas
com coeficientes constantes é necessario utilizar o método da transformada
z. Considere um sistema de controle de tempo discreto, linear e invariante

no tempo, representado pela seguinte equacao diferenga:

FE)+ ant £k = 1)+ -+ o f k=) = -+ (15)
b u(k) + by u(k — 1) 4+ - - - + bou(k —m) (1.6)

no qual u(k) é a entrada do sistema e f(k) é a saida do sistema na k-ésima
amostragem. Essa equacao diferenca pode ser representada no plano z,
aplicando a transformada z em ambos lados da igualdade. Seja Z[f(k)] =
F(z) e é possivel expressar f(k+ 1), f(k+2), f(k+3), ... em termos de
F(z) e as respectivas condigoes iniciais, e f(k — 1), f(k —2), f(k—3), ...

em termos de F'(z) e poténcias negativas de z.
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Funcao de transferéncia pulsada em malha aberta

Assim, aplicando a transformada z na equagao (|1.6)), obtém-se:

F(2)+ap12 " Fz)+-+agz "F(z)=---
b U(2) 4 by 27 U (2) + -+ bg 27" U(2)
e, entao, representamos a equagao anterior como:

bt bz b
1+an,1z*1+-~-+aoz*"

Essa é a funcao de transferéncia pulsada em malha aberta, que relaciona
a transformada z da saida, F'(z), com a transformada z da entrada, U(z),

como na Figura|l.2| a seguir.

U(z)) o) F(z))

Figura 1.2: Fungao de transferéncia pulsada em malha aberta.

Exemplo 1.6.1 Considere o sistema mostrado na Figura[1.3:

) el o s s

U*(s) F(s)

Figura 1.3: Sistema discreto em malha aberta.

Obtenha a funcgdo de transferéncia pulsada G(z).
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Solugao 1.6.1 Da Figura[1.5, obtemos as sequintes relagoes:

F(s) =G(s)U(s)
se aplicamos a transformada estrela ou transformada de Laplace

para sinais amostrados, obtém-se:

F*(s) = G*(s)U"(s), e daqui:

G*(s) = 58
Assim:

Funcao de transferéncia pulsada em malha fechada

A funcao de transferéncia pulsada em malha fechada pode ser obtida da

Figura (1.4}
z G(z
T(z) = II;EZ; 1 +<Gzz) (17)
R(z
S e VO F(2
—_— = G(Z) =

Figura 1.4: Funcio de transferéncia pulsada em malha fechada.
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Exemplo 1.6.2 Considere o sistema mostrado na Figura[I1.5,

R |7 ) 1) 7 ﬁ(ﬂ

Figura 1.5: Sistema discreto em malha fechada.

Obtenha a fungao de transferéncia pulsada em malha fechada T(z) =

=

—

(=
R(z

N

Solugao 1.6.2 Da Figura[1.5, obtemos as sequintes relagoes:

F(s) = G(s) E"(s)
E(s) = R(s) — F(s)
se aplicamos a transformada estrela ou transformada de Laplace
para sinais amostrados, obtéem-se:
E*(s) = R*(s) — F*(s)
F(s) = G"(s) E"(s)
substituindo E*(s) em F*(s) teremos:
F'(s) = G'(s) (R'(s) — F*(s)
assim:
_Fr(s) _G(s)
R*(s) 14 G*(s)
e, finalmente:

__G()
14+ G(z)

T(s)

T(z)
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1.7 Meétodos de analise de estabilidade

Equacao caracteristica

A equagao caracteristica estd definida pelo denominador da funcao de

transferéncia pulsada em malha fechada (1.7)), como segue:

P(z)=1+G(z)=2"4+cpa 2"+ 232" P =0

(1.8)
A equacao caracteristica pode ser expressada da seguinte maneira:
P(z)=1+G((2) = (z—p)(z—pa) - (2 —pa) =0
na qual pi, pa, ..., P, Sa0 as raizes da equacao caracteristica, que por sua

vez sao os polos da funcao de transferéncia pulsada em malha fechada.
A localizacao dos polos de malha fechada determinam a estabilidade do

sistema.

Métodos de analise de estabilidade em malha fechada

A estabilidade do sistema definido pela equacao pode ser deter-
minada pela localizagao dos polos em malha fechada no plano z ou pelas
raizes da equacgao caracteristica. Para que o sistema seja estavel, os polos de
malha fechada ou as raizes da equacgao caracteristica devem ficar dentro do
circulo unitario no plano z. Qualquer polo de malha fechada fora do circulo
unitario torna o sistema instavel.

A estabilidade é um topico muito importante no projeto de sistemas de
controle. A estabilidade de sistemas discretos no tempo pode ser verificada
utilizando um dos testes ou critérios de estabilidade (ANTONIOU| 2006}
ELAYDI| 2005).
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Tres testes de estabilidade podem ser aplicados diretamente a equacgao ca-

racteristica sem determinar as raizes ou polos de malha fechada,
1. Critério de estabilidade de Jury-Marden;
2. Critério de estabilidade de Schur-Cohn; e

3. Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz com a transformacao bili-

near.

1.7.1 Critério de estabilidade de Jury-Marden

O critério Jury-Marden deriva do critério Schur-Cohn com a simplifica-
cao de que todos os coeficientes da equacao caracteristica do sistema dina-
mico discreto sao reais (ANTONIOU, [2006; JURY]), 1964; |JURY], [1974).

Considere-se que a equacgao caracteristica de um sistema seja dada pela
equagao , sendo ¢, = 1 e n a ordem do sistema. Com base na equacao
, constroi-se a Tabela de Jury, a Tabela , como segue:
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Tabela 1.2: Tabela de Jury

Etapas Coeficientes
1 Co C1 (6)) C3 Cn—2 Cn—1 1
2 1 Ch—1  Cp—2  Cp—3 Co 1 Co
do dy do d3 dn—o  dp
dnfl dnfl dn72 dn73 d2 dO
€o €1 €2 €3 €n—2
6 €n-2  €En-1  En2  €,3 €o
2n—>5 Po yai P2 p3
2n—4 p3 P2 p1 Po
2n—3 qo q1 q2

Os elementos das linhas pares sao os mesmos das linhas impares em

ordem inversa. Os elementos das linhas fmpares a partir da linha 3 sao

determinados como:

dk = det
€ = det
qr — det

dn—l—k

Po P3
P3 Do

Apos realizados os célculos dos elementos até a linha 2n — 3, continua-

mos com a andlise dos coeficientes segundo o critério de Shur-Cohn-Jury.
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Para verificar se as raizes da equagao caracteristica P(z) = 0 tém mddulo

menor ou igual a unidade, as seguintes condi¢oes devem ser verificadas:

P(1) >0 (1.9)
()" P(=1) > 0 (1.10)
|co| < cn (1.11)
|do| > |dn1] (1.12)
|eo| > [en—2] (1.13)
|C]0| > | gz (1.14)

As primeiras trés condigoes sao de verificagdo, equagdes ((1.9)), (1.10))
e (1.11)). Se qualquer uma dessas condig¢bes nao for satisfeita, entdo pare
a verificagdo, pois o sistema ¢é instavel. Caso contréario, continue com a

verificagao das outras condigoes.

1.7.2 Critério de estabilidade de Schur-Cohn

O critério de estabilidade de Schur-Cohn foi estabelecido em 1922 e
discutido por Fujiwara em 1924 (COHN| (1922} FUJIWARA| |1926), quando
ainda nao existiam computadores digitais. A principal aplicacao do critério
é estabelecer se um polinomio geral em z tinha ou nao raizes dentro do
circulo unitario no plano z. Esse critério foi substituido nos ultimo anos
por outros mais eficientes, mas é a base de alguns dos critérios modernos
(ANTONIOU, [2006)).

O critério de estabilidade de Schur-Cohn fornece um teste alternativo para
a estabilidade de sistemas dinamicos discretos e é expresso em termos dos
coeficientes da equacao caracteristica (LI et al. 2011).
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Para esse critério, considerem-se os seguintes determinantes:

I ¢ o o Cumita Ci-1 C—2 -+ C C
0 1 ¢ o Cuoigo Ci—2 Ci—3 -+ ¢co O
DfF=1[[0 0 1 s | £
. . . . ‘o ‘o
0 0 0 s 1 Co 0
paratodoi=1,2,,...,n— 1.

A equagao caracteristica (1.8)) tem todas as suas raizes dentro do circulo

unitario se e somente se:
1. P(1) >0e (—1)"P(—1) >0
2. Df >0,Df >0,..., D >0, D | >0, quando n for par ou

3. DY >0,Df >0,..., DF ; >0, D¥ | >0, quando n for impar.

1.7.3 Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz com a trans-

formacao bilinear

No plano z, nao é possivel aplicar diretamente o critério de estabilidade
de Routh-Hurwitz. Para que seja possivel aplicar o critério, é necessério
o mapeamento do interior do circulo unitario no plano z no semiplano es-
querdo no novo plano w, similar ao plano s. A transformagao bilinear esta

definida por:

1+ w
= - 1.15
P= (1.15)

e o mapeamento do plano w para o plano z é realizado por:

z—1
— 1.16
W= (1.16)
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O mapeamento do plano z no plano w é realizado substituindo a equacao

(1.15) na equagao caracteristica (|1.8). A equagao caracteristica no plano w

fica:
1+w\" T+w\" !
Plz)=| —— R (——
(Z) (1_w) +Cn1<1_w) -+

1+UJ n—2 1+w n—3
e+ Cpoo P a— + Cnh_3 a— ++C():0
1 1—w

Q(w) = (1 —w) P (2)

Qw) = (1+w)" + ey (L+w)" (1 —w) +---
...+Cn_2(1+w)”—2(1_w)2+...
-~~—|—cn_3(1—|—w)n_3(1—w)3+-~~+co(1—w)n:0

Realizando a reducao de termos semelhantes, obtém-se:
Q(w) = dpw" +dpy 0" +dpsw" ? +dy_sw" P+ 4 dyg =0 (1.17)

1. Dada a equagao caracteristica no plano w, conforme a equacgao ([1.17]),

estrutura-se a tabela de Routh como segue:

w” dn dn—? dn—4
wn—l dnfl dn73 dnf5
w2 | e €9 es

: R E R £

w! Y4

w’ q1

2. As duas primeiras linhas da tabela sao obtidas da equacao caracteris-

tica, as demais sao calculadas da seguinte maneira:
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o) — dp—1dy—3 — dpdp_3 f= e1dp—3 — dy_1€2
! dp— ' €1
o — dnfldnfll - bndnf5 f _ eldnfE) - dn,1€3
? dp—1 ? €1
dn—ldn—G - bndn—7
€3 = d )

3. Uma vez que a tabela foi obtida, o critério de estabilidade de Routh-
Hurwitz estabelece que o ntimero de raizes da equacao caracteristica

com parte real positiva é igual ao nimero de mudancas do sinal dos

coeficientes da primeira coluna da tabela.

1.8 Erro de estado estacionario

O erro atuante da Figura ¢é definido como:

e o erro atuante discreto pode ser determinado como:

E(s) = R(s) — F(s)

aplicando a transformada estrela, obtém-se:

E*(s) = R*(s) — F*(s)
E*(s) = R*(s) — G*(s) E*(s)
vy - B(s)
PO =1e0
e, finalmente:
By = B

- 1+ G(2)
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O valor do erro atuante discreto nos instantes de amostragem ¢é deter-

minado utilizando o Teorema do Valor Final, como segue:

;}Eﬁlo e(kT,) = lim (1—2"") E(2)
T -1 R(2)
=lim (1-27) 1+ G(2)
= lim (1—271 %G(Z) R(2) (1.18)

Constante de erro estatico de posicao

Considere-se uma entrada degrau unitdria 1(k) cuja transformada z é:

R(z) = Z{1(k)} = —

1—2z71
substituindo essa expressao na equacao (|1.18]), obtém-se:

1

. T -1
klglgo e(kTs) _93% (1-= )—1—1—6'(2) R(z)
1 1
o 1
=lim (1 -2 )1+G(z)1—z*1
1

lim ————.
Definamos a constante de erro estatico de posicao como:

K, =lim G(z),

z—1

dessa maneira, o erro de estado permanente em resposta a uma entrada

degrau unitaria é:

1
1+ K,

€ss = lim
z—1
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Constante de erro estatico de velocidade

Considere-se uma entrada rampa unitaria (k75) 1(k) cuja transformada
z €
T, 271

substituindo essa expressao na equagao (|1.18)), obtém-se:

. IRT -1
kh—>I£lo e(kTy) = llg% (1—271) 1760 R(z)
1 Tzt
=lim (1—27" :
i) T e o
: T
= lim

Definamos a constante de erro estatico de velocidade como:

K. — lim (1 — zfl)G(z)

z—1 TS

)

dessa maneira, o erro de estado permanente em resposta a uma entrada

degrau unitaria é:

Constante de erro estatico de aceleracao

Considere-se uma entrada de aceleragao unitéria (k Ts)? 1(k)/2 cuja trans-

formada z é:

R(z) = Z{(k T 1(k)/2} = =2 )=
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substituindo essa expressao na equagao (|1.18)), obtém-se:

. T |
klggo e(kTs) = lim (1—27" 15609 R(2)
B o 1 T2(1+z1)z
=gt )1+G@) 2(1 — 1)’
T2

Definamos a constante de erro estéatico de aceleracao como:

K, =lim (1 _ Zﬁl)ZG(z)

z—1 7;2 ’

dessa maneira, o erro de estado permanente em resposta a uma entrada de

aceleragao unitaria é:

1.9 Exercicios resolvidos
Exemplo 1.9.1 Determine a transformada z da fun¢ao degrau unitdiria:

1, t>0,

1(t):{o, t<0.

Utilize a definicao de transformada z.
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Solugao 1.9.1 Utilizaremos a equacgao para determinar a transformada

z do degrau unitdrio:

F(z) = if(k:Ts) zF = 3 kT, 2% = i 27"
k=0 k=0 k=0

=1+ 42+ 427 4

¢ uma progressao geométrica com primeiro elemento 1 e com razio 2",

dessa maneira, obtém-se:

1 z
F(z) = = .
(2) 1—2z1 z2-—-1

Exemplo 1.9.2 Determine a transformada z da fun¢ao rampa unitdria:

[0 =t.

Utilize a definicao de transformada z.
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Solugao 1.9.2 Utilizaremos a equac¢ao para determinar a transformada

z da rampa unitdria:

F(z) = if(k:Ts)z_k = Y (kT,) 2% =T, i k2"
k=0 = k=0

k=0
=0+ T2 ' +2T 22 4+3T 2 3 +4T. 2 4 + 5T, 275+ - -

1

fatorando o termo Ty z~ ", da expressao anterior, obtém-se

F(z) = Tsz_l{l +227 43224423 4527+ }
multiplicando ambos membros da expressio anterior por z !
e introduzindo dito elemento dentro da expressao entre
chaves, obteremos:
2 F(2) = Tsz’l{zfl +22 2432 44 4520 }
realizando a diferenca entre ambos os lados das expressoes
de F(z) e 21 F(2), temos:

<1—z‘1)F(2) :Tsz_l{1—|—z_1+z‘2+z‘3+z—4+z—5+...}

esta expressdo € equivalente a

N S
1—z—1

resolvendo para F(z), obtém-se:
T, 271

Exemplo 1.9.3 Determine a transformada z da func¢ao exponencial:

F(z) =

f(t)=e"h

Utilize a defini¢cao de transformada z.
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Solugao 1.9.3 Utilizaremos a equacgao para determinar a transformada

z da func¢ao exponencial:

F(z) = f: FRT,) 2 = i ek T~k
k=0 k=0

utilizamos uma das propriedades do funcdao exponencial, como seque:

consideremos uma mudanca de notacio z = z e*** entdo:

o0

I
Y

k=0

a expressao anterior representa a defini¢ao da transformada

z de uma func¢ao degrau unitdria, resultando em:
1 1 1

1—z7t q1_ (2 eaTs)*1 I

Exemplo 1.9.4 Determine a transformada z da sequinte func¢ao:
f(t) =te "

Utilize a defini¢ao de transformada z.
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Solugao 1.9.4 Procedimento 1: Utilizaremos a equacao para deter-

minar a transformada z da funcdo:

F(z) =

WE

f(kTy) 27k = Z kT, e @kTs ;=F
k=0

i

0

- —k
T, Z k (z e“TS>

k=0

Ts

consideremos uma mudanca de notacao zZ = ze®**, obtém-se:

oo

kzF
=0

o

a expressao anterior representa a definicao da transformada

z de uma func¢ao rampa unitdria, resultando em:

T.z' T (ze“TS)_l

(1 . zl>2 (1 — (= eaTs)—1)2

T,z teaTs
5.
(1 — 21 e—“TS>

Procedimento 2: Ulilizando o teorema de translagao complexa, seja

f(t) a fungdo rampa unitdria, isto é:

cuja transformada z € como seque:

T, 271

F(z) = ——.
i)

A transformada z de et f(t), isto é:

e f(t)=e""t
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tem como transformada z, sequndo o teorema de translagao compleza

F(z e“TS), assim, teremos:

T, 271
-

Ts Z—le—aTs

F(z)=Z{te "'} = (1 1 T>2.
z=zeaTs —z e s

Exemplo 1.9.5 Determine a transformada z da fun¢ao seno:

f(t) = sen(wt).

Solucgao 1.9.5 Para determinar a transformada z da func¢ao seno utilizare-

mos a transformada z da funcdo exponencial. Lembremos as identidades de
Euler:

et = cos(wt) + jsen(wt),

et = cos(wt) — jsen(wt).
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Assim, obtém-se:

sen(wt) =

Z{ sen(wt)} :Z{%‘;_W}

= iZ{ejwt} — iZ{e_jm}
2 2

L2

T2

utilizando a transformada z da funcdo exponencial:

IR 1
251 —ewTiyml ] —emiwTiy-l

1 (1 — e iwTey1 (1 - ej‘”TSZ_l)]

25| (1 —ewToz=1) (1 —edwToz1)

1 r Z_l (eijS - e—ij5>

27 11— 271<€ijs + efijS> 422

27127 sen(wTy)
2511 —2"12cos(wTs) + 272

sen(wTy) 2zt

T 12 cos(wTg)z=t + 272

Exemplo 1.9.6 Determine a transformada z da sequinte fung¢dao:

f(t) =e " sen(wt).
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Solugao 1.9.6 Procedimento 1: Utilizaremos a equacao para deter-

minar a transformada z da funcao:

F(z) = Zf(k‘Ts) 7k = Z e s sen(kwTy) 27"
k=0 k=0

- —k
:TSZ sen(kwTy) ( TS)
=0

consideremos uma mudanca de notagio z = z T

obtém-se:
sen(kwT,) zF
k=0

a expressao anterior representa a definicao da transformada
z de uma fung¢ao seno, resultando em:

_ sen(wTy) z7!
1 —2cos(wTy)z™! + 272

ZZ“TS

sen(wTy) (z €)1
1 —2cos(wT,)(zerTs)~t + (zeaTs)—2
sen(wTy) z~teats

1 —2cos(wTy)z"te aTs 4 z72¢=2aTs

Procedimento 2: Utilizando o teorema de translagao complexa. Seja

f(t) a fungdo seno cuja transformada z € como segue:

sen(wTy) 27!

1 —2cos(wTs)z=t + 272

F(z) =
A transformada z de e~ f(t), isto é:

e M f(t) = e sen(wt)
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tem como transformada z, sequndo o teorema de translacdo complexa,

F(z e“TS), assim, obtém-se:

-1

_ sen(wTy) 2

F(z)=Z{e T)) =
(2) {e™ sen(wTy)} 1=2cos(wTy)z"t + 272
sen(wTy) z~teats

1—2cos(wTy)z"te oTs 4 z72¢2aTs"

Exemplo 1.9.7 Determine a solucao da sequinte equacgao diferenca:
flk+2)— f(k+1)+0,25f(k) = u(k + 2),

na qual as condig¢oes iniciais sao f(0) =1 e f(1) = 2. A entrada u(k) €

uma fungdo degrau unitdria, definida como seque:

u(k) =

1, k>0,1,2...
0, k<0.

Resolva a equagao diferenca analiticamente e computacionalmente.

Solugao 1.9.7 Solucao analitica: Para resolver a equacao diferenca, uti-
lizaremos os itens 3 e 5 da Tabela[A.9 Aplicando a transformada z a ambos

0s lados da equacao diferenca, obtemos:

P F(z) = 2 f(0) = 2 f(1) = (2 F() = 2 f(0)) + 0,25 F(2) = - -
22U (2) — 22 u(0) — zu(1)
PF(z) - —22—2F(2) +%x+0,25F(2) = 22 U(2) - £ — %
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eliminando os termos, temos:

(2 =24 0,5)F(2) = 2° U(z)

252

F(z) = ————U
(2) 22— 240,25 (2)
sabemos que a transformada z do degrau unitdrio é:
z
U(z) = m:
(2) S0 assim

22 z
F(s) —
(2) 22—z+0,25<z—1)

Para determinar f(k) podemos utilizar a transformada z inversa e ex-
pressar F(z) em fragoes parciais. Podemos obter as fragdes parciais de
F(2)/z ou de F(z). As expressoes matemdticas correspondentes serdo di-
ferentes, mas os valores numéricos devem ser iguais quando avaliados nos

mesmo instantes de amostragem.
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Determinemos as fragoes parciais de F(z)/z, como seque:

F(z) 22 22

z (z2—2+0,25)(z—1)_(Z_()75)2(z_1)
a b c

(2_0,5)2+z—0,5+z—1

para obter os coeficientes a, b, ¢ utilizaremos:

CL:M(z—(w)2 = 0,5
& 2=0,5
d F(Z) 2 .
b_dz<7( —075>> o
F(z)
=F26y| =
Assim:
F(z) —0,5 -3 4

z (2_075)2+z—0,5+z—1

multiplicando por z ambos os lados da igualdade anterior, obtém-se:

z z z
F(z)=-0,5 -3 4
(2) ’ (2_0’5)2 z—0,5+ z—1

utilizando os item 1, 19 e 21 da Tabela[A 1], € possivel obter a
transformada z inversa de F(z), assim:

f(k)=—0,5k(0,5) " —3(0,5)% +4-1(k)
e, finalmente:

f(k) = —k(0,5)" —3(0,5)" +4-1(k) = —(k +3)(0,5)F +4-1(k)
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Solucao computacional: A solucao computacional € realizada através

i

do script mostrado em #8xeF A Figura|l.6a mostra a simulagao da solugao
iy

oy LR
L2 Ve

analitica, isto é:
f(k) = =k (0,5)"=3(0,5)"+4-1(k) = —(k+3)(0,5)"+4-1(k), Vi=1,2,3....

A Figura[I.6Y mostra a simulagao da solugao computacional, isto é, a simu-

lagao do algoritmo computacional iterativo que resolve a equagao do Exem-

plo[1.9.7,

Simulacao solucao analitica Simulacao solucao computacional
T T

35F 1 35F

Amplitude
)

w
Amplitude
)
wn

15F 1 15F

1 L " " 1 "
0 -} 10 15 20 0 5 10 15 20

Iteracao Iteracao

(a) Simulagdo da solugdo analitica. (b) Simulagao da solugao computacional.

Figura 1.6: Comparacio das solugoes analitica e computacional, exemplo

T BV s STl
el agal L=

Os scripts size_font.m e size_font_2.m encontram-se em G4 para
A SA

o Matlab. .

Exemplo 1.9.8 Considere a sequinte equag¢dao caracteristica:
P(z)=2"-0,72—-0,782* 40,762 — 0, 16.

Determine a estabilidade da equacao caracteristica. Utilize os trés critérios
de estabilidade.


http://pdf.blucher.com.br.s3.amazonaws.com/openaccess/9786555061413/D_1.pdf
http://pdf.blucher.com.br.s3.amazonaws.com/openaccess/9786555061413/D_59.pdf
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Solugao 1.9.8 Identifiquemos os coeficientes da equacdo caracteristica: a, =
1, a3 =—0,7, ap = —0,78, a1 = 0,76, agp = —0,16. Iniciaremos a verifica-
cao da estabilidade pelo critério de Jury-Marden.

Critério de Jury-Marden

Verifiquemos as condicoes de estabilidade:
1. ‘ag‘ = | -0, 16’ < ag =1, essa condi¢ao € satisfeita.

2. P(l) > 0, sto é, P(l) =a4+az3+ay+a +a=1-0,7—-0,78+
0,76 — 0,16 = 0,12 > 0, essa condi¢cao € satisfeita.

3. (=1)"P(=1) > 0, isto é, (—1)*P(=1) = 14+0,7—-0,78—0,76—0,16 =
0, essa condicao nao € satisfeita e isso mos afirma que a equac¢ao
caracteristica tem uma raiz em z = —1. Dessa maneira, continuamos

com a verificagao das condigcoes remanescentes.

4. Constroi-se a tabela de Jury-Marden para verificar as condi¢oes re-

manescentes:
FEtapa) 20 2! 22 23 24
—0,16 1
= by = —0,9744
1 —0,16
—0,16 —-0,7
=b; =0,5784
1 0,76
—0,16 —0,78
= by = 0,9048
1 —0,78
—0,16 0,76
= b3 = —0,6480
2 1 —-0,7
—0,9744 —0, 6480
= ¢y ~ 0,52955
—0, 6480 —0,9744
—0,9744 0, 9048
= ¢1 ~0,022717
—0, 6480 0,5784
—0,9744  0,5784
= ¢y &~ —0, 50683
—0,6480  0,9048

| 5 | 0,52955 0,022717 —0,50683
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Da Tabela, obtemos que:

‘bo‘ =0,9744 > |b3| = 00,6480, essa condicao € satisfeita, e

}co| = 0,52955 > !@‘ = 0,50683, essa condicdo € satisfeita.
Todas as condi¢oes sao satisfeitas com exce¢cao da condicao 3, a partir da
qual podemos afirmar que a equacao caracteristica tem um polo em z = —1

Portanto, no mdximo, o sistema € criticamente estavel.

Critério de Schur-Cohn
Verifigquemos as condi¢oes para esse critério. Consideremos que os co-
eficientes da equacdo caracteristica sao: ay = 1, a3 = —0,7, ay = —0,78,
ay = 0,76, ap = —0, 16.
1. P(1) > 0 jd foi verificada e satisfeita no critério de Jury-Marden
e (=1)"P(—=1) = 0 para essa condi¢io. Concluimos que a equagdo
caracteristica tem uma raiz em z = —1.

2. Agora, temos que verificar se as sequintes determinantes sao positivas.

No caso em que n =4 € par:

Df:’cuj:ao‘ >0

aq agz Gz az ay Qo
Dét = 0 a4 as + aiy Qo 0 >0
0 0 Q4 Qo 0 0
substituindo valores dos coeficientes, obtemos:
Df =[1+-0,16]| ={0,84| > 0
Dy =|1—(-0,16)| = [1,16] > 0

Assim, ambas as determinantes Di e D sao positivas.
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Verifiquemos os demais determinantes:

1 —0,7 —0,78 —0,78 0,76
Df=Ilo 1 -0,7|+]| 0,76
0 0 1 ~0,16
0,22 0,06 —0,94
=1|| 0,76 0,84 —0,7 ||=0.019584 > 0,
~0,16 0 1

essa condicao € satisfeita,

1 —0,7 —0,78 —0,78 0,76
Dy=(lo 1 -07]-1 0,76
0 0 1 —0,16
1,78 —1,46 —0,62
=||-0,76 1,6 —0,7||=1,2338>0,
0,16 0 1

essa condicao € satisfeita,

Assim, as determinantes D5 e Dy sdo positivas.

Portanto, a equacao caracteristica serd criticamente estavel, ja que possui

uma raiz em z — —1.

Critério de Routh-Hurwitz e transformacao bilinear

A equagao caracteristica no plano z tem a sequinte forma:

P(z)=2*—0,72*-0,782*> +0,76 2 — 0, 16.

utilizaremos a sequinte transformacao bilinear:

1+w
Z=—
1—w
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e a equacao caracteristica no plano w fica somo seque:

:(%§%04—Q7(%§%D 078(1tzo O76(1ti)—0@6
— (1+w)' =0,7(1+w)’(1 —w) —0,78(1 +w)*(1 —w)” + -
40,761+ w) (1 —w)® = 0,16(1 — w)"*

=0, 12w* + 1, 72w + 6, 6w* + 7, 56w = 0
::w<Q12w3+1ﬂ?w2+6JMw+7ﬁ6>

Podemos observar que Q(w) tem uma raiz na origem. Verifiquemos se o

polinomio:
0, 12w + 1,72w? + 6,6w + 7,56 = 0

tem raizes no semiplano esquerdo do plano w. Identificamos os coeficien-
tes do polinomio como: d3 = 0,12, dy = 1,72, dy = 6,6 e dy = 7,56.

Construindo a Tabela de Routh-Hurwitz como seque:

w3 d3 d1
w2 d2 do
whle 0
w’ |
e
d2d1 — dgd[) €1d0 - dg -0
6 =—""" Q=——"—"—

dy €1
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Assim, obtemos a sequinte tabela:

wd| 0,12 6,6
w?| 1,72 7,56
w!|6,0726 0
w® | 7,56

Observamos que todos os elementos da primeira coluna sao positivos e nao
existe mudanca de sinal, isto €, que a equacao caracteristica nao tem raizes
no semiplano direito do plano w. Lembrando que a equacdo caracteristica
tem uma raiz na origem. Portanto, a equacdo caracteristica €, no mdximo,

criticamente estdvel.

Exemplo 1.9.9 Considere o sistema da Figura[1.7].

%,h‘"‘k =( 1) 2* (1) mit) m{t) (t)
R(s) elt) e*(t Gy(s) mit) A m*(t) Gals) f:____s
= | I(s) E"(s) M{s) M*(s) Fis)
IR A N
T

Figura 1.7: Sistema em tempo discreto em malha fechada.

Determine a funcao de transferéncia pulsada em malha fechada, isto €,

F(z
T(z) = Rgzg.




58 Controle de sistemas por computador: projeto e identificacao

Solugao 1.9.9 Da Figura[1.7, obtém-se as sequintes relagoes:

F(s) = Ga(s) M*(s)
M(s) = G1(s) E*(s)
E(s) = R(s) — H(s) F*(s)

aplicando a transformada estrela em todas as relacoes anteriores,

obtemos:
F*(s) = Ga(s) M*(s)
M (s) = Gi(s) E(s)
E*(s) = R*(s) — H*(s) F*(s)

substituindo E*(s) em M*(s) e M*(s) em F*(s), obtém-se:
M*(s) = Gi(s)(R"(s) — H'(s) F*(s))
F*(s) = G3(s) Gi(s) (R"(s) = H"(s) F*(s))
GG

1+ G5(s) Gi(s) H*(s)

finalmente:
_ Gi(3) Ga(?)
14 Gi(2) Ga(2) H(z)

F(s)

F(z)

Exercicios

1. Utilize os trés critérios para examinar a estabilidade das seguintes

equacoes caracteristicas:
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(e) P(z)=2°+3,652+5,28523 +3,79152% 4 1.346252 + 0,189 = 0
2. Utilizando a definigao de transformada z de:

(a) t?
(b) 3

3. Determine a transformada z inversa pelo método de expansao de fra-

¢oes parciais das seguintes fungoes de transferéncia:

(&) F) = 000 +Zo,5)(z +0,6)
(b) F(z) = Z(z+0,8)2(241r0,6)(z+071)
(c) F(2) = (Z+1)(zj-2)(z+3)

(@) F(z) = -

(z+1D)(z+2)(2+3)
4. Resolva as seguintes equacoes diferencas:
(a) z(k+2) 4+ 2z(k+ 1) + z(k) = 0 com condi¢bes iniciais z(0) = 2
e £(10) = 5.
Solugao: 0,3k (—1)" +2(=1).
(b) y(k+2)—2y(k+ 1)+ y(k) = 4 com condigoes iniciais y(0) = 1,
y(1) = 2.
Solugao: -7k —3+4(k+1) (g + 1).

(¢) y(k+2)+y(k+1)—2y(k) =1 com condigoes iniciais y(0) = 0,

y(1) = 1.
2 2 k
Solugio: = — =(—2)k 4+ =
olugdo: o 9( )E+ 5
(d) y(k+2)—3y(k+1)+2y(k) =1 com condigoes iniciais y(0) = 0,
y(1) = 1.

Solucao: 2F+1 —2 — k.
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(e)

y(k+2)+5y(k+1)+6y(k) =1 com condigdes iniciais y(0) = 0,

y(l) =1.
(_3)k+1 (_2)k+1 1

lugao: — —.
Solucao 3 + 35
3y(k+2)—Ty(k+1)+2y(k) = k com condigdes iniciais y(0) = 1,
y(1) = 0.
3/I\k 1k
lugio: 5 (5) + - 5.
Solugao 1\3 + 173

y(k+2)—9y(k) = 2k com condigoes iniciais y(0) = 1, y(1) = 1.
.5 L 3)F 1 1
Solugao: 1—6(—3) + T Zk
y(k+2) +2y(k) = 0 com condigdes iniciais y(0) = 1, y(1) = v/2
k k
Solugao: 23(008(771-) + sen(%)).

y(k+2) —2y(k+1) +y(k) = 0 com condigoes iniciais y(0) = 0,
y(1) = 1.
Solugao: k.
y(k+2)—8y(k+1)—9y(k) = 0 com condigbes iniciais y(0) = 2,
y(1) = 1.

17 3
Solugao: —(—1)* + —(9)*.

olugao 10( )F+ 10(9)

y(k+2) —y(k+1) —y(k) = 0 com condigoes iniciais y(0) = 0,
y(1) = 1.

Solucio: - 145" (1-v5)"
ougao.ﬁ 5 — 5

2y(k) —2y(k—1)+y(k —2) = 1 com condigoes iniciais y(0) = 0,
y(1) =0.

= —k/2 km —k/2 km
Solugao: 1 — (2) cos (5 )~ (2)~"/*sen > )

5. Dado o sistema da Figura[[.8 determine a faixa de ganho de K para

a estabilidade do sistema, usando o critério de Jury, a transformacao

bilinear e critério de Routh-Hurwitz e o critério Schur-Cohn, para:
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K(2+0,8)
(z—1)(z—0,6)
k(0,12 + 0, 06)
(z—1)(z—0,7)
k(0,12 + 0,06)
2(z—=1)(z=0,7)

(a) G(2) =

(b) G(z) =

(¢) G(2) =

Figura 1.8: Sistema de controle em tempo discreto, exercicio
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