-

LA atead

com Aplicacoes Tecnoldgicas

Geometria Andlitica | Volume 5

Ayrton Barboni
Walter Paulette

Dirceu D'Alkmin Telles,

Seizen Yamashiro,

Suzana Abreu de Oliveira Souza
(organizadores)

Blucher = Fatec  SFAT

Sao Paulo



DIRCEU D’ALKMIN TELLES
Organizador

AYRTON BARBONI
WALTER PAULETTE
Autores

MATEMATICA

com Aplicacoes Tecnoldgicas
Geometria Analitica | Volume 5



Matemdtica com Aplicacées Tecnoldgicas, Volume 5: Geometria analitica
© 2023 Dirceu D’Alkmin Telles (org.) e Ayrton Barboni, Walter Paulette

Publisher Edgard Bliicher

Editor Eduardo Bliicher

Coordenagao editorial Jonatas Eliakim
Producdo editorial Lidiane Pedroso Gongalves
Preparagdo de texto Ana Maria Fiorini
Diagramagdo Claudia Fatel Lino

Revisdo de texto Mauricio Katayama

Capa Leandro Cunha

Imagem da capa Roberto Barboni

Blucher

Dados Internacionais de Catalogacio na
Publicacao (CIP)
Angélica Ilacqua CRB-8/7057

Rua Pedroso Alvarenga, 1245, 4° andar
04531-012 — Sao Paulo — SP — Brasil
Tel.: 55 11 3078-5366
contato@blucher.com.br
www.blucher.com.br

Segundo o Novo Acordo Ortografico, conforme
6. ed. do Vocabuldrio Ortogrdfico da Lingua
Portuguesa, Academia Brasileira de Letras,
julho de 2021.

E proibida a reproducéo total ou parcial por
quaisquer meios sem autorizacao escrita da
editora.

Barboni, Ayrton

Matematica com aplicacoes tecnoldgicas: geo-
metria analitica / Ayrton Barboni, Walter Paulette ;
organizacao de Dirceu D’alkmin Telles. - Sao Paulo:
Blucher, 2023.

474 p. (vol. b)

Bibliografia
ISBN 978-65-5506-103-1

1. Matematica - matrizes, determinantes, sistemas
lineares. Geometria analitica I. Titulo II. Paulette,
Walter III. Telles, Dirceu D’alkmin

21-6320 CDD 516.3

Todos os direitos reservados pela Editora Edgard
Bliicher Ltda.

Indice para catalogo sistematico:
1. Matematica - Problemas, questoes, exercicios.



CONTEUDO

Capitulo 1 MATRIZES 19
1.1  Introducao 19
1.1.1  Representacido de matrizes 20
1.2 Tipos de matrizes 21
1.2.1  Matriz identidade e matriz nula 21
1.2.2  Matriz transposta 21
1.3 Igualdade de matrizes 22
1.4  Operacdes com matrizes 23
1.4.1  Adicdo de matrizes 23
1.4.1.1 Propriedades da adi¢do 24
1.4.2 Subtracdao 27
1.4.3  Multiplicacdo de matriz por nimero real 28
1.4.4  Multiplicacdo de matrizes 28
1.4.4.1 Propriedades da multiplicacao 30
1.45 Inversdo de matriz 35
1.4.5.1 Procedimento para obter a inversa de uma matriz 37
Capitulo 2 DETERMINANTES 41
2.1  Introducao 41
2.1.1  Regra de Sarrus (vélida somente para determinantes de ordem 2 e 3) 43
2.1.2  Calculo de um determinante de ordem 2 44
2.1.3  Teorema de Laplace (valido para matrizes quadradas de ordem n,n>2 ) 45
2.2 Propriedades dos determinantes 49



14 Matematica com aplicagdes tecnoldgicas — Geometria analitica - Volume 5

2.2.1  Propriedade 1 — Matriz transposta 50
2.2.2  Propriedade 2 — Todos os elementos de uma fila iguais a zero 50
2.2.3  Propriedade 3 — Permuta de filas paralelas 50
2.2.4  Propriedade 4 — Determinante possui duas filas iguais 52
2.25  Propriedade 5 — Multiplicacdo de uma fila por nimero real 52
2.2.6  Propriedade 6 — Filas proporcionais 55
2.2.7  Propriedade 7 — Teorema da adicao de filas 55
2.2.8 Propriedade 8 — Teorema de Jacobi 56
2.2.8.1 Aplicacdes do teorema de Jacobi 57
2.2.9  Propriedade 9 — Produto de matriz por sua transposta de matriz dos cofatores 59

2.2.10 Propriedade 10 — Inversao de matrizes utilizando matriz dos cofatores 60

Capitulo 3 SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES 65
3.1  Introducdo 65
3.2 Sistemas de equagoes lineares 67
3.2.1  Sistemas lineares de duas equacgoes e duas incognitas 67
3.2.2  Sistemas lineares de n equacdes e n incégnitas 70
3.2.3  Sistemas indeterminados 74
3.2.4  Sistemas impossiveis 77
3.2.5  Resolugdo de sistemas lineares por inversao de matriz 82
3.2.6  Resolucao de sistemas lineares por escalonamento 87
3.2.6.1 Sistemas equivalentes 88
3.2.6.2 Sistemas escalonados 89
3.2.6.3 Resolu¢do de sistemas lineares por escalonamento 89

3.2.6.4 Classificacdo dos sistemas lineares escalonados 93

Capitulo 4 VETORES 97

4.1 Introducdo 97

4.2  Espaco vetorial 99

4.3  Espacgo vetorial formado de segmentos de reta 100
4.3.1 Construgao do conjunto V.. 100
4.3.2 Representacio geométricade V. 104
4.3.3  Adicdo de vetores de V. 106

4.3.3.1 Propriedades da adicdo 107



Conteudo

4.3.4  Multiplicagdo de ntimero real por um vetor de V.. 109

4.3.4.1 Propriedades da multiplicacao de escalar por um vetor 110

4.4  Vetor nulo e vetor unitario 111
4.5  Vetores paralelos 111
4.6 Versor de um vetor ndo nulo 112
4.7  Vetores coplanares 113
4.8  Angulo entre dois vetores 113
4.9  Vetor diferenca 114
Capitulo 5 COMBINAGAO E DEPENDENCIA LINEAR 125
5.1 Combinacdo linear e dependéncia linear de vetores 125
5.1.1 Combinacéo linear de vetores 125
5.1.2 Dependéncia linear 127
5.1.2.1 Conjunto de vetores linearmente dependente (LD) 128
5.1.2.2 Conjunto de vetores linearmente independente (LI) 128
Capitulo 6 BASE E SISTEMA DE REFERENCIA 137
6.1 Introducdo 137
6.2  Base e sistema de referéncia de um espaco vetorial 137
6.2.1 Espaco vetorial de dimensdo 1 137
6.2.2  Espaco vetorial de dimensao 2 138
6.2.2.1 Operacdes com vetores Vy em relacdoa (0,# ,v) 140
6.2.3  Espaco vetorial de dimensao 3 141
6.2.3.1 Operacoes com vetores de V; em relacdo a (0,4 ,v ,w) 143
6.3  Proposicoes 144
6.4  Bases ortonormais 147
6.4.1 Condicdo de ortogonalidade de vetores 149
6.5  Como obter um vetor a partir de dois pontos dados 150
6.6  Mudanca de base 159
Capitulo 7 PRODUTO ESCALAR 167
7.1  Introducdo 167
7.2 Produto escalar 167

7.2.1  Propriedades do produto escalar 168

15



16 Matematica com aplicagdes tecnoldgicas — Geometria analitica - Volume 5

7.3  Projecdo ortogonal de um vetor g na direcio de y # 0 171

7.4  Cossenos diretores de um vetor vy # 6 175

Capitulo 8 PRODUTO VETORIAL 179
8.1 Introducao 179
8.2  Produto vetorial 179
8.2.1 Propriedades do produto vetorial 180
8.2.2 Direcéo e sentido do produto vetorial 182

8.2.3 |l7/\‘7| = |l7 ||\7|sen9 (sendo 0o angulo formado por i iﬁ eVv# (_j) 183

Capitulo 9 PRODUTO MISTO 191
9.1 Introducao 191
9.2  Produto misto 191
9.2.1 Propriedades do produto misto 192

9.2.2 Interpretacdo geométrica do produto misto 194

Capitulo 10 RETA 203
10.1 Introducao 203
10.2 Equacao vetorial da reta 203
10.3 Equacdes paramétricas dareta 205
10.4 Equacao simétrica dareta 205
10.5 Posicao relativa entre duas retas 211
10.5.1 Critério para determinar se as retas sdo concorrentes, paralelas ou reversas 211
10.6 Interseccao de retas 213
10.7 Perpendicularismo entre retas 215

10.8 Angulo entre retas 216

Capitulo 11 PLANO 221
11.1 Introducdo 221
11.2 Equacao vetorial do plano 221
11.3 Equacdes paramétricas do plano 223
11.4 Equacao geral e linear do plano 223

11.5 Formas particulares da equacao do plano 226



Conteudo

11.6 Posicao relativa entre reta e plano 231
11.7 Interseccao entre reta e plano 232
11.8 Posicao relativa entre plano e plano 233

11.9 Projecao ortogonal de uma reta num plano 235

Capitulo 12 DISTANCIA 239
12.1 Distancia entre dois pontos 239
12.2 Distancia entre ponto e reta 239
12.3 Distancia entre ponto e plano 240
12.4 Distancia entre reta e plano 242
12.5 Distancia entre dois planos 243

12.6 Distancia entre duas retas 244

Capitulo 13 SECOES CONICAS 251
13.1 Introducao 251
13.2 Pardbola 253
13.2.1 Reta tangente a um ponto da pardbola 254
13.2.2 Equacdes reduzidas da parabola 256
13.2.2.1 Eixo da pardbola coincidente com o eixoy 256
13.2.2.2 Eixo da pardbola coincidente com o eixo x 258
13.2.3 Translacao de eixos 261
13.2.3.1 Equacoes de pardbolas 261
13.3 Elipse 267
13.3.1 Reta tangente a um ponto da elipse 268
13.3.2 Equacdes reduzidas da elipse 269
13.3.2.1 Elipse com focos sobre o eixo x 269
13.3.2.2 Elipse com focos sobre o eixoy 270
13.3.3 Equacao geral da elipse 273
13.4 Hipérbole 274
13.4.1 Reta tangente a um ponto da hipérbole 276
13.4.2 Equacgdes reduzidas da hipérbole 279
13.4.2.1 Hipérbole com focos sobre o eixo x 279

13.4.2.2 Hipérbole com focos sobre o eixoy 281

17



18 Matematica com aplicagdes tecnoldgicas — Geometria analitica - Volume 5

13.4.3 Assintotas da hipérbole 283

13.4.4 Equacao geral da hipérbole 285
13.5 Circunferéncia 286

13.5.1 Equacao reduzida da circunferéncia 287

13.5.2 Equacédo geral da circunferéncia 288

13.5.3 Discussao sobre a equacao geral da circunferéncia 289

13.56.4 Posicdo relativa entre uma circunferéncia e uma reta 291
13.6 Equacdes gerais das conicas 296

13.6.1 Circunferéncia 296

13.6.2 Elipse 299

13.6.3 Hipérbole 302

13.6.4 Parabola 305

13.6.5 Retas 306

13.6.6 Classificacao das conicas 308

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DE APLICACAO 311
BIBLIOGRAFIA 327

APENDICE1 329

APENDICE2 341

APENDICE3 343

APENDICE4 345

APENDICE5 347

BIOGRAFIAS 349

RESOLUCOES DOS EXERCICIOS DE APLICACAO 353



MAT RIZES

| WATRZES

» Identificar e classificar matrizes.
» Contextualizar as operacdes com matrizes.

» Determinar a matriz inversa.

1.1 INTRODUCAO

Uma editora produz revistas de esportes (E), cientifica (C) e religiosa (R) para
publico adolescente e adulto. Verificou-se que a producido realizada num determinado
dia foi descrita pela tabela:

Revistas
E C R
Publico
Adolescente 200 30 40
Adulto 300 150 80

Os dados da tabela costumam ser apresentados na forma simplificada:

200 30 40 200 30 40 200 30 40
300 150 &0 300 150 &0 300 150 &0

Essas formas de dispor os dados sdo conhecidas como matriz.

O problema apresenta uma matriz com duas linhas (publico) e trés colunas (revistas).

colunas
1 2¢ 3¢
) 11200 30 40
linhas
21300 150 80
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Outras matrizes:

Identificamos as matrizes por letras maiusculas do alfabeto latino.

A=[2 3 4 5] po|? 4} c{2 3} D= 2]

13 15 8 3 8
2 2 1
a b ¢ 3 1 -2
E=(c a b F:7 G=|3 0 H=
b ¢ a 0 0
2 0

Os numeros apresentados na matriz sdo denominados elementos da matriz.

Entendemos, pela disposicao dos elementos, que as matrizes tém forma retangular.
Contudo, as que possuem apenas uma linha sdo denominadas matriz linha, as que pos-
suem apenas uma coluna sio denominadas matriz coluna e aquelas em que o nimero
de linhas é igual ao de colunas sdo denominadas matriz quadrada.

Vé-se, nos exemplos, que A e D sdo matrizes linha, D e F sdo matrizes coluna e as
matrizes C, D e E sdo quadradas.

1.1.1 REPRESENTAGCAO DE MATRIZES

Uma matriz é, em geral, representada por letra maitscula do alfabeto latino, e os
seus elementos sao indicados por letras mintsculas indexadas: @, ;, sendo que ¢ informa
alinha e 7 a coluna de sua localizacao na matriz.

a, a;, ap apj e al,
Ay Gy dy Y ay,
a,; a;, a;, ajj o a;n,
[9m n2 43 Ay oo Ay |

Entende-se que o elemento @53 estd posicionado na 2* linha e 3* coluna da matriz
A, que possui n linhas e m colunas.
Nota(;io:A:(al..) ycom 1<i<n e 1<j<m.
JInxm
A ordem de uma matriz se refere ao seu niimero de linhas e colunas. Assim, a ma-
triz A é de ordem nxm (lemos: ordem % por m). Diz-se, caso m = n, que a matriz é

quadrada e de ordem 7 e pode ser representada por An .
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Nota: Podemos deixar de indicar a ordem de uma matriz se nao houver duavidas sobre
tal fato.

1.2 TIPOS DE MATRIZES

Apresentaremos, agora, algumas matrizes importantes para nosso estudo.

1.2.1 MATRIZ IDENTIDADE E MATRIZ NULA

Uma matriz quadrada é denominada matriz identidade de ordem 7 se possuir os
elementos da diagonal principal: A Ayys Aygs s Ay, todos iguais a 1 e os demais
elementos iguais a zero.

Seguem algumas matrizes identidade:

Lo 1 0 0
12{ },13=010 e 1,
0 1

0 0 1

diagonal secunddria  diagonal principal

Se todos os elementos de uma matriz forem iguais a zero ela é denominada matriz
nula. Nesse caso, ndo € necessario que a matriz seja quadrada.

0O 0 O
_ 0 0 — — 0 0 0 O
02= ,03=10 0 O e 0ws=
0 02x2 00 00 2x4
0O 0 O 3
1.2.2 MATRIZTRANSPOSTA
Considere as matrizes:
2 7
A=[3 15 e B:{2 3 4}
4 g 7 15 8 )3

3x2
Vemos que os elementos da primeira coluna de A coincidem com os da primeira
linha de B e, também, que os da segunda coluna de A coincidem com os da segunda li-
nha de B e, certamente, o mesmo ocorre ao consideramos as colunas de B e linhas de A.

Nesse caso, dizemos que B é matriz transposta de A (notacdo: B=A") ouque A é a
transposta de B (notacdo: A = B').
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Uma matriz B é denominada transposta da matriz A se os seus elementos que ocu-
pam as posicoes (2 ) sdo iguais aos elementos de A que ocupam, respectivamente, as

posicoes (4 7), com i€{1,2,3,...,n} e je{l,2,3,...,m},

1.3 IGUALDADE DE MATRIZES

Duas matrizes de mesma ordem sdo iguais se os elementos que ocupam as mesmas
posicoes nestas matrizes forem iguais.

Exemplo 1.1:

a b a b a b c a b c
A=|c d |eB=|c d|ouF=|c a bleG=|c a b
e f e f b ¢ a b ¢ a

Vemos, pelas consideracoes acima, que A = B e, também, que F = G.

As matrizes R = [1 0} e S= ! 1} nao sdo iguais. Por qué?
1 1 0 1

EXERCICIOS DE APLICACAO 1.1

1. Construa matrizes (tabelas) que apresentem as seguintes situacoes:

a) As notas das avaliacoes em Matemadtica e Fisica do aluno Jodo nos quatro
bimestres de um determinado ano letivo foram, respectivamente, 8, 9, 7,
10e9,7,8,9.

b) A industria B produz, por dia, 500 canetas com tinta na cor azul, 1.000 na
preta e 300 na vermelha.

2. Indique a ordem das matrizes do exercicio 1 obtidas em a) e b).
3. Quantos elementos possui uma matriz de ordem 10x10? E de ordem 12x6?

4. Quais devem ser os valores de x e y reais para que a matriz A seja igual a

matriz B?
x+1 3
A= B
I y+2

I
1
=
| (O8]
—_
W W
[
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5. Determine os valores de x, i e 2 reais para que a matriz A seja identidade.

x—y—-z z-1 x-=2y
A=|x—-y-2z 1 0
y—2z 0 1

6. Construa uma matriz A = (al.j) . m considerando que:

n=m=3
n=m=3 n=2em=3
a) 3 . b) 5 C) 1 sei=j
aij :(_l) +2] al.. =i —j aijz

J 0 se i#j

1.4 OPERACOES COM MATRIZES

Apresentaremos, a seguir, algumas operacoes com matrizes.

1.4.1 ADICAO DE MATRIZES

Considere as matrizes A e B, ambas de mesma ordem. A matriz soma A + B é obtida
adicionando-se 0s elementos das matrizes A e B que ocupam posicdes correspondentes
em relacdo as linhas e colunas.

Exemplo 1.2:

A loja Gente Feliz vende os artigos V, X, Y e Z para o publico masculino (M) e femi-
nino (F). O gerente resolveu aumentar o seu estoque com a compra dos produtos Ve,
conforme descrevem as tabelas a seguir:

Estoque Inicial Compras Estoque Final

vV X Y Z V X Y Z vV X Y Z
M{S 10 35 12} N MF 0 5 o} ~ MP 10 40 12}
F|12 20 54 28 F|8 0 13 0 F|20 20 67 28

Entendemos, assim, que cada uma das posicdes correspondentes nas tabelas (ma-
trizes) indicam as quantidades de um mesmo tipo de produto, e a matriz Estoque Final
é a soma das matrizes Estoque Inicial e Compras.
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1.4.1.1 Propriedades da adi¢do

Consideremos as matrizes A, B e C de mesma ordem #» x m.

A) Comutativa: A+ B=B + A
Sejam as matrizes AZ[aU] e B:[bl.j]nxm.

nxm
E, também, que B+ A=[b, .| + [a,,] = [b,+a,]| ©)
Visto que a, it b, ;= b, ta;;, propriedade comutativa dos nimeros reais, segue
de (1) e (2) que
A+B=B+A

Observacao 1.1

Entendemos, no Exemplo 1.2, que o Estoque Final serd o mesmo independen-
temente de adicionarmos as matrizes Compras e Estoque Inicial ou vice-versa.

B) Associativa: (A+B)+C=A+ (B + )

Suponha que, no Exemplo 1.2, o gerente resolva adquirir mais produtos e realiza
uma Nova Compra.

Nova Compra
vV XY Z

M|0 2 6 2
F|4 0 11 6
Chamando de A a matriz do Estoque Inicial, de B a de Compras e de C a Nova Com-

pra, veremos que a matriz do Estoque Final serd a mesma, independente da ordem em
que as matrizes forem adicionadas. Isto é, (A+B) + C=A + (B + O).

Estoque Inicial Compras Nova Compra

AL B)LC 8§ 10 35 12 I 0 5 0 0 2 6 2
= + =

ATB)+C=1115 20 s4 28] |8 0 13 0/ 74 0 11 6
Estoque Inicial + Compras Nova Compra Estoque Final

&+1 10+0 35+5 12+0 0 2 6 2 9 12 46 14
1 |12+48 2040 54+13 28+0 i 4 0 11 6| |24 20 78 34
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Estoque Inicial Compras  + Nova Compra
ABC8103512 1050+O262
FBHO=1 20 54 2s[T[8 0 13 0T[4 0 11 6] )7
Estoque Inicial Compras + Nova Compra Estoque Final

8§ 10 35 12 1+0 0+2 546 0+2 9 12 46 14
= —+ =
12 20 54 28 8+4 0+0 13+11 0+6 24 20 78 34

Mostremos, de modo geral, que a propriedade associativa é verdadeira:

Sejam as matrizes:

Entao,
(A+ B)+C = ([ai.i}nxm + [biflnxm ) + [ci-i]nxm -
= [aij + bl.j]nxm+ I:Cij]nxm =

E, também, que

A+(B+C)=[aulnm+([@vl”m+[@ihm):

= [“t‘f]nxm + [b[j +Cff]nxm

=[a,,+(b;,+e,,)] €

Visto que (aij + b,»j)+ c,;=a,; + (bi_j +Ci_;)> propriedade associativa dos nu-

1

meros reais, segue de (3) e (4) que

(A+B)+C=A+B+0C).
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C) Existéncia do elemento neutro:

Mostremos que: A + 6 = 6 +A=A

Suponha, no exemplo da loja Gente Feliz, que a industria responsavel pelo abas-
tecimento ndo tenha enviado o pedido feito pelo gerente, devido a problemas no
transporte.

Considerando que os elementos da matriz 0 (zero produtos enviados) correspon-
dam, respectivamente, aos elementos da matriz A, que representam as quantidades

estocadas, entendemos que ambas, A e 0, devam ter a mesma ordem.

Estoque Inicial Pedido Enviado
) 8 10 35 12 — 00 0 O
Assim, A = e 0=
12 20 54 28 00 0 O
Temos:
— [8 10 35 127 [0 0 0 O] [8 10 35 12
+0= + = e
12 20 54 28 0 0 0 O] 12 20 54 28
— 00 0 O 8 10 35 12] 8 10 35 12
0+A= + = ,
00 0 O 1220 54 28 12 20 54 28
portanto, A+0=0+A
Generalizando:

Sejam as matrizes A:[aif]nxm e 6=[0 ]nxm , teremos:
A+0=la,]| +[0] =la;+0] '=[a,] =Aou

5+ a=[0],, +[e], = [0+a,],, = [a.],.. = A

Observe que a,;+ 0= a,; e, também, que 0+ a,;=a,;,pois se trata da proprie-
dade do elemento neutro da adico de reais.

Vemos que o estoque inicial dado pela matriz A continua inalterado.

Portanto,AJra -0 + A=A
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D) Elemento oposto (inverso aditivo): A+ (-A)=(-A)+A = 0.

Imagine que a loja Gente Feliz, ndo tendo recebido produtos da industria que a
abastece, vendeu todo o seu estoque no dia.

Assim, as prateleiras da loja ficaram com quantidade zero de produtos, isto é, a ma-

triz 0 deve representar o novo estoque.

Portanto,
8 10 35 12 -8 —-10 -35 -12 0 00 0] -
A+(-A)= + = =0
12 20 54 28 -12 =20 -54 -28 0 00O

Entendemos que toda matriz A possui sua oposta (-A) e que a adicdo de duas ma-
trizes opostas resulta sempre na matriz nula de mesma ordem que elas.

Generalizando:

Sejam as matrizes A :I:aij]nxme sua oposta A'z[—aij ]

nxm

Temos: A+A'=[ai,}nxm+ [_aij:lnxm = [aij+(—a,-j)}nxm - I:O}nxm = 0.

Segue, pelo fato de a adicdo de matrizes ser comutativa, que:
A+A'=A'+A=0.

1.4.2 SUBTRACAO

Supondo que A seja a matriz estoque inicial da loja e B a matriz das vendas num
certo dia, entdo a matriz (A — B) representara o novo estoque. Isto é, a matriz do novo
estoque € obtida subtraindo-se os elementos da matriz das vendas efetuadas pelos cor-
respondentes elementos da matriz do estoque inicial da loja.

Podemos entender que a matriz diferenca (A — B) seja dada por A + (-B).

Generalizando:

Sendo A=[a,»j] e B=[bij]nxm,entao

A_B:[“f.i]nxm _[bi.i]nxm :[“if]nxm +[_bi1]nxm :[aif +(_bu)]nxm =

Observacao 1.2

A subtracdo de matrizes nao possui as propriedades comutativa, associativa e
elemento neutro. Entendemos que () possa ser elemento neutro apenas a direita
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de A, isto é, A— 0 = A, pois, no caso da loja, vemos que é impossivel retirar do
estoque vazio 0 os elementos de uma matriz A ndo nula.

1.4.3 MULTIPLICAGAO DE MATRIZ POR NUMERO REAL

Dobrar ou triplicar o estoque de uma loja significa dobrar ou triplicar a quantida-
de de cada um dos produtos comercializados pela loja. Desse modo, entendemos que
multiplicar uma matriz A por um nimero real £ é multiplicar todos os elementos desta
matriz pelo nimero & .

Entao, dados A:[aij] e k ez, teremos k.A:k.[aii] :[k'aiJ]nxm'

nxm ? nxm

Exemplo 1.3:

Ao 8 10 35 12] [16 20 70 24
U712 20 54 28] |24 40 108 56

EXERCICIOS DE APLICAGAO 1.2

2 0 1 -2 0 1 1 01
Dadas as matrizes A = , B= e C= deter-
-2 1 3 1 1 2 310

minar:

1. A+B 2.A-B 3. A-2B 4. 3A-2B+C

1.4.4 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Jonas e Pedro fardo uma viagem e precisam comprar: Paleto, Camisa e Gravata,
conforme descreve a tabela Produtos. Eles procuram pelas marcas “Sol” e “Lua”, cujos
precos em reais constam da tabela Marcas/Precos.

Marcas/Precos
Produtos n SOI n " Lua n
P C G 100 110] P
Jonas [1 2 1 50 40|cC
Pedro |2 1 3 20 20]¢G

a) Quais seriam os seus gastos em relacdo a cada uma das marcas?

b) Qual seria a compra mais econdémica para eles?
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Solucao:

As respostas serdao obtidas adicionando-se os produtos das possiveis compras pelos
respectivos precos estabelecidos pelas marcas “Sol” e “Lua” para cada um dos amigos.

Produtos Marcas/Pregos
P C G "Sol" "Lua"

Jonas =217 HHo—H6| P

Pedro {213 50 40|| C

120 200/ G
"SOZ" v "Lua" "SOI" "Lua"
1.100+2.50+1.20: i{1.110+2.40+1.20 | Jonas=| 220 210
{2.100+1.50:3.20 2.112+1.40+3.20} Pedr0={310 320}

Gastos pela compra dos produtos

a) Jonas gastara R$ 220,00 com produtos da marca “Sol” e R$ 210,00 com os da
marca “Lua”, e Pedro gastara R$ 310,00 com os da marca “Sol” e R$ 320,00 com
os da marca “Lua”.

b) Jonas economizard comprando produtos da marca “Lua” e Pedro da marca “Sol”.

Consideremos, conforme ilustra o exemplo acima, as matrizes A e B, tal que o nu-
mero de colunas de A seja igual ao ntimero de linhas de B.

A matriz produto (A.B) é obtida multiplicando-se, ordenadamente, os elementos de
cada linha de A pelos elementos correspondente em cada coluna de B e adicionando os
produtos obtidos em cada uma dessas operacoes de linha por coluna e os posicionando
em (A.B), de acordo com a indicacdo da linha de A e da coluna de B operadas.

Generalizando:

Cada elemento da matriz (A.B) de linha i(L,) e colunaj (Cj), indicado por LZ./C]., é ob-

tido pela soma algébrica dos produtos dos elementos da linha 7 da matriz A = [a iy ] o
X

pelos correspondentes elementos da coluna j da matriz B = [bii]m E
X

m
Temos que L,/C ; =Za” br Iz sendo m o numero de colunas de A e de linhas
de B. =1

Observacao 1.3

O exemplo mostra que o produto das matrizes s6 é possivel se o nimero de
colunas da primeira matriz for igual ao de linhas da segunda matriz.
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100 110
1 2 1 220 210
A= e B=|50 40 e A.B=
2 1 3 943 310 320 %2
* 20 20

\ 3x2

Vemos que a matriz produto A.B tem o mesmo numero de linhas (2) da primeira
matriz e o mesmo nimero de colunas () da segunda matriz B. No caso, 2x2.

Exemplo 1.4:

Trés maquinas I, II e III de uma industria produzem os artigos R, S, T e U nas quanti-
dades descritas na tabela A. Sabendo-se que os custos, em real, de producio dos artigos
sao dados pela tabela B, determine os custos de producido em cada maquina.

Solucéo:
Custo
R |5

R S T U
I 110 20 6 15 s |3
Supondoque A=1I |12 10 8 O e B= teremos:

miis 9 3 5 Tt
3x4
U2 4x1
5
10 20 6 15 3 10.5+20.3+6.1+15.2 146 |
A.B=[12 10 8 O 14 =112.5+10.3+8.1+0.2 =| 98 II
159 3 5], 1, 155+ 93+3.1+52 |, |115], 11

4x1

O custo de producio da maquina I é R$ 146,00, da maquina II é R$ 98,00 e da méa-
quina III é R$ 115,00.

1.4.4.1 Propriedades da multiplica¢do

Apresentaremos exemplos para facilitar o entendimento das propriedades, pois
suas demonstracoes devem ser vistas de forma generalizada e, por isso, geralmente sdo
trabalhosas. Contudo, é mais facil provarmos a nao validade de uma propriedade, pois
basta apresentarmos um contraexemplo de sua veracidade.

A) Néao é comutativa:

O contraexemplo a seguir mostra que o produto de matrizes ndo é comutativo.
Utilizaremos matrizes de ordem 2 para exemplificar o fato.
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Exemplo 1.5:
8 3 0 2

e B=
2 1] 3 -1

AB 8 3]0 2] [8.0+33 82+3.(-1) 9 13
D= . = = e
2 1[]3 1] 20413 22+1(=D)] |3 3

pa_|0 28 3]_[ 08+22  03+217 [4 2
T3 =12 1] |3.8+(=1).2 33+(=1).1] |22 8

Sejam as matrizes A = [ } , segue que

Logo,

A.B#B.A

B) Associativa: (A.B) .C=A.(B.(C)

. A {3 1 } B {2 —1} C {4 1 1}
ejam as matrizes A = , B= e C=
2.0 2x2 1 0 2x2 2.0 4 2x3

Temos:
301 2 -1 411
(AB).C= . . =
2.0 2x2 1o 2x2 2 04 2x3
([32+1.1 3.(-D+1.0 4 117
22400 2.(-D+00),,] (2 0 4],

_[7 —3} {4 1 1} ~
4 _22x2 2.0 42x3

_{7.4+(—3).2 7.14(=3).0 7.1+(—3).4} _
2x3

44+(-2)2 4.1+(-2).0 4.1+(-2).4

_{22 7 —5} 5
12 4 —4],,
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31 2 -1 4 1 1
A(B.C)= _
20 2x2 Lo 2x2 2.0 4 2x3
300 24+(-1)2 21+(=1.0 2.1+(-D4]| |
2 0_2x2. 1.4+0.2 1.1+0.0 1.1+04 |, 5 B

_{3 1} 6 2 —2} _[3.6+1.4 32+1.1 3.(—2)+1.1}
2x2 2x3

2 0 '_4 1 1 12,6404 22+0.1 2.(-2)+0.1 %3 B
_ 22 7 =5
T2 4 -4, ©
Comparando (5) e (6), vemos que (A.B).C=A. (B.O).

Genericamente:

Considerando il B [bls}nxp e C CS] pXk,temos

A.(B.C) = [ari}mxn'[[biSLXp'[chka]
n V4
SCRR) YN 20 YR

nxk L= §= mxk

Pelas propriedades distributiva e associativa do produto de reais, segue que:

- [Zn: Zp: (b S]] = [Zp:.i(a”. bl.s)csj]
s=1 mxk  Ls=1 =1

i=1

mxk
Novamente pela propriedade distributiva de reais, tem-se:
P

- [Z ,(ana”bm]cw}mk {ianbm]w'[cw}pxk

s=1 i=1
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e, pela defini¢cdo de produto de matrizes, obtemos:

= ([ard, o Lor], o] m B

C) Elemento neutro:

Se a matriz A for quadrada de ordem 7, entdo existird a matriz identidade I,
de mesma ordem que A, sendo que a multiplicacdo de A por I é comutativa. Isto é,

A .1 =1.A = A . Entendemos que a matriz I é elemento neutro da multiplicacéo.

Exemplo 1.6:
1 3 2 1 0 0
Considerando A={1 4 1 e I3 =0 1 0 , temos que:
5 1 3)53 0 0 1),
1 3 2 1 00 1 3 2
Al = 4 1 01 0|=|1 4 1|=A (N
51 3 0 0 1 51 3
1 1 3 2 1 3 2
L,A=10 1 1 4 1|={1 4 1|=A ®
0 1 51 3 51 3
Comparando (7) e (8), segue que A.I; =1;. A = A.
Curiosidade:
1. Se a matriz A nao for quadrada (A = [azj} , COm m # n ), entdo nao

existird uma matriz identidade quadrada que, multipﬁéélndo A pela esquerda e pela
direita, resulte A. Havera, nesse caso, uma matriz identidade Im que, multiplican-
do A pela esquerda, resulta A e outra I, distinta de Im , que, multiplicando A pela
direita, também resulta A. As ordens dessas matrizes identidades quadradas sdo
correspondentes ao numero e de linhas e 7 de colunas da matriz A.
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Exemplo 1.7:
_ 1 00
1 2 1 1 0
Considerando A = I = el;={0 1 0 , temos que:
301 4,5 0 1],
L x2 0 0 1
3x3
1 0] 121 121
a) L. A= . = = A
0 g B 1 4las 31 423
1 00
1 2 1 1 2 1
b)A.I3:{ } 010 =[ } = A
3142x300133 301 4y
X

Vemos que as matrizes identidade a esquerda e a direita de uma matriz A (ndo qua-
drada) sdo distintas.

2. Amultiplicacao de duas matrizes quadradas de mesma ordem pode resultar na matriz
nula sem que pelo menos uma delas seja nula.

Exemplo 1.8:
1. Uma das matrizes € nula:
a.0+b0+c0 a0+b0+c0O0 a0+b0+c.0

000 0
de f]]0 0 0|={d0+e0+f0 dO0+e0+f.0 dO0+e0+f0|=0
g h i]]|0 00 20+h0+i0 g0+h0+i0 g0+h0+i0 0

a b ¢

2. Nenhuma das matrizes € nula:

0 0 1.0+0.1+0.0 1.0+0.1+0.0 1.0+0.1+0.0 0
1 1/=100+0.1+1.0 0.0+0.1+1.0 0.0+0.1+1.0|=|0
00 1.0+0.1+0.0 1.0+0.1+0.0 1.0+0.1+0.0 0

=
oS O O
o = O

00
00
00
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EXERCICIOS DE APLICACAO 1.3
Efetue as multiplicacoes indicadas:

1
nlo 1 2]|2

3

o[ 36 ]
Mo S o2

H0 1

[\©] —
i [
p—
W o
| |

—_ O =
e \®

e}
(-
[\
&
(e}

550 1 o1 2

2 -1 4

3 4 5
6) Dadas as matrizes A ={ } e B= [3 2 1] , determine o produto
A.B! (sendo B! a matriz transposta de B).

7) Um lava-jato atende carros populares e de luxo. O carro popular necessita
de 0,25 hora para lavagem externa, 0,1 hora para aspirar o pé e 0,5 hora para
limpeza do teto e bancos internos. O carro de luxo necessita de 0,30 hora
para lavagem externa, 0,15 hora para aspirar o p6 e 0,6 hora para limpeza do
teto e bancos. Supondo que em um dia foram atendidos 21 carros populares
e 10 carros de luxo, apresente a solucdo matricial do nimero de horas gastas
em cada tipo de servico. Sugestao: multiplique a matriz “Tipo/servico x hora/
unidade” pela “Tipo/carro x carro/atendido”.

1.4.5 INVERSAO DE MATRIZ

nxn"*

Dada uma matriz A = (a, ;)

Chamamos B = (), j)nx,, de matriz inversa de
A se o produto (A.B) for a matriz identidade.
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Assim, A.B=B.A =1 eanotacio utilizadaé B=A"".

Exemplo 1.9:

w2 002 M 0

1. Uma matriz s6 é inversivel se for quadrada.

2 1 2 -1
A matriz A = é inversa da matriz B = , pois
3 2 2

Observacao 1.4

2. Nem toda matriz quadrada é inversivel. (Veremos no Capitulo 2, item 2.2.10,
que o determinante da matriz deve ser diferente de zero para que seja inversi-
vel.)

3. A inversa de uma matriz € tinica.

Exemplo 1.10:
3 -5
Obtenha a inversa da matriz A = .

Solucéo:

a
Suponhamos que a inversa de A seja a matriz Al = |: } . Aplicando a defini-
¢ao acima, devemos ter: c d
1 0O
0 1

B 3 S|la b
A A = )
-1 2 c d
3a—5¢ 3b-5d B 1 0
—a+2c¢ —b+2d| [0 1|’

Efetuando a multiplicacdo, segue
Estabelecendo a igualdade dos elementos das matrizes, segue que:
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3a-5¢=1 a=2 3b—-5d =0 b=5
= e =
—a+2c=0 c=1 -b+2d =1 d=3

_ 2 5
Portanto, a matriz inversa de A é A = |:1 3|

1.4.5.1 Procedimento para obter a inversa de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada, tal que nao possua:

a) filas cujos elementos sejam todos iguais a zero;

b) filas paralelas proporcionais; ou

c¢) fila que seja a soma de outras filas paralelas multiplicadas por nimeros reais.

Mostraremos, de modo pratico, um procedimento para se obter a matriz inversa:
Al

Exemplo 1.11:

6 2 -3
A=|1 -1 1
2 2 -1

1°) Escrever a matriz identidade de mesma ordem ao lado direito de A:

6 2 -3|[1 0 o]L,
I -1 10 1 ofL,
2 2 -0 0 1]L,

2°) Multiplicar a linha L das matrizes justapostas por 1/6, obtendo o nimero 1
como primeiro elemento da primeira linha:

(1/6)L,[1 1/3 -122][1/6 0 O]L,
1 -1 10 1 0|L,
2 2 1o o 1]L,
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3°) Multiplicar L, por (-1) e adiciona-la a L, e, também, L por (-2) e adiciona-la a L,
obtendo zero como primeiro elemento da segunda e da terceira linha:

1 1/3 -1/2][1/6 0 0O]L,
(-DL+L,[0 -4/3 3/2|-1/6 1 O|L,
(2L +L,|0 4/3 0 |-1/3 0 1]|L,

4°) Multiplicar L, por (-3/4), objetivando obter 1 como segundo elemento da segun-
da linha da primeira matriz:

1 1/3 -1271/6 0 0]L,
(:3/4)L,0 1 -9/8 || 1/8 -3/4 O|L,
0 4/3 0 ||-1/3 0 1|L,

5°) Multiplicar L, por (-1/3) e adiciond-la a L, obtendo zero como segundo elemen-
to da primeira linha. Multiplicar L, por (-4/3) e adiciona-la a L,, obtendo zero
como segundo elemento da terceira linha:

-13)L+L[1 0 -1/871/8 1/4 O]|L,
0 1 -9/8 | 1/8 -3/4 0O|L,
(-4/3)L,+L,|0 0 32 |-1/2 1 1]L,

6°) Multiplicar L, por (2/3), objetivando obter 1 como terceiro elemento da terceira
linha da primeira matriz:

1 0 -1/811/8 1/4 0 |L
0 1 -9/8|1/8 -3/4 0 |L,
(2/3)L,j0 0 1 -1/3 2/3 2/3]|L,

7°) Multiplicar L, por (1/8) e adicioné-la a L , obtendo zero como terceiro elemento
da primeira linha. Multiplicar L, por (9/8) e adicioné-la a L,,, obtendo zero como
terceiro elemento da segunda linha:

(1/8)L,+L[1 0 07]1/12 1/3 1/12]L,
(9/8)L+L,|0 1 0 |-1/4 0 3/4|L,
0 0 1|-1/3 2/3 2/3|L,
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A matriz a direita da identidade é a inversa de A:

1/12 1/3 1/12
1/4 0 3/4| =A"!
-1/3 2/3 2/3

Observacao 1.5

Este procedimento pode ser utilizado para obter a inversa de matrizes quadra-
das de maior ordem.

EXERCICIOS DE APLICACAO 1.4

-3 4 5 4
1. Amatriz A = 1 é inversa da matriz B = 4 ?

2. A matriz 1 possui inversa?
(1 0 1

3. Obtenha a matriz inversade A=[0 1 2.
01 0
1 0 0 O]
2 1 0 1

4. Obtenha a matriz inversa de A = .
0O 1 1 2
111 1]
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