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Capitulo 1

Trigonometria basica

1.1 Arcos e angulos

Para iniciarmos os estudos em Trigonometria, apresentamos nesta

secao algumas defini¢oes preliminares.

Definicao 1.1

(a) Define-se angulo como sendo a reuniao de duas semirretas de mesma

origem.

(b) As semirretas (r1 e r9) e a origem (O) sao chamadas, respectivamente,

de lados e vértice do angulo.

O (i |

13



14 Trigonometria e nimeros complexos: com aplicagoes

Definicao 1.2

(a) Dada uma circunferéncia de centro O, quais-

quer dois pontos A e B sobre esta circunferéncia

determinam um arco e um angulo central, ambos B
considerados de A para B, no sentido anti-horario.

(b) Fixada uma circunferéncia, todo arco esta A
associado a um angulo e vice-versa. B
(c) Quando os pontos A e B coincidem, tem-se

um arco nulo, ou arco de uma volta; e, quando os Q
pontos A e B sao diametralmente opostos, tem-se

um arco de meia volta.

(d) O comprimento do arco é a medida linear do

arco considerado.

O comprimento de um arco depende, portanto, do raio da circunferéncia
que o contém e as unidades utilizadas sao as usuais, tais como: centimetro,

metro etc.

Definigao 1.3

A medida de um arco de circunferéncia é a medida do angulo central as-

sociado a este arco, independentemente do raio da circunferéncia.

As unidades mais utilizadas para medir angulos sao o grau e o radiano.
Definicao 1.4

Um grau (simbolo: 1°) corresponde a medida de um 1°

. . 0 o 1 .
arco cujo comprimento € igual a 555 do comprimento

da circunferéncia que esta sendo considerada.

Em particular, o arco de uma volta mede 360°, o arco de meia volta

mede 180°, e assim por diante.
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Observacao: note que esta unidade de medida independe do comprimento

do raio da circunferéncia.

90° 180° 270° 360°

Definicao 1.5
R=1rad
Um radiano (simbolo: 1 rad) corresponde a me-

dida de um arco que tem o mesmo comprimento
do raio da circunferéncia que esta sendo conside-

rada.

Observacao: note que esta unidade de medida também independe do com-

primento da circunferéncia considerada.

Como a féormula para o
comprimento C' de uma cir-

cunferéncia de raio R é dada

por
O = 2R, v

1 rad 2 rad 3 rad

.:3
il\/
m

e como o valor de 27 é aproxi-
madamente 6,28, tem-se que "
um arco de uma volta possui GR

aproximadamente 6,28 radia-

nos. 4 rad 5 rad 6 rad

Em particular, o arco de uma volta completa equivale a 27 rad, o arco

de meia volta equivale a 7 rad, e assim por diante.
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B
0 A B 5 A A A=B
T rad m rad ) Fed 2m rad
Razao

Considere as circunferéncias de raios Ry, Ry e R3 da figura a seguir e os
arcos (1, {5 e (3.
Lembre que a razao entre o arco e o raio da respectiva circunferéncia

permanece fixa, ou seja, existe uma constante « tal que

R

R Ry, Ry

Note que o nimero « independe da medida do raio da circunferéncia

(@

(0%

considerada.

<

Ry Ry
Ry Ry
Ry R3

A medida de um angulo em radianos é, portanto, a razao entre o arco
que este angulo determina e o raio da referida circunferéncia. Ou seja, dada
uma circunferéncia de raio R, tomando um arco de comprimento ¢ sobre

esta circunferéncia, o angulo central «, expresso em radianos, sera dado por

14
o= —.

R
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Exemplo 1.6 Um angulo central de uma circunferéncia de raio 10 cm in-
tercepta um arco de 67 cm. Determine o valor do angulo central o que o
referido arco forma com a circunferéncia. Em seguida, obtenha a area desse

setor determinado por a.

Solugcao. Como R = 10cm e ¢ = 6wem, segue que o angulo central o, em

radianos, sera dado por

14 _ b6rem Swrad
R  10em 5 '

Por fim, para determinar a area do setor circular de angulo central a =

3

= rad, basta fazer uma regra de trés simples como segue:

orrad --» TR?

3
lrad - A
5

Assim, 27A = ‘%’r -mR?, donde segue que, lembrando que R = 10cm,
A = 307 em?.
De forma geral, a relagao entre graus e radianos é:
2m rad +— 360°, ou, simplesmente, m rad <— 180°,

onde o simbolo +— indica uma correspondéncia entre ambos.

Exemplo 1.7 Converta os seguintes arcos de graus para radianos:
(a) 30° (b) 45° (c) 60° (d) 135°
Solucao. Utilizando a relagao 7 rad <— 180° e uma regra de trés simples,

obtém-se:

7T 7T 7r
(a) s rad (b) 1 rad (c) 3 rad (d) Z%r rad
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Exemplo 1.8 Converta os seguintes arcos de radianos para graus:

2 11
(a) % rad (b) 5% rad (c) 3; rad (d) % rad
Solugao. Utilizando a relacao 7 rad <— 180° e uma regra de trés simples,
obtém-se:
(a) 120° (b) 150° (c) 270° (d) 330°
Exercicios

1. Converta para radianos.
(a) 184° (b) 59°30”

2. Um angulo central de uma circunferéncia de raio 30cm intercepta um

arco de 6ecm. Expresse o angulo central o em radianos e em graus.

3. Um setor de um circulo possui um angulo central de 50° e uma &rea

de 605¢m?. Encontre o valor aproximado do raio do circulo.

4. Calcule a area do setor circular determinado por um angulo central

de % rad em um circulo de didmetro 32¢m.

5. Encontre a drea do setor circular determinado por um angulo central

de 100° em um circulo de raio 12¢m.

6. Um angulo central de uma circunferéncia de raio 36¢m intercepta um

arco de 3mwem.

(a) Calcule o valor do angulo central o que o arco acima determina

na circunferéncia, em radianos e em graus.

(b) Calcule a érea do setor circular determinado por a.
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Respostas

1 (a) = rad  (b) Fipos rad 2. a=1radoua=3
3. 67 4. A=17 cm? 5. 8mem?

6. (a) o = S rad ouw =15°  (b) A = 108mcm?

Definicao 1.9

Com relagao a sua medida, um angulo pode ser classificado como:

e Nulo: um angulo nulo mede 0°;

assim os seus lados estao localizados em retas perpendiculares;

Obtuso: é um angulo cuja medida estd entre 90° e 180°;

Agudo: angulo cuja medida é maior do que 0° e menor do que 90°;

Reto: um angulo reto é um angulo cuja medida é exatamente 90°,

e Raso: angulo que mede exatamente 180°, os seus lados sao semirretas

opostas.

1.2 Razoes trigonométricas no triangulo re-

tangulo
Considere o triangulo retangulo dado pela figura a seguir.

C
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Definicao 1.10

Definem-se, neste triangulo, os elementos:
e A B e (' sao os vértices do triangulo;
e 0 é o angulo relativo ao vértice B;
e a ¢ a hipotenusa do triangulo;
e b é o cateto oposto relativo ao angulo 6,

e c ¢ o cateto adjacente relativo ao angulo 6.

Sejam 71, 19 € 13 as razoes (divisoes) entre os lados do triangulo anterior,

entao:

cateto opostoa @ AC b
7’1 = et = —
a

hipotenusa BC
cateto adjacente a# BA ¢
To = = = —
2 hipotenusa BC a

cateto oposto a 8  AC b

cateto adjacente  BA ¢

Da geometria sabe-se que triangulos semelhantes possuem lados corres-
pondentes proporcionais e, por isso, estas razoes permanecem fixas quando

se considera qualquer triangulo retangulo com o angulo # em comum, ou

seja,
cateto opostoa # AC MN  PQ 0
T = et = et
! hipotenusa BC BN  BQ N
cateto adjacente a & BA BM  BP ¢
To = = = =
2 hipotenusa BC BN  BQ
_ catetoopostoa#  AC  MN PQ p 0 >

cateto adjacente =~ BA  BM  BP
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Definicao 1.11
A razao r; é chamada de seno do angulo 6, ou simplesmente seno de 6, e

sera denotada por sen 6, ou seja,

cateto oposto a 6

senf = .
hipotenusa

Definicao 1.12
A razao ry é chamada de cosseno do angulo 6, ou simplesmente cosseno de

6, e serda denotada por cosf, ou seja,

cateto adjacente a 0

cosf = -
hipotenusa

Definigao 1.13
A razao r3 é chamada de tangente do angulo 6, ou simplesmente tangente
de 0, e serd denotada por tanf, ou seja,

cateto oposto a 6
tanf =

cateto adjacente -

As razoes inversas de 11, 79 e r3 sao dadas, respectivamente, por:

r hipotenusa 1 hipotenusa

r.  cateto oposto a 8’ 71 ~ cateto adjacente a 0

1 cateto adjacente a ¢

r3 cateto oposto a 6

e sao definidas como segue.

Definicao 1.14

A razao % ¢é chamada de cossecante do angulo 6 ou simplesmente cossecante

de 0, e serda denotada por cscf, ou seja,

hipotenusa

cscl = .
cateto oposto a 6
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Definicao 1.15

A razao % é chamada de secante do angulo 6 ou simplesmente secante de

0, e sera denotada por sec#, ou seja,

hipotenusa

sec = .
cateto adjacente a 6

Definicao 1.16

A razao % é chamada de cotangente do angulo 6 ou simplesmente cotan-

gente de 0, e sera denotada por cot #, ou seja,

cateto adjacente a 0
cotf =

cateto oposto a 6
As razoes seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente acima
sao chamadas de razoes trigonométricas. Portanto, as razoes trigonométri-
cas sao razoes entre os lados de um triangulo retangulo que se mantém
fixas para o mesmo angulo, independentemente do tamanho dos lados do
triangulo.

E importante observar que as razoes trigonométricas sao nimeros reais.

Exemplo 1.17 Considerando o triangulo retangulo abaixo, determine:

(a) sen 6 (e) secO (i) tan6,
(b) cos b, (f) cot by (j) cschy
(c) tan b, (g) sen by (k) sec by
(d) cscb, (h) cos by (1) cot 6
Solucao.
3 ) 4 . )
(a) senf; = = (d) cscby = 3 (g) senfy = R (j) cscly = 2
4 5 3 3
(b) cosb = R (e) sect) = 1 (h) cosfy = s (k) sec 02:§
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3 4 . 4 3
(c) tan#; = 1 (f) cotty = 3 (i) tanfy = 3 (1) cothy = 2

Proposicao 1.18

Valem as sequintes relagoes trigonométricas:

0 0 1 1
tanf = sen’ , cot = cos7 , sec) = ——, cscl = ;
cos sen 0 cos 0 sen 6

Demonstracao. Considerando o triangulo retangulo abaixo, tem-se

; C
c
senf) = — e cosf = —,
a a
a b
e, portanto,
b G
senff - b a b
=% =—.—-=-=tanf. 2 C A
cos £ a ¢ ¢

Como a cotangente é a razao trigonométrica inversa da tangente, temos:

‘0 1 1 cos
CcO == = fry .
tanf =20 genf
cos 6

As duas ultimas relacoes apresentadas na proposicao seguem diretamente
do fato de que secante e cossecante sao as razoes trigonométricas inversas

de cosseno e seno, respectivamente. O

Proposicao 1.19

Valem as sequintes relagoes trigonométricas:

sen?d + cos? 6 = 1, sec?f = 1+ tan?#, csc?f =1+ cot® .

Demonstracgao. Considerando o triangulo retangulo abaixo, tem-se
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C
b c
senf) = — e cosf = —,
a a i %
ou seja,
(G .
¢ = asen 6 e b= acosb. B ¢ A

Segue agora, do Teorema de Pitdagoras, que:

a® = b + & = a® = a’sen?0 + a* cos® ) = a*(sen?0 + cos® 0) = a?,
ou seja,

sen 20 + cos® 6 = 1. (1.1)

Dividindo (1.1)) por cos?#, tem-se:
sen’f cos’0 1
cos2f  cos?f  cos2f
Dividindo ({1.1)) por sen 20, tem-se:

sen?0  cos’d

sen20 sen?f  sen?2d

sen?f + cos’f =1 =

= tan’f + 1 = sec? 6.

sen’?f + cos’f =1 —

— 1+ cot? 6 = csc? 6.

O
Proposicao 1.20
Valem as sequintes relagoes trigonométricas:
1 tan? 6
2 2
cos ) = ———, sen“f = ———.
tan?6 + 1 tan?0 + 1
Demonstracgao. Utilizando as Proposigoes e|l.19] temos que:
2 2 2 2
sec*f =1+ tan” 0 = =1+4+tan"0 = cos“ = ———
+ cos? f) * 1+ tan?6
Utilizando a relagao acima, temos:
1 1 1 1+ tan?0
2 2
csc“f =1+ cot® — =1+ — =
sen 20 tan2 0 sen 20 tan? 6
tan? 0
2
—sen“f = ———.
1+ tan%6
O

Observacao: as féormulas destas duas Proposicoes foram provadas para

0 € (0,%). Na segao 1.7 podemos estendé-las para arcos maiores.
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Exercicios

z+1

1. Ache os valores de x que verificam simultaneamente tana = 5

e

seca = v/x + 2.

2ym

2. Calcule o valor de cos x, sabendo que cot x = 7> com m > 1.

3. Sesenx = %, com 0 < z < 7, calcule o valor da expressao

1 1
+ .
cscx +cotxr cscx —cotx

4. Calcule o valor de m para que senx =2m + 1 e cosx = 4m + 1.

Respostas

— — _ 2ym — __1 —
l.z=—-1 ou x=3. 2.cosx7m+1’ 3.y=6 4 m=—7 ou m=—

1.3 Razoes trigonométricas especiais

Nesta secao serao obtidas as razoes trigonométricas de 30°, 45° e 60°.

Razoes trigonométricas de 30° e 60°
Considere o triangulo equilatero ABC' de lado ¢ = 1 representado na

figura abaixo.
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Sejam h a altura relativa ao vértice C' e 0y, 6, os angulos internos agudos

do triangulo retangulo BC'D.

B =
(%)

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180° e, em

um triangulo equilatero, todos os angulos internos sao congruentes entre si,

obtém-se:
91 = 600 (§ 02 = 300.

Utilizando o Teorema de Pitagoras no triangulo BC'D, obtém-se:

Consequentemente,

= ol
Il
DN —
w0
@]
=
D
(@)
(e}
Il

sen 30° =
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V3 1 1
COS3O°:L:\/—§ cos60° = 2 = =
1 2 1
5 V3 V3
tan30° = 2 = ' o_ 2 _
an V3 3 tan 60 i V3
2 2
Note que

assim como

sen 60° = cos 30° =

Razoes trigonométricas de 45°
Considere o triangulo retangulo isésceles ABC, de catetos iguais a 1,

hipotenusa ¢ e angulo agudo interno igual a 6, conforme a figura abaixo.

Como a soma dos angulos internos de um tri-

angulo é igual a 180°, obtém-se

0 = 45°.

Utilizando o Teorema de Pitagoras no trian-
gulo ABC', obtém-se

P=12112—= P2 =92 — (=12

Consequentemente,

1 2
sen4dh® = — = V2 cos45° =

1
VR 7

1
e tan4b° = 1 =1.
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A tabela ao lado resume os resultados

30° | 45° | 60°

obtidos acima. sen 1 \/_§ ﬁ
2 2 2

V3| V2] 1

cos | — | — | =

\3_ 2 2

tan ?3 1 \/§

Exemplo 1.21 Determine o valor de x na figura abaixo.

C

30°

Solucgao. Pela figura acima, tem-se:

sen30° = —. (1.2)
Da tabela anterior tem-se:
sen 30° = — (1.3)
De (1.2)) e (1.3]) segue que:
oLl
- == r=1.
2 2

Exemplo 1.22 Determine os valores de x e y na figura abaixo.

C
60°

B 4 em A
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Solugao. Da figura acima, tem-se:

4 4
sen60®° = — e tan60° = —. (1.4)
y x

Novamente, da tabela anterior tem-se:

3
sen 60° = \/7— e tan60° = /3. (1.5)

De (L4) e ([L.3) segue que:

4 V3 8 8v/3
y 2 Y RV RGN
4 4 4/3
LTSS g

Exemplo 1.23 Determine os lados de um triangulo retangulo e isésceles

com hipotenusa de 2 cm.

Solucao. Como os catetos tém o mesmo tamanho ¢, usando a tabela acima

temos que sen 45H° = é, donde segue que £ = v/2 cm.

A titulo de ilustracao, a tabela a seguir lista os valores aproximados das
razoes seno, cosseno e tangente dos angulos de 1° a 89°, variando de grau

em grau, com um arredondamento de quatro digitos apods a virgula.
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angulo sen cos tan angulo sen cos tan
1° 0,0175 | 0,9998 | 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
2° 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 | 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
5° 0,0872 | 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 51° 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
7° 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 52° 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 0,8192 | 0,5736 | 1,4281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 1,4826
12° 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 75° 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
13° 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 | 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
15° 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 | 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 | 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 | 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503
20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 65° 0,9063 | 0,4226 | 2,1445
21° 0,3584 | 0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460
22° 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559
23° 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751
24° 0,4067 | 0,9135 | 0,4452 69° 0,9336 | 0,3584 | 2,6051
25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475
26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042
27° 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777
28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709
29° 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 74° 0,9613 | 0,2756 | 3,4874
30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321
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angulo sen cos tan angulo sen cos tan
31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108
32° 0,5299 | 0,8480 | 0,6249 T7° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315
33° 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78° 0,9781 | 0,2079 | 4,7046
34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446
35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713
36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138
37° 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154
38° 0,6157 | 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443
39° 0,6293 | 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144
40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,3049 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 1

Exemplo 1.24 Determine os valores de x e y na figura abaixo.

(@
N
Yy
B T A

Solucgao. Da figura acima, tem-se:

sen71° = % e cos71° = % (1.6)
Assim, da tabela anterior tem-se que:
sen71° =10,9455 e cos71° =0, 3256. (1.7)

De (1.6]) e (1.7) segue que:

§:0,9455:>x:2,8365 e %zO,S256=>y:0,9768.
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Exemplo 1.25 Determine os valores de = e y na figura abaixo.

C
499

B 9em A
Solugao. Da figura acima, tem-se:

9 9
sen49° = — e tan49° = —. (1.8)
z Y

Da tabela das razoes trigonométricas tem-se:

sen49° = 0,7547 e tan49° = 1,1504. (1.9)

De (|1.8)) e (1.9) segue que:

g2077547———>x: — r = 11,9253
x

0, 7547

— y = 7,8234.

9
21,1504 = y =
y Y= 1 1504

Exercicios

1. Determine o valor da soma z + y + 2.
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2. Determine o valor de z.

3. Utilizando a figura ao lado, determine:
(a) a medida x indicada;
(b) a medida y indicada; r

(c) a medida z indicada.

4. Um observador vé o topo de um prédio, construido em terreno plano,
sob um angulo de 60°. Afastando-se do edificio mais 30 metros, passa

a ver o mesmo topo sob um angulo de 45°. Qual é a altura do prédio?

Respostas
) 10v/3 + 12v2 + 30
' 3

2. 32 (14 /3)
3. (a) 5v2 (b)) 5v2  (c) 5v2(V3 1)

4. 15(3 +V3)m
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1.4 Exercicios com aplicacoes

1. Com o objetivo de calcular a altura de uma torre, um engenheiro
mediu um angulo de 45° do topo da torre com o solo, a uma distancia
de 15 metros do centro da base da torre, conforme mostra a ilustracao

abaixo. Verifique qual a altura da torre em relagao ao solo.

2. Uma pipa €é presa a um fio esticado que forma um angulo de 45° com
o solo. Se o comprimento do fio é 15 metros, determine a altura da

pipa em relagao ao solo.

h

3. Joao e Pedro sao dois amigos que costumam ir juntos a escola. Geral-
mente, Joao se desloca até a casa de Pedro, passando pela rua A, para
entao se deslocarem juntos até a escola utilizando a rua B, conforme
a figura abaixo. Certo dia, Pedro nao pode ir a aula, e Joao decidiu

se deslocar até a escola utilizando a rua C.

Sabendo que as ruas A e B sao perpendiculares, que as ruas A e C
formam um angulo de 30°, e que a distancia entre as casas de Joao e

Pedro é de 150 metros, determine:
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ESCOLA
FH o0

CASA DO (150 metros) CASA DO
PEDRO JOAO

(a) Qual a distancia percorrida diariamente por Joao, passando pela

casa de Pedro?

(b) No dia em que Joao utilizou a rua C para ir até a escola, qual foi

a distancia percorrida?

4. Determine a altura do prédio da figura abaixo, sabendo que a distancia

entre o observador e o prédio é de 20 metros e que o angulo do solo

ao topo do prédio é de 30°.

Respostas

1. 15 m

20 m

2. h = 15v2

2 . 3. (a) Para ir até a escola, passando pela casa de

Pedro, Jodo percorre 50(3 + v/3) metros.  (b) 100v/3 metros. 4. h = % m

1.5 O ciclo trigonométrico

Com o objetivo de construir passo a passo o conceito de ciclo trigono-

métrico, considere um sistema cartesiano ortogonal uv, uma circunferéncia
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centrada na origem (o centro da circunferéncia é Y
o ponto (0,0)) e raio unitdrio (raio r desta cir-

cunferéncia é igual a 1).

Note, em particular, que o comprimento desta

circunferéncia é dado por

C =2mr =2n(1) = 2.

Considere agora o ponto A = (1,0) sobre a circunferéncia acima e, para
cada nimero real x, vamos associar um ponto P sobre a circunferéncia de
tal modo que o comprimento do arco de origem em A e extremidade em P
seja igual a |z|.

Se x < 0, o arco sera percorrido no sentido anti-horario, que chamaremos
de sentido positivo, e, se x > 0, o arco sera percorrido no sentido horario,
que chamaremos de sentido negativo.

Note que, se x = 0, entao o ponto P coincide com o ponto A.

v P Ul

||

A A

u u
||

P
x>0 <0
Sentido positivo Sentido negativo
(anti-horério) (horario)

O ponto P associado ao nuimero real x é denominado de imagem de x.
De posse da nomenclatura acima apresentada, introduzimos a seguinte

definicao.
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Definigao 1.26

O ciclo trigonométrico é a circunferéncia orientada de raio unitério, cen-
trada na origem do sistema de coordenadas cartesianas, na qual o sentido

positivo é o anti-horario.

A cada arco x no ciclo trigonométrico estd associado um angulo AOP,

que denotamos na figura ao lado por 6. s
Lembre que as unidades de medida mais usa-

das para medir angulos sao graus e radianos, e

que a relacao que existe entre estas unidades de

medida é:

7 rad +— 180°.

Portanto, valores positivos de 6 serao considerados no sentido anti-
horario, e valores negativos, no sentido horario.
A seguir, destacamos alguns arcos no ciclo trigonométrico.

Em radianos

SRR

0 T 0 0

3

(e (K 0

CIN

dh
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Em graus

90°] Y

0w  180° ou ou

4\

2707

00 =180° 0u ou

N
CIN N

A figura a seguir destaca a correspondéncia entre os principais arcos que

serao utilizados nesta secao, com as respectivas representacoes em radianos

e graus.
2n 3 ™ 9
3t 3, \3\7( ;0/ 60°
y d 135°, 45°
6 i 150° 30°
1 0 1 0
m pr 180° 360°
L 1r 210° 330°
T 6
6 5_7;\’\ .7_7T 2250\\/.3150
[ 4 240" 300°
3 o 3 2707
2
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Exemplo 1.27 Determine as coordenadas dos
pontos P, @), R e S no ciclo trigonométrico dado
pela figura ao lado.

Solucao. Como o ciclo trigonométrico tem raio

unitéario, obtém-se:

P(1,0), Q(0,1), R(—1,0) e S(0,—-1).
Exemplo 1.28 Dadas as coordenadas do ponto
P(a,b) no ciclo trigonométrico a seguir, deter-
mine as coordenadas dos pontos @), R e S.
Solucao. Utilizando semelhanca de triangulos,

obtém-se:

Q(—a,b), R(—a,—b) e S(a,—b).

R

an
N

P(a,b)

R

Exemplo 1.29 Em cada caso, determine as coordenadas dos pontos P, (),

R e S no ciclo trigonométrico.

(a) (b) (c)
(
Q P /
Q P
30° 45° 60°
R _/S N

Solugao. (a) Como

sen 30° = % e cos30° =

obtém-se:

V31 V31 V3 o1
F (?5) @ (‘75) A (‘7’—5



40  Trigonometria e nimeros complexos: com aplicagoes

(b) Como
2
sen4b® = — e cos4h® = g,
obtém-se:
V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
P _7_ ) Q __7_ 7 R __7__ e S 7_
2 2 2 2 2 2 2 2
(c¢) Como
1
sen 60° = > e cos60° = 2
obtém-se:

1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
P (§>7> @ (‘577) A (‘5*7) ¢ o (57‘7) |

Exemplo 1.30 Em cada caso, considere o ciclo trigonométrico dado para

obter as, a3 e ay em fungao de ay.

Solucgao. Utilizando semelhanga de triangulos, é facil constatar que

Qg — 180° — aq, Q3 = 180° +a1 e g = 360° — Qaq.
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Exemplo 1.31 Em cada caso, considere o ciclo trigonométrico dado para

obter «, 3 e 7.

Solucgao. Utilizando semelhanga de triangulos, obtém-se:
a=180° —37° =143°, f =180° 4+ 37° = 217° e v = 360° — 37° = 323°.

Exemplo 1.32 Em cada caso, considere o ciclo trigonométrico dado para

obter «, 3 e 7.

155° 232°
O (]

Solucgao. Utilizando semelhanca de triangulos, obtém-se:
a = 180° — 155° = 25°, 3 =232° — 180° = 52° e v = 360° — 295° = 65°.

Observacao: no ciclo trigonométrico, pode-se considerar arcos com mais de
uma volta. Disto resulta que, dado um arco z, sempre é possivel encontrar
outros arcos com a mesma imagem de x no ciclo. Em particular, se a
diferenca entre dois arcos é uma volta completa, eles possuem a mesma

imagem.
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Definicao 1.33
Dois arcos sao congruos ou congruentes quando possuem a mesma imagem
no ciclo trigonométrico.

Em outras palavras, dois arcos sao congruos se a diferenca entre eles é
uma quantidade finita de voltas completas.

Note que um arco z é congruo a todos os arcos da forma

x + k vezes uma volta completa,

onde k € Z.
Utilizando as unidades de medida destacadas acima, tem-se que x é

congruo a todos os arcos da forma

z + k- 360° (se x é dado em graus)

z+ k- 27 (se x é dado em radianos)

onde k € Z.

E importante salientar que, dado o arco a = AM , temos que A é a
origem e M a extremidade do referido arco. Entao, dizemos que dois arcos
AM e AP sio congruos se possuirem mesma origem (o ponto A) e mesma
extremidade (M e P coincidem), diferenciando-se apenas pelo nimero de

voltas.

Definigcao 1.34
A primeira determinagdo positiva de um arco x é o menor arco nao negativo
cONgruo a x.

A primeira determinagao positiva de um arco também é chamada de

menor determinagao.

Exemplo 1.35 Encontre a primeira determinagao positiva dos arcos

(a) 300° (b) —570° (©) 157” (d) —%
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Solucao.

(a) Como 390° = 30° 4+ 1 - 360°, tem-se que 30° é a menor determinagao
positiva de 390°.

(b) Como —570° = 150° —2-360°, tem-se que 150° é a menor determinagao
positiva de —570°.

15 3 3
(c) Como TW = §+3-27r, tem-se que ; é a menor determinacao positiva
15
de 21
2 37 ) )
7r T
(d) Como _Tﬂ =5 - 7. 27, tem-se que 3 ¢ a menor determinacao
37T

ositiva de ———.
p v 3

Exemplo 1.36 Uma volta completa equivale a 360° ou 27 rad. Assim,
de maneira geral, com base nessa informacao podemos reduzir qualquer
arco a primeira volta dividindo a medida do arco em graus por 360 (volta
completa), e o resto da divisao serd a menor determinagao positiva do arco.
Se o arco do resto for negativo, a menor determinacao positiva sera o arco

positivo que completa a volta de 360°.
Definicao 1.37

Dado um arco AM , definimos a sua expressao geral por AM = £.360° + Q,

onde a é a menor determinacao para AM.

Exemplo 1.38 Considere o arco AM , tal que sua extremidade termine em
210° (no sentido positivo). Assim, a expressao geral fica ZJ\\@ = k.360° +

210°. Neste caso em particular, temos que:

e quando k =0, X]\\/lo = 210°;

e quando k£ =1, ZJ\\/[l = 1.360° 4+ 210° = 570°, o que representa uma
volta no sentido positivo a partir do 210°;
e ¢ assim sucessivamente ...

Observe que a expressao geral de um arco caracteriza uma cole¢ao (ou fa-

milia) de arcos congruos a «, com « a menor determinagao.
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Exercicios

1. Encontre a primeira deteminagao positiva dos seguintes arcos:

(a) 1930° (c) —4350°
(b) 1050° (d) —930°
2. Encontre a primeira deteminacao positiva dos seguintes arcos:

256w 491

@) © =%
20T 2T

b) — d) ——

b) = @) -3

3. Considere um poligono regular de n lados com medida de cada lado
igual a ¢, inscrito numa circunferéncia de raio R. Da Geometria sabe-
mos que, se tracarmos todas as diagonais desse poligono, formaremos

n triangulos isdsceles.

(a) Destacando um desses triangulos isdésceles do poligono regular,
considerando o vértice onde esta o centro da circunferéncia, con-

clua que a medida de seu angulo interno, em radianos, é dada

21

por =*.

(b) Mostre que a area A,, do poligono regular de n lados pode ser

determinada pela férmula

_on- L2
_4-tan<%>.

(c) Usando a férmula acima, encontre as férmulas para determinar

Ay

a area de um quadrado de lado ¢, de um triangulo equilatero de

lado ¢ e de um hexagono regular de lado /.

S

(d) Considerando que cos36° = £, onde ¢ = £ é o nimero de

ouro, determine uma féormula para calcular a area de um penta-

gono regular.
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4. No mesmo contexto do exercicio anterior, mostre que a area A, do

poligono regular de n lados também ¢é dada pela formula

A, =n-R*-sen (z) . COS(E).

n n

O que vamos encontrar ao calcular A,,, utilizando valores de n arbitra-
riamente grandes (simbolicamente, quando lim A,)? Que conclusao
n——+00

tiramos disso?

5. Considere um poligono regular de n lados, n > 3, inscrito no ciclo

trigonométrico.

Cn ,
(a) Mostre que sent = ox onde /¢, denota a medida do lado do
n

poligono regular de n lados inscrito no ciclo.

(b) Usando a igualdade acima, verifique os valores do seno de %, 7 e

s

4
s
5

(¢) Da Geomeria Plana, considerando um poligono regular de n lados
inscrito numa circunferéncia de raio R, temos que a medida do
lado do poligono de 2n lados, também inscrito na circunferéncia,

¢ dado por

lyn = \/R(QR — VAR* — 7).

T

Dessa forma, determine o valor de sen 5.

Respostas

1. (a) 130°  (b)330°  (c)330°  (d) 150°

s 67 117 4
2. — - — ey
Ww: wT wi @i
2 2 02 la
3. (C) A4 = £2 A3 = % AG =t 2\/§ (d) A5 = 4\?:*@2 = 4;5/%;7790

5

5. (c) sen {5 = ¥=5
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