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SA teoria eletromagnética é uma das que mais 

influenciaram o progresso tecnológico da 
humanidade nos últimos séculos. Seu estudo é 
uma etapa de fundamental importância na 
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telecomunicações, computação e áreas afins.  
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3.2 Cálculo da força magnética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Questões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 Gradiente de uma função escalar 29

4.1 Derivada direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2 Operador gradiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 Questões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 Campo elétrico e potencial elétrico 35

5.1 Conceitos de campo elétrico e potencial elétrico . . . . . . . . . . . 35

5.2 Cálculo de campo elétrico e potencial elétrico . . . . . . . . . . . . 36

5.3 Questões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6 Fluxo e divergente de um campo vetorial 49

6.1 Fluxo de um campo vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.2 Operador divergente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.3 Questões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

ix



x Análise de sistemas eletromagnéticos
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25.5 Estado ferromagnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
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Caṕıtulo 1

Coordenadas ortogonais e

funções vetoriais

1.1 Sistemas de coordenadas

A descrição de constantes e variáveis vetoriais exige a utilização de um sistema de

referência de posição e orientação espacial, e os sistemas que consistem em eixos

ortogonais são os mais comuns e também os mais fáceis de utilizar. A Figura 1.1

mostra como os eixos são nomeados nos sistemas retangular, ciĺındrico e esférico,

bem como os conjuntos de vetores unitários para a representação vetorial nesses

sistemas.

Para estabelecer as relações entre as coordenadas nos três sistemas ortogonais

mostrados, iniciamos descrevendo a posição de um ponto no espaço através do

vetor de posição ~r, porém utilizando o sistema de vetores unitários retangulares.

Figura 1.1: Sistemas de coordenadas ortogonais: (a) coordenadas retangulares; (b)

coordenadas ciĺındricas; (c) coordenadas esféricas.

1



2 Análise de sistemas eletromagnéticos

Assim, temos:

~r = x~ux + y ~uy + z ~uz (1.1)

~r = ρ cosφ~ux + ρ senφ~uy + z ~uz (1.2)

~r = r senθ cosφ~ux + r senθsenφ~uy + r cosθ ~uz (1.3)

Desse modo, obtemos as seguintes relações entre as coordenadas:

x = ρ cosφ = r senθ cosφ (1.4)

y = ρ senφ = r senθ senφ (1.5)

z = r cosθ (1.6)

ρ =
√
x2 + y2 = r senθ (1.7)

tgφ = y/x (1.8)

Também podemos obter as relações entre os vetores unitários.

~uρ =
∂~r/∂ρ

|∂~r/∂ρ |
= cosφ~ux + senφ~uy (1.9)

~uφ =
∂~r/∂φ

|∂~r/∂φ |
= −senφ~ux + cos φ~uy (1.10)

~ur =
∂~r/∂r

|∂~r/∂r |
= senθ cosφ~ux + senθsenφ~uy + cosθ ~uz (1.11)

~uθ =
∂~r/∂θ

|∂~r/∂θ |
= cosθ cosφ~ux + cosθsenφ~uy − senθ ~uz (1.12)

Das Equações (1.9) a (1.12) podem ser obtidas as seguintes relações:

~ux = cosφ~uρ − senφ~uφ (1.13)

~uy = senφ~uρ + cosφ~uφ (1.14)

~ux = senθ cosφ~ur + cosθ cosφ~uθ − senφ~uφ (1.15)

~uy = senθ senφ~ur + cosθ senφ~uθ + cos φ~uφ (1.16)

~uz = cosθ~ur − senθ~uθ (1.17)

~uρ = senθ ~ur + cosθ ~uθ (1.18)
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Os resultados anteriores podem ser resumidos nas seguintes matrizes de trans-

formação:~ux~uy
~uz

 =

 cosφ −senφ 0

senφ cosφ 0

0 0 1


~uρ~uφ
~uz

 (1.19)

~uρ~uφ
~uz

 =

 cosφ senφ 0

−senφ cosφ 0

0 0 1


~ux~uy
~uz

 (1.20)

~ux~uy
~uz

 =

 senθcosφ cosθcosφ −senφ
senθsenφ cosθsenφ cosφ

cosθ −senθ 0


~ur~uθ
~uφ

 (1.21)

~ur~uθ
~uφ

 =

 senθcosφ senθsenφ cosθ

cosθcosφ cosθsenφ −senθ
−senφ cosφ 0


~ux~uy
~uz

 (1.22)

Uma função vetorial ~A = Ax ~ux + Ay ~uy + Az ~uz, descrita no sistema retan-

gular, pode ser transformada para os sistemas ciĺındrico ou esférico usando as

transformações matriciais indicadas anteriormente. Em coordenadas ciĺındricas,

usando a Equação (1.19), obtemos:

~A =
[
AxAy Az

] cosφ −senφ 0

senφ cosφ 0

0 0 1


~uρ~uφ
~uz

 (1.23)

= (Axcosφ+Aysenφ) ~uρ + (Aycosφ−Axsenφ) ~uφ +Az~uz

Já em coordenadas esféricas, usando a Equação (1.21), resulta:

~A =
[
AxAy Az

] senθcosφ cosθcosφ −senφ
senθsenφ cosθsenφ cosφ

cosθ −senθ 0


~ur~uθ
~uφ

 (1.24)

= (Axsenθcosφ+Aysenθsenφ+Azcosθ) ~ur

+ (Axcosθcosφ+Aycosθsenφ−Azsenθ) ~uθ
+ (Aycosφ−Axsenφ) ~uφ
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1.2 Diferenciação e integração vetorial

As fórmulas a seguir fornecem os deslocamentos diferenciais nos eixos coordenados

e são úteis na descrição de integrais de linha, superf́ıcie e volume.

dlx = dx

dly = dy

dlz = dz

(1.25)

dlρ = dρ

dlφ = ρdφ

dlz = dz

(1.26)

dlr = dr

dlθ = rdθ

dlφ = rsenθdφ

(1.27)

Um elemento de área em um plano coordenado é dado pelo produto dos

deslocamentos nos eixos paralelos a esse plano. Por exemplo, para coordenadas

genéricas (p, w, t), dSp = dlwdlt, dSw = dlpdlt, e dSt = dlpdlw. Um elemento

de volume é obtido com a multiplicação dos três deslocamentos coordenados:

dV = dlpdlwdlt. A diferenciação e a integração de funções vetoriais são obtidas

termo a termo nas três componentes vetoriais.

Seja ~F (t) uma função da variável t:

d~F

dt
=
dFx
dt

~ux +
dFy
dt

~uy +
dFz
dt

~uz (1.28)

∫
~Fdt =

∫
Fxdt ~ux +

∫
Fydt ~uy +

∫
Fzdt ~uz (1.29)

Deve-se atentar para o fato de os vetores unitários ~uρ, ~uφ, ~ur e ~uθ não serem cons-

tantes, portanto, suas variações devem ser inclúıdas nas derivações e integrações

de funções vetoriais.

Como exemplo, considere a função ~G = Gρ~uρ+Gφ~uφ+Gz~uz, na qual as com-

ponentes e as coordenadas dependem da variável t. Sua derivada nessa variável

pode ser assim escrita:

d~G

dt
=
dGρ
dt

~uρ +Gρ
d~uρ
dt

+
dGφ
dt

~uφ +Gφ
d~uφ
dt

+
dGz
dt

~uz (1.30)
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Usando as Equações (1.9) e (1.10), constata-se que:

d~uρ
dt

=
dφ

dt
~uφ (1.31)

d~uφ
dt

= −dφ
dt
~uρ (1.32)

Substituindo na Equação (1.30), obtemos:

d~G

dt
=

(
dGρ
dt
−Gφ

dφ

dt

)
~uρ +

(
dGφ
dt

+Gρ
dφ

dt

)
~uφ +

dGz
dt

~uz (1.33)

Em coordenadas esféricas, para uma função ~G = Gr~ur +Gθ~uθ +Gφ~uφ, teremos:

d~G

dt
=
dGr
dt

~ur +Gr
d~ur
dt

+
dGθ
dt

~uθ +Gθ
d~uθ
dt

+
dGφ
dt

~uφ +Gφ
d~uφ
dt

(1.34)

A partir das Equações (1.10) a (1.12), verifica-se que:

d~ur
dt

=
dθ

dt
~uθ + senθ

dφ

dt
~uφ (1.35)

d~uθ
dt

= −dθ
dt
~ur + cosθ

dφ

dt
~uφ (1.36)

d~uφ
dt

= − (senθ~ur + cosθ~uθ)
dφ

dt
(1.37)

Com isso, a expressão que inclui as derivadas dos vetores unitários é a seguinte:

d~G

dt
=

(
dGr
dt
−Gθ

dθ

dt
−Gφsenθ

dφ

dt

)
~ur

+

(
dGθ
dt

+Gr
dθ

dt
−Gφcosθ

dφ

dt

)
~uθ

+

(
dGφ
dt

+Grsenθ
dφ

dt
+Gθcosθ

dφ

dt

)
~uφ

(1.38)

Considere o exemplo do movimento de uma part́ıcula descrito em coordenadas

esféricas pelo vetor de posição como função do tempo t, ~r(t) = R(t)~ur. De acordo

com a equação anterior, a velocidade dessa part́ıcula é calculada como:

~v =
d~r

dt
=
dR(t)

dt
~ur +R(t)

dθ

dt
~uθ +R(t)senθ

dφ

dt
~uφ (1.39)

em que as derivadas dos ângulos de direção são velocidades angulares que devem

ser obtidas a partir das funções θ(t) e φ(t). Naturalmente, uma possibilidade é a
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transformação para o sistema de coordenadas retangulares e a derivação segundo

a Equação (1.28), uma vez que os vetores unitários nesse caso são constantes.

Entre as integrações de funções vetoriais, duas são de fundamental importância

na teoria eletromagnética: a integral de linha e a integral de fluxo, mostradas a

seguir.

∫
C

~F · d~L (1.40)

∫
S

~F · d~S (1.41)

A integral de linha é calculada ao longo de um percurso C entre duas posições-

limite (se o percurso for fechado, a integral é denominada de circulação) e d~L é

um deslocamento diferencial tangencial a esse caminho. A integral de fluxo é

calculada sobre a área S de uma superf́ıcie e d~S é um elemento diferencial de

área normal a essa superf́ıcie.

A Figura 1.2 ilustra dois exemplos de integrações. No caso (a), a função ~E

descrita em coordenadas esféricas deve ser integrada ao longo do percurso (1)

indicado na figura. A primeira parte do percurso é o trecho radial com ângulo

θ1 e deslocamentos d~L = dr~ur. A segunda parte é um trecho circular com raio

r2 e deslocamentos d~L = r2dθ~uθ. Nesse caso, a integral de linha não depende do

percurso de integração. Se os demais percursos indicados na Figura 1.2a fossem

utilizados, o resultado seria idêntico ao obtido anteriormente. Se a integração

fosse feita em qualquer percurso fechado, ou seja, se as posições inicial e final

fossem idênticas, o resultado seria nulo. Essas são importantes propriedades dos

chamados campos conservativos.

Na Figura 1.2b, a função ~B descrita em coordenadas ciĺındricas é integrada na

área indicada, que corresponde a uma parte do plano coordenado ρz com ângulo



Caṕıtulo 1 – Coordenadas ortogonais e funções vetoriais 7

φ0. O elemento de área nessa superf́ıcie é, portanto, d~S = dρdz~uφ.

∫
C

~E · d~L =

r2∫
r1

k

r3
(2cosθ1~ur + senθ1~uθ) · dr ~ur

+

θ2∫
θ1

k

r3
2

(2cosθ~ur + senθ~uθ) · r2dθ ~uθ

= 2kcosθ1

r2∫
r1

dr

r3
+
k

r2
2

θ2∫
θ1

senθdθ

= k

(
cosθ1

r2
1

− cosθ2

r2
2

)

(1.42)

∫
S

~B · d~S =

b∫
0

a∫
0

kρ√
ρ2 + z2

~uφ · dρdz~uφ

= k

b∫
0

 a∫
0

ρdρ√
ρ2 + z2

 dz
= k

b∫
0

[√
a2 + z2 − z

]
dz

=
k

2

[
b
√
a2 + b2 + a2Ln

(
b+

√
a2 + b2

)
− b2 − a2Ln (a)

]

(1.43)

1.3 Questões

1.1) Mostre que as matrizes de transformação entre os sistemas de coordenadas

ciĺındricas e esféricas são dadas pelas seguintes expressões:~ur~uθ
~uφ

 =

 senθ 0 cosθ

cosθ 0 −senθ
0 1 0


~uρ~uφ
~uz

 (1.44)

~uρ~uφ
~uz

 =

 senθ cosθ 0

0 0 1

cosθ −senθ 0


~ur~uθ
~uφ

 (1.45)
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Figura 1.2: Ilustrações para os exemplos de cálculo de integrais de linha e de fluxo.

(a) Integral de linha do campo ~E entre as posições (r1, θ1) e (r2, θ2) . (1), (2) e (3) são

posśıveis caminhos de integração. (b) Integral de fluxo do campo ~B no plano azimutal.

Nas duas equações k é uma constante.
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1.2) Escreva a função a seguir nos sistemas de coordenadas ciĺındricas e esféricas.

~F =
x2y√
x2 + y2

~ux +
xy2√
x2 + y2

~uy (1.46)

1.3) Escreva a função a seguir nos sistemas de coordenadas retangulares e esféricas.

~G =
senφ

ρ
~uρ +

cosφ

ρ
~uφ + z~uz (1.47)

1.4) Escreva a função a seguir nos sistemas de coordenadas retangulares e ciĺındricas.

~G = r2[sen3θ(cos3φ+ senφ) + cosθ]~ur

+ r2[sen2θ cosθ(cos3φ+ senφ)− senθ]~uθ
+ r2 sen2θ cosφ(1− cosφ senφ)~uφ

(1.48)

1.5) Mostre que as Equações (1.31), (1.32), (1.35), (1.36) e (1.37) são corretas.

1.6) Considere uma part́ıcula em movimento espiral no plano azimutal com ve-

locidade radial dρ/dt = p = cte e velocidade angular dφ/dt = ω = cte e outra

part́ıcula em movimento acelerado no eixo z com aceleração a. Se ambas partem

do repouso na origem em t = 0 escreva a equação da posição da segunda part́ıcula

em relação à primeira como função do tempo e calcule a velocidade relativa nos

sistemas de coordenadas retangulares e ciĺındricas.

1.7) Considere uma esfera de raio R com centro coincidindo com a origem do

sistema de coordenadas e girando em torno do eixo x com velocidade angular ω.

Calcule a velocidade linear em coordenadas esféricas de um ponto na superf́ıcie

da esfera.

1.8) Calcule o fluxo do campo vetorial descrito na equação a seguir em uma área

circular perpendicular e concêntrica com o eixo z na posição z = a e com raio R.

~F =
2cosθ~ur + senθ~uθ

r3
(1.49)

1.9) Calcule a circulação do campo descrito pela equação a seguir em um caminho

circular com raio R concêntrico com o eixo z.

~F =
x2z(y~ux − x~uy) + z2~uz

(x2 + y2)2
(1.50)

1.10) Verifique se a integral de linha do campo vetorial descrito na equação a

seguir é independente do caminho em dois percursos entre as posições (x1, y1) e

(x2, y2): caminho 1 – de x1 para x2 com y = y1 e de y1 para y2 com x = x2;

caminho 2 – linha reta que liga (x1, y1) a (x2, y2).

~E =
k

r2
~ur (1.51)



Caṕıtulo 2

Força entre cargas elétricas

2.1 Lei de Coulomb

A lei de força entre duas part́ıculas portadoras de carga elétrica em repouso

resultou dos experimentos realizados pelo francês Charles-Augustin de Coulomb

no século XVIII. Denominado lei de Coulomb, esse modelo matemático descreve

a força elétrica entre part́ıculas puntiformes, que, por definição, são part́ıculas

com volume infinitesimal, ocupando assim apenas um ponto no espaço.

Sejam q1 e q2 as cargas elétricas das part́ıculas e d a distância entre elas no

espaço. A força sobre a part́ıcula 2 pode ser escrita na seguinte forma:

~Fe = ke
q1q2

d2
~u21 (2.1)

em que ~u21 é o vetor unitário orientado na direção e no sentido da posição da

part́ıcula 2 em relação à part́ıcula 1.

No sistema internacional de unidades, a carga elétrica é medida em coulomb

(C). A carga elementar, isto é, a menor carga conhecida, é 1, 602× 10−19 C, que

corresponde à carga de um elétron ou de um próton. A diferença na carga elétrica

entre prótons e elétrons é o sinal: positivo para prótons e negativo para elétrons.

ke é a constante eletrostática, que no vácuo vale aproximadamente 9 × 109

Nm2/C2, em que N e m são os śımbolos para as conhecidas unidades de força

(newton) e distância (metro). A relação ke = 1/4πε0 define uma constante

fundamental da eletrostática, denominada permissividade elétrica do vácuo, que

apresenta o valor ε0 = 8, 85× 10−12 C2/Nm2.

Segundo a Equação (2.1), duas cargas com mesmo sinal se repelem e duas

cargas com sinais contrários se atraem. Com base nesse modelo, podemos estimar

que dois elétrons no vácuo separados pela distância de um nanômetro se repelem

11
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Figura 2.1: Ilustrações para cálculo de força elétrica: (a) duas cargas puntiformes; (b)

dois fios retiĺıneos ligados a uma bateria.

com força de 2, 31 × 10−10 N. Se as posições das part́ıculas são descritas pelos

vetores ~r1 e ~r2, como mostra a Figura 2.1a, em um dado sistema de coordenadas,

a Equação (2.1) pode ser reescrita na seguinte forma:

~Fe = ke q1q2
~r2 − ~r1

|~r2 − ~r1|3
(2.2)

Usando coordenadas retangulares, essa equação torna-se:

~Fe = ke q1q2
(x2 − x1) ~ux + (y2 − y1) ~uy + (z2 − z1) ~uz[

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2
]3/2

(2.3)

Se desejássemos obter essa equação em outro sistema de coordenadas, po-

deŕıamos usar as matrizes de transformação mostradas no Caṕıtulo 1.

2.2 Cálculo da força elétrica

Embora a Equação (2.2) seja útil conceitualmente, seu uso é restrito a part́ıculas

muito pequenas e bem separadas no espaço, como elétrons em um átomo. Essa

equação não pode ser utilizada, por exemplo, em condutores metálicos, pois o

número de part́ıculas carregadas é extremamente elevado.

Considere dois fios metálicos muito finos que foram carregados eletricamente

no contato com uma fonte de potencial elétrico, como uma bateria eletroqúımica

(veja a Figura 2.1b para os detalhes geométricos). O metal possui estados
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eletrônicos que podem doar ou receber elétrons com grande facilidade. O fio

ligado ao polo positivo perde elétrons para a bateria e o fio ligado ao polo ne-

gativo ganha elétrons da bateria. Pode-se estimar a quantidade de elétrons em

excesso usando métodos que serão estudados em outros caṕıtulos.

Por enquanto, considere que dois fios longos, retiĺıneos e paralelos, com diâmetro

de 1 mm e separados por 1 cm, são ligados aos polos opostos de uma bateria de

12 V. Um volt (V) corresponde à energia de 1 joule (J) que uma carga de 1

C adquire quando submetida a essa diferença de potencial elétrico. Mais tarde

trataremos da definição e do cálculo de potencial elétrico.

Nas condições da Figura 2.1b, o fio negativamente carregado acumula elétrons

em excesso que se distribuem com uma densidade de aproximadamente um milhão

de elétrons em cada miĺımetro de seu comprimento. O fio ligado ao polo positivo

também acumula essa carga, mas, nesse caso, é uma carga positiva dos ı́ons de

átomos metálicos que cederam elétrons para a bateria. Com essa quantidade

enorme de part́ıculas carregadas, é imposśıvel usar a lei de Coulomb na forma da

Equação (2.2), mesmo porque essa equação refere-se a apenas duas part́ıculas.

Podemos, contudo, generalizar a lei de Coulomb para distribuições de carga que

possam ser descritas por densidades espaciais.

No caso em questão, uma vez que os fios são muito finos, podemos descrever

a distribuição de carga por uma densidade linear, ou seja, a quantidade de carga

elétrica por unidade de comprimento. Fazendo isso, podemos substituir as cargas

puntiformes q1 e q2 por cargas infinitesimais dq1 = ρL1dL1 e dq2 = ρL2dL2 e obter

a seguinte expressão matemática da força elétrica:

~Fe = ke

∫
L1

∫
L2

ρL1ρL2
(~r2 − ~r1)

|~r2 − ~r1|3
dL1dL2 (2.4)

A fim de facilitar o processo de cálculo, podemos separar as integrais na

equação anterior da seguinte forma:

~E21 (~r2) = ke

∫
L1

ρL1
(~r2 − ~r1)

|~r2 − ~r1|3
dL1 (2.5)

~Fe =

∫
L2

ρL2
~E21 (~r2) dL2 (2.6)

O campo vetorial ~E21 é denominado campo elétrico e será discutido em detalhes

mais tarde. Esse campo é gerado pela carga no condutor L1, mas calculado sobre

as posições do condutor L2. Na Figura 2.1b, os fios estão orientados na direção z
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e separados na direção y. Então, dL1 = dz1, dL2 = dz2 e ~r = h~uy + (z2 − z1)~uz.

Assim, temos:

~E21 (z2) = ke ρL1

l∫
0

h~uy + (z2 − z1) ~uz[
h2 + (z2 − z1)2

]3/2
dz1 (2.7)

A integral na direção z é simples de resolver:

E21z (z2) = keρL1

l∫
0

(z2 − z1) dz1[
h2 + (z2 − z1)2

]3/2

= keρL1

 1√
h2 + (z2 − z1)2

l
0

= keρL1

 1√
h2 + (z2 − l)2

− 1√
h2 + z2

2


(2.8)

Na direção y, podemos usar a seguinte função primitiva:∫
dx

[x2 + a2]3/2
=

x

a2
√
x2 + a2

(2.9)

Assim, obtemos para o campo elétrico na direção y:

E21y (z2) = kehρL1

l∫
0

dz1[
h2 + (z2 − z1)2

]3/2

= −kehρL1

 (z2 − z1)

h2

√
(z2 − z1)2 + h2

l
0

=
keρL1

h

 z2√
z2

2 + h2
− (z2 − l)√

(z2 − l)2 + h2


(2.10)

A força no condutor L2 é obtida a partir da Equação (2.6).

Fez =

∫
L2

ρL2E21zdL2

= keρL2ρL1

l∫
0

 1√
h2 + (z2 − l)2

− 1√
h2 + z2

2

 dz2 = 0

(2.11)
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Fey =

∫
L2

ρL2E21ydz2

=
keρL1ρL2

h

l∫
0

 z2√
z2

2 + h2
− (z2 − l)√

(z2 − l)2 + h2

 dz2

=
keρL1ρL2

h

[√
z2

2 + h2 −
√

(z2 − l)2 + h2

]l
0

=
2keρL1ρL2

h

(√
l2 + h2 − h

)
(2.12)

A integral em Fez se anula pelo fato de o integrando ser uma função antis-

simétrica em relação ao meio do fio. De acordo com a estimativa citada ante-

riormente, para h = 0,01 m, diâmetro dos fios de 0,001 m e uma diferença de

potencial elétrico de 12 V, a densidade de carga nos fios é de aproximadamente

1, 45 × 10−10 C/m. Evidentemente, ρL1 = −ρL2. Para um comprimento l =

0,1 m, obtém-se com a equação anterior a força Fey = −3, 42 × 10−9 N. O sinal

negativo indica que a força é de atração.

A Figura 2.2 mostra duas esferas metálicas também carregadas com cargas

de sinais contrários pelo contato com uma bateria. Inicialmente vamos assumir

que as esferas estão bem afastadas (d >> R), de modo que a força elétrica não

distorce apreciavelmente as distribuições de carga. Isso significa que podemos

considerar que a carga elétrica está uniformemente distribúıda nas superf́ıcies

das esferas. Uma vez que o excesso de carga se localiza em estados eletrônicos

nas bandas de condução dos metais, esses elétrons possuem alta mobilidade e

podem se deslocar facilmente para qualquer lugar na estrutura cristalina.

Devido à mútua repulsão, os elétrons na esfera negativamente carregada se

concentram na superf́ıcie, mantendo a neutralidade elétrica no interior da esfera.

Na esfera positivamente carregada, elétrons são retirados pelo polo positivo da

bateria e os elétrons restantes se distribuem internamente para manter a neu-

tralidade elétrica no volume. Isso significa que sobra a carga positiva dos ı́ons

metálicos na superf́ıcie dessa esfera. Então, as distribuições de carga podem ser

descritas por densidades superficiais.

Considerando as áreas infinitesimais nas superf́ıcies das esferas dS1 e dS2, as

cargas acumuladas nesses elementos de área são: dq1 = ρS1dS1 e dq2 = ρS2dS2.

De acordo com a Equação (2.2), a força entre as esferas pode ser escrita na

seguinte forma:

~Fe = ke

∫
S1

∫
S2

ρS1ρS2
(~r2 − ~r1)

|~r2 − ~r1|3
dS1dS2 (2.13)
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Figura 2.2: Ilustração para cálculo de força elétrica entre duas esferas metálicas eletri-

camente carregadas: (a) esquema para integração na esfera em z = 0; (b) esquema para

integração na esfera em z = d.
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que pode ser reescrita usando-se o campo elétrico que a carga na esfera S1 produz

sobre a esfera S2.

~E21 (~r2) = ke

∫
S1

ρS1
(~r2 − ~r1)

|~r2 − ~r1|3
dS1 (2.14)

~Fe =

∫
S2

ρS2
~E21 (~r2) dS2 (2.15)

Portanto, inicialmente calculamos o campo elétrico sobre a esfera S2. De

acordo com o esquema da Figura 2.2a, se nos referirmos ao ponto p, temos o

seguinte vetor de posição:

~r2 − ~r1 = −Rsenθ cosφ~ux −Rsenθ senφ~uy + (r −Rcosθ) ~uz
|~r2 − ~r1| =

√
R2 + r2 − 2rR cosθ

(2.16)

E o campo elétrico é calculado da seguinte forma:

~E21 (r) = keρS1

2π∫
0

π∫
0

−Rsenθcosφ~ux −Rsenθsenφ~uy + (r −Rcosθ) ~uz
[R2 + r2 − 2rRcosθ]3/2

R2senθdθdφ
(2.17)

As integrais nas direções x e y se anulam devido às funções cosφ e senφ no

numerador. Na direção z, o resultado é obtido da seguinte forma:

E21z (r) = keρS1

2π∫
0

π∫
0

(r −Rcosθ)
[R2 + r2 − 2rRcosθ]3/2

R2senθdθdφ

= −2πkeρS1R
2 d

dr

 π∫
0

senθdθ√
R2 + r2 − 2rRcosθ


= −2πkeρS1R

d

dr

{
1

r

[√
R2 + r2 − 2rRcosθ

]π
o

}
= −2πkeρS1R

d

dr

{
1

r
[(r +R)− (r −R)]

}
= −4πkeρS1R

2 d

dr

(
1

r

)
= keρS1

4πR2

r2

(2.18)

A direção do campo no ponto p é definida por ~uz, mas o resultado anterior é

válido para qualquer ponto do espaço, devido à forma esfericamente simétrica da
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distribuição de carga. Para uma posição genérica na esfera S2, devemos usar ~ur.

Em seguida, devemos substituir o resultado anterior na Equação (2.15) e integrar

para obter a força. Ao fazer isso, podemos substituir ~ur pelos vetores unitários

retangulares segundo a Equação (1.3).

~Fe = keρS1ρS2

∫
S2

4πR2

r2
~urdS2

= keρS1ρS24πR2

2π∫
0

π∫
0

senθcosφ~ux + senθsenφ~uy + cosθ~uz
r2

R2senθ′dθ′dφ′

= keρS1ρS28π2R4~uz

π∫
0

cosθ

r2
senθ′dθ′

(2.19)

As integrais na variável φ′ se anulam devido às funções cosφ e senφ e pelo

fato de φ′ = φ. Agora, usando a trigonometria e a lei dos cossenos, podemos

substituir o termo cosθ/r segundo o desenvolvimento a seguir.

cosθ =
d− r′cosθ′

r

r =
√
d2 + r′2 − 2dr′cosθ′

cosθ

r2
=

d− r′cosθ′[
d2 + r′2 − 2dr′cosθ′

]3/2
(2.20)

Assim, a integral da força torna-se:

~Fe = keρS1ρS28π2R4~uz

π∫
0

d− r′cosθ′[
d2 + r′2 − 2dr′cosθ′

]3/2 senθ′dθ′ (2.21)

Uma integral análoga foi resolvida na Equação (2.18). Portanto, usando o

mesmo procedimento, verifica-se que a integral na equação anterior resulta no

valor 2/d2. Assim, a força entre as esferas é obtida da seguinte forma:

~Fe =
keρS1ρS216π2R4

d2
~uz

= ke

(
ρS14πR2

) (
ρS24πR2

)
d2

~uz

= ke
q1q2

d2
~uz

(2.22)

em que q1 e q2 são as cargas totais nas esferas.
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A forma final da força é idêntica à lei de Coulomb, como se fossem cargas

puntiformes localizadas exatamente nos centros geométricos das esferas. Isso se

deve à hipótese simplificadora segundo a qual as cargas se distribuem uniforme-

mente nas superf́ıcies, algo que, de fato, não ocorre. Contudo, pode ser uma

aproximação aceitável se a distância entre as esferas for muito maior que seus

diâmetros. O cálculo da carga nas esferas nesse caso será avaliado mais tarde,

mas podemos antecipar o resultado. Considere que o diâmetro das esferas é 0,01

m e que elas estão afastadas pela distância de 0,1 m centro a centro. Se uma

bateria de 12 V é conectada entre as esferas, elas se carregarão com carga de

3, 33× 10−12 C e a força de atração será de 1× 10−11 N.

2.3 Questões

2.1) Calcule a força elétrica sobre uma pequena part́ıcula carregada com carga q1

nas situações descritas a seguir. Em cada caso, calcule também as forças máxima

e mı́nima e as posições onde ocorrem.

a) A part́ıcula situa-se sobre o eixo de simetria de um disco metálico muito fino

com raio R na posição z em relação ao seu centro. O disco está carregado uni-

formemente com carga q2.

b) A part́ıcula situa-se sobre o eixo de simetria de uma espira metálica com raio

R na posição z em relação ao seu centro. A espira está carregada uniformemente

com carga q2.

c) A part́ıcula situa-se à distância radial ρ de um fio retiĺıneo muito longo com

raio a uniformemente carregado com densidade de carga ρL.

d) A part́ıcula situa-se em uma posição intermediária entre uma esfera de raio R

e um plano infinito, ambos carregados com densidade de carga ρS . A distância

entre o centro da esfera e o plano é d >> R. Considere a distância da part́ıcula

ao plano dada pela coordenada z.

2.2) Explique como calcular a força elétrica entre duas placas metálicas idênticas

dispostas paralelamente e conectadas aos terminais de uma bateria assumindo

que a densidade de carga é uniforme na superf́ıcie das placas.

2.3) Duas espiras de fio metálico de raio R estão dispostas concentricamente em

relação ao eixo z do sistema de coordenadas e separadas pela distância d = R. Se

elas se encontram ligadas aos terminais de uma bateria que estabelece cargas de

sinais contrários com densidade linear ρL, obtenha a expressão integral da força

sobre as espiras.

2.4) Em relação ao sistema descrito no item anterior, se uma carga puntiforme

q é colocada em uma posição sobre o eixo de simetria com distância z do centro
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geométrico, calcule a força sobre essa carga.

2.5) Explique como calcular a força entre esferas metálicas eletricamente carrega-

das destacando a importância da distância entre elas em relação à uniformidade

da distribuição de carga e à intensidade da força.

2.6) Explique como ocorre o processo de eletrização de objetos metálicos ligados

a fontes de potencial elétrico e por que a carga elétrica em excesso se situa na

superf́ıcie desses objetos.

2.7) Estime a força elétrica entre duas esferas de aço idênticas com diâmetros de

1 cm, distantes 10 cm centro a centro e carregadas com 3, 2× 10−6 C/m2.



Caṕıtulo 3

Força entre correntes elétricas

3.1 Força magnética

No caṕıtulo anterior descrevemos e calculamos a força entre cargas elétricas esta-

cionárias no sistema de referência. Agora consideraremos as forças entre cargas

elétricas em movimento. Embora possamos avaliar as forças envolvidas no mo-

vimento de cargas individuais, esta não é a situação mais comum na engenharia.

Interessam-nos especialmente as forças entre condutores transportando corren-

tes elétricas, e estas são constitúıdas por grandes quantidades de part́ıculas em

movimento.

A força entre correntes elétricas é denominada força magnética e foi estudada

pelo francês André-Marie Ampère e pelo dinamarquês Hans Cristhian Oersted

no ińıcio do século XIX. Pode ser descrita, baseando-se na Figura 3.1, segundo a

fórmula a seguir, aplicada a condutores filamentares:

~Fm = km

∫
L2

∫
L1

i2d~L2 ×

(
i1d~L1 × ~u21

r2

)
(3.1)

em que i1 e i2 são as correntes elétricas nos condutores, d~L1 e d~L2 são deslo-

camentos infinitesimais tangenciais aos condutores, o produto id~L é denominado

elemento de corrente, ~u21 é o vetor unitário relativo ao vetor de posição do ele-

mento i2d~L2 em relação ao elemento i1d~L1, r é o módulo desse vetor de posição

e km é a constante magnética, cujo valor no vácuo é 1× 10−7 N/A2.

A relação km = µo/4π define uma importante constante da f́ısica, denominada

permeabilidade magnética do vácuo, cujo valor é µo = 4π×10−7 N/A2. O śımbolo

A refere-se a ampère, a unidade de corrente elétrica, que corresponde à carga de 1

C atravessando a seção transversal de um condutor em 1 segundo (s). A Equação

21
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Figura 3.1: Ilustração para o cálculo da força magnética entre correntes elétricas.

(3.1) pode ser dividida em duas partes para facilitar o cálculo:

~B21 (~r2) = km

∫
L1

i1d~L1 × (~r2 − ~r1)

|~r2 − ~r1|3
(3.2)

~Fm =

∫
L2

i2d~L2 × ~B21 (~r2) (3.3)

O campo vetorial ~B21 é denominado indução magnética e será discutido em

detalhes mais tarde. Esse campo é gerado pela corrente no condutor L1, mas

calculado sobre as posições do condutor L2. O vetor unitário foi escrito na forma

da diferença entre os vetores de posição nos dois fios.

3.2 Cálculo da força magnética

Consideraremos a seguir alguns exemplos de cálculo da força magnética. Na

Figura 2.1b, dois fios retiĺıneos e paralelos estão ligadas aos polos de uma bateria.

Já calculamos a força elétrica entre os fios. Agora, considere que seja ligada uma

resistência elétrica de valor R na outra extremidade do par de fios. Com isso,

passa a circular a corrente elétrica de intensidade i = Vo/R. Essa estrutura é

denominada linha de transmissão de fios paralelos e serve para o transporte de

energia ou sinais entre um gerador e uma carga.
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Usando os mesmos vetores de posição já utilizados no caso do cálculo da força

elétrica, a indução magnética sobre L2 pode ser escrita na seguinte forma:

~B21 (z2) = km

l∫
0

idz1~uz ×
h~uy + (z2 − z1) ~uz[
h2 + (z2 − z1)2

]3/2

= −kmih~ux

l∫
0

dz1[
h2 + (z2 − z1)2

]3/2

(3.4)

em que usamos os resultados ~uz×~uy = −~ux e ~uz×~uz = 0. Utilizando a Equação

(2.9) para resolver a integral, obtemos:

~B21 (z2) = kmih~ux

 z2 − z1

h2

√
h2 + (z2 − z1)2

l
0

=
kmi

h
~ux

 z2 − l√
h2 + (z2 − l)2

− z2√
h2 + z2

2


(3.5)

A força magnética sobre esse fio é obtida com a solução da Equação (3.3).

Observe que a corrente elétrica nesse caso é –i.

~Fm =

l∫
0

−idz2~uz ×
kmi

h
~ux

 z2 − l√
h2 + (z2 − l)2

− z2√
h2 + z2

2


= −kmi

2

h
~uy

 l∫
0

(z2 − l) dz2√
h2 + (z2 − l)2

−
l∫

0

z2dz2√
h2 + z2

2


= −kmi

2

h
~uy

[√
h2 + (z2 − l)2 −

√
h2 + z2

2

]l
0

=
2kmi

2

h

(√
h2 + l2 − h

)
~uy

(3.6)

Como exemplo, considere que a tensão de 12 V da bateria é aplicada sobre

uma resistência de 100 Ω resultando em uma corrente de 0,12 A. Para as mesmas

dimensões usadas no exemplo de cálculo da força elétrica (h = 0,01 m e l = 0,1

m), a força magnética é Fmy = 2, 61 × 10−8 N. A força magnética, neste caso, é

de repulsão porque as correntes elétricas estão circulando em sentidos contrários.

Observe que a força elétrica depende da carga elétrica nos fios, que por sua

vez é determinada pela intensidade da diferença de potencial aplicada. A força
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magnética, por outro lado, depende da intensidade da corrente elétrica, que é

determinada pela diferença de potencial e pela resistência elétrica do circuito.

Assim, é posśıvel obter força magnética muito maior que força elétrica.

Figura 3.2: Ilustração para cálculo da força magnética entre espiras.

A Figura 3.2 mostra duas espiras circulares concêntricas de fio condutor per-

corridas por correntes elétricas. Inicialmente calcularemos a indução magnética

da espira C1 em uma posição qualquer do espaço. Para isso, verificamos que

d~L1 = Rdφ1~uφ1 e, usando coordenadas ciĺındricas para ~r1, teremos:

~B1 (~r) = km

∫
C1

i1Rdφ1~uφ1 × (~r − ~r1)

|~r − ~r1|3

= kmRi1

2π∫
0

dφ1~uφ1 × [(x−Rcosφ1) ~ux + (y −Rsenφ1) ~uy + z~uz][
(x−Rcosφ1)2 + (y −Rsenφ1)2 + z2

]3/2

= kmRi1
2π∫
0

(x−Rcosφ1) (~uφ1 × ~ux) + (y −Rsenφ1) (~uφ1 × ~uy) + z (~uφ1 × ~uz)
[x2 + y2 + z2 +R2 − 2R (xcosφ1 + y senφ1)]3/2

dφ1

(3.7)

Usando as Equações (1.9) e (1.10), obtemos os seguintes resultados: ~uφ1×~ux =

−cosφ1~uz, ~uφ1 × ~uy = −senφ1~uz, ~uφ1 × ~uz = ~uρ1 = cosφ1~ux + senφ1~uy. Subs-

tituindo na equação anterior, resultam duas componentes da indução magnética

da espira, uma na direção axial (Bz) e outra na direção radial (Bρ).

Bz = kmRi1

2π∫
0

(R− xcosφ1 − ysenφ1) dφ1

[x2 + y2 + z2 +R2 − 2R (xcosφ1 + ysenφ1)]3/2
(3.8)

~Bρ = kmRi1z

2π∫
0

(cosφ1~ux + senφ1~uy) dφ1

[x2 + y2 + z2 +R2 − 2R (xcosφ1 + ysenφ1)]3/2
(3.9)
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Reescrevendo também a posição (x, y, z) no espaço em coordenadas ciĺındricas,

resulta:

Bz = kmRi1

2π∫
0

[R− ρcos (φ− φ1)] dφ1

[ρ2 + z2 +R2 − 2ρRcos (φ− φ1)]3/2
(3.10)

~Bρ = kmRi1z

2π∫
0

(cosφ1~ux + senφ1~uy) dφ1

[ρ2 + z2 +R2 − 2ρRcos (φ− φ1)]3/2
(3.11)

A projeção da indução magnética no plano azimutal está orientada na direção

radial, mas foi representada como um vetor porque o integrando na Equação

(3.11) está escrito na forma vetorial. Podemos obter uma forma equivalente na

qual o integrando é descrito por uma função escalar fazendo a substituição de

coordenadas φ1−φ = φ′. Essa demonstração é sugerida como exerćıcio ao leitor.

O resultado é o seguinte:

Bρ = kmRi1z

2π∫
0

cosφ′dφ′

[ρ2 + z2 +R2 − 2ρRcosφ′]3/2
(3.12)

As Equações (3.10) e (3.12) mostram que a indução magnética da espira

circular não depende da coordenada azimutal. Esse é um resultado esperado,

uma vez que a distribuição de corrente na espira também não depende dessa

coordenada. Essas integrais não possuem solução anaĺıtica, a não ser sobre o

eixo de simetria da espira, ou seja, quando ρ = 0. Em qualquer outra posição do

espaço, as opções de solução são baseadas em aproximações anaĺıticas ou cálculo

computacional. Essas questões serão tratadas oportunamente.

Por ora, devemos concluir o cálculo de força magnética relativo à Figura 3.2.

Para isso, devemos substituir a indução magnética calculada nas posições sobre

a espira C2 e realizar a integração conforme a Equação (3.3).

~Fm =

2π∫
0

i2Rdφ2~uφ2 × (Bz~uz +Bρ~uρ) = i2R

2π∫
0

dφ2 [Bz~uρ −Bρ~uz]

= −i2R~uz

2π∫
0

Bρdφ2

(3.13)

A integral de Bz~uρ é nula porque Bz é uma função simétrica de φ2, enquanto

~uρ é antissimétrico. Observe que para o cálculo da força na espira C2 basta
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conhecer o módulo da componente radial da indução magnética da espira C1.

Substituindo essa componente segundo a Equação (3.12) na posição sobre a espira

C2 (ρ = R, z = d), obtemos:

~Fm = −i2R~uz

2π∫
0

Bρdφ2 = −kmR2i1i2d~uz

2π∫
0

2π∫
0

cosφ′dφ′dφ2

[d2 + 2R2 (1− cosφ′)]3/2

= −2πkmi1i2(R/d )2~uz

2π∫
0

cosφ′dφ′[
1 + 2(R/d )2 (1− cosφ′)

]3/2

(3.14)

Novamente obtemos uma integral não solúvel por métodos anaĺıticos e, assim,

devemos recorrer ao cálculo computacional. Se as correntes circulam no mesmo

sentido, a força é de atração. Realizando a integração computacional, verifica-se

que a força máxima ocorre quando R/d = 0, 84 e que o valor numérico da última

integral na Equação (3.14) é 1,162 nesse caso.

Uma aproximação anaĺıtica interessante é obtida quando R << d. Essa de-

monstração é sugerida como exerćıcio. O resultado é o seguinte:

~Fm ≈ −6π2kmi1i2(R/d )4~uz (3.15)

3.3 Questões

3.1) Obtenha a integral de força magnética nos seguintes sistemas de condutores

que transportam correntes elétricas de mesma intensidade em sentidos opostos.

a) Duas lâminas finas paralelas de largura w e comprimento l, sobrepostas com

separação d.

b) Duas lâminas finas paralelas de largura w e comprimento l, coplanares com

separação d.

c) Duas espiras de raios R1 e R2 concêntricas, separadas pela distância d.

3.2) Uma linha de transmissão formada por dois condutores metálicos ciĺındricos,

posicionados paralelamente, ambos com raio de 2 miĺımetros, comprimento de 10

metros e separados pela distância de 10 cent́ımetros no ar, transporta corrente

elétrica de intensidade 50 A. Calcule a força por unidade de comprimento que

atua nos condutores.

3.3) Considere um fio retiĺıneo longo transportando corrente elétrica de inten-

sidade i1 e uma espira quadrada coplanar de aresta a localizada à distância d

transportando corrente i2. Se duas arestas da espira são paralelas ao fio e as

outras duas são perpendiculares, calcule a força magnética que atua na espira.
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3.4) Repita a questão anterior para uma espira circular de raio R.

3.5) Obtenha o resultado aproximado descrito na Equação (3.15) a partir da

Equação (3.14).
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