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Capitulo 1

Coordenadas ortogonais e
funcoes vetoriais

1.1 Sistemas de coordenadas

A descricao de constantes e varidaveis vetoriais exige a utilizagdo de um sistema de
referéncia de posicao e orientagao espacial, e os sistemas que consistem em eixos
ortogonais sdo os mais comuns e também os mais faceis de utilizar. A Figura 1.1
mostra como os eixos sao nomeados nos sistemas retangular, cilindrico e esférico,
bem como os conjuntos de vetores unitarios para a representacao vetorial nesses
sistemas.

Para estabelecer as relagoes entre as coordenadas nos trés sistemas ortogonais
mostrados, iniciamos descrevendo a posicao de um ponto no espaco através do
vetor de posicao 7, porém utilizando o sistema de vetores unitarios retangulares.

Figura 1.1: Sistemas de coordenadas ortogonais: (a) coordenadas retangulares; (b)
coordenadas cilindricas; (c) coordenadas esféricas.

1
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Assim, temos:

7= Xy + YUy + 21U, (1.1)
7= pcos} iy + psend iy + 2, (1.2)
7 =1 senb cosp U, + 1 senflsend iy + r cosd i, (1.3)

Desse modo, obtemos as seguintes relacoes entre as coordenadas:

x = pcosp =1 senb cosp (1.4)
y = pseng = r senf seng (1.5)
z = rcost (1.6)
p =22+ y%2 =rsend (1.7)
tgd =y/x (1.8)
Também podemos obter as relagoes entre os vetores unitdrios.
or/dp
Uy = ——— = U, 7 1.9
U 97/ | COSQ Uy + sENQ Uy, (1.9)
or/0¢
_— _ - T 1.10
P 97/96 seng iy + cos Py (1.10)
or/o
Uy = ](9;;877:] = sent cosp i, + senfsend iy + cosd i, (1.11)
or/00
iy = \8%60 | = cosb cosg i, + cosbseng i, — send i, (1.12)
Das Equagoes (1.9) a (1.12) podem ser obtidas as seguintes relagoes:
Uy = cOsP U, — sene ity (1.13)
Uy = seng i, + cos iy (1.14)
Uiy = sent) cosg iy + cosb cos lig — send iy (1.15)
Uy = senb send i, + cost seng g + cos ¢ iy (1.16)
U, = cosOu, — senbiy (1.17)
U, = sen i, + cost) g (1.18)
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Os resultados anteriores podem ser resumidos nas seguintes matrizes de trans-

formacao:

[ | cos¢p —seng 0 [ ]

Uy | = | sengp cosp 0 g (1.19)
L ] 0 0 1/ la.]
[y ] cos¢p seng 0 [y |

tg| = | —sen¢ cosp O iy (1.20)
7. 00 1) ]
Uz | senfcos¢ cosBcos¢p —seng [ Uy

Uy | = | senflseng cosfseng coso g (1.21)
i, | cost) —senf) 0 i
3 senfcos¢p senblseng  cosl [t

g | = | cosbcosp cosOsendp —send Uy (1.22)
| Ty —seng cos® 0 i,

Uma funcao vetorial A = A, @, + Ay 4, + A, U, descrita no sistema retan-

gular, pode ser transformada para os sistemas cilindrico ou esférico usando as

transformagoes matriciais indicadas anteriormente. Em coordenadas cilindricas,

usando a Equacao (1.19), obtemos:

cos¢p —seng 0
A= [Ax A, AZ} seng cos¢ 0 (1.23)
0 0 1
= (Agcosp + Aysend) i, + (Aycosp — Agsend) iy + AU,
J& em coordenadas esféricas, usando a Equagao (1.21), resulta:
senfcos¢ cosfcos¢p —seng Uy
A= {Az Ay AZ} senflseng cosfsend  cosd g (1.24)
cost) —senf 0 iy

= (Agsenfcosgp + Aysenbseng + A.cosb) i,
+ (AycosOcosp + Aycosfseng — A, senb) g
+ (Aycosp — Agseng) iy



4 Anélise de sistemas eletromagnéticos

1.2 Diferenciacao e integracao vetorial

As férmulas a seguir fornecem os deslocamentos diferenciais nos eixos coordenados
e s@o Uteis na descrigao de integrais de linha, superficie e volume.

dly = dw
dl, = dy (1.25)
dl, = dz
dl, = dp
dly = pdg (1.26)
dl, = dz
dl, = dr
dly = rdf (1.27)

dly = rsenfidg

Um elemento de area em um plano coordenado é dado pelo produto dos
deslocamentos nos eixos paralelos a esse plano. Por exemplo, para coordenadas
genéricas (p,w,t), dS, = dl,dl;, dS, = dl,dl;, e dS; = dl,dl,. Um elemento
de volume é obtido com a multiplicagao dos trés deslocamentos coordenados:
dV = dlydl,dl;. A diferenciagao e a integragao de funcoes vetoriais sao obtidas
termo a termo nas trés componentes vetoriais.

Seja ﬁ(t) uma fungao da variavel ¢:

dF dF, . dF,_, dF,
_ : it 7,3 1.28
a - amtT et (1.28)

/ Fdt = / Fpdt i, + / Fydt i, + / F.dt i, (1.29)

Deve-se atentar para o fato de os vetores unitarios ,, i, @, € g nao serem cons-
tantes, portanto, suas variacoes devem ser incluidas nas derivagoes e integragoes
de funcoes vetoriais.

Como exemplo, considere a func¢ao G=aG plp+Gyliy+ G, na qual as com-
ponentes e as coordenadas dependem da varidvel t. Sua derivada nessa varidavel
pode ser assim escrita:

diiy  dG,

+G¢E+ dt Uy

dG _ Gy . iy G

T = et Gy g U (1.30)
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Usando as Equagoes (1.9) e (1.10), constata-se que:

di, do

o~ L, (1.31)

diiy,  do

2 7 1.32

dt dt "’ (1.32)
Substituindo na Equagao (1.30), obtemos:

dG  (dG, do\ _ en do Gz -

dt_<dt — Gy )up+(dt + G s+~ (1.33)

Em coordenadas esféricas, para uma funcao G = G,u, + Ggtig + Gy, teremos:

dG  dG, di,  dGy . dig Gy dii
ar TG gy Ge  Gogr e + G (1.34)

A partir das Equagoes (1.10) a (1.12), verifica-se que:

chT = ili—fﬁg + sen&%ﬁ}b (1.35)

% = Zf Uy + cosﬁ(z—qsu(i, (1.36)

dZ¢ — (senbi, + cosbiiy) — o (1.37)
Com isso, a expressao que inclui as derivadas dos vetores unitarios é a seguinte:

(08 )

+ <die + G, ZH G(bcos@il;f) iy (1.38)

+ <d§i¢ +G sen@% + GQCOSHCCZ;[)> Ug

Considere o exemplo do movimento de uma particula descrito em coordenadas
esféricas pelo vetor de posicao como fungao do tempo ¢, () = R(t)ud,. De acordo
com a equacao anterior, a velocidade dessa particula é calculada como:

o di _ dR()

a9 b
- 7, & a9 1.
7 pra + R(t)—tp + R(t)senb (1.39)

dt dt

em que as derivadas dos angulos de direcao sao velocidades angulares que devem
ser obtidas a partir das fungoes 6(t) e ¢(t). Naturalmente, uma possibilidade é a



6 Analise de sistemas eletromagnéticos

transformacao para o sistema de coordenadas retangulares e a derivacao segundo
a Equacao (1.28), uma vez que os vetores unitarios nesse caso sao constantes.

Entre as integracoes de funcées vetoriais, duas sao de fundamental importancia
na teoria eletromagnética: a integral de linha e a integral de fluxo, mostradas a
seguir.

/ﬁ-di (1.40)
C

(1.41)

R
”'iji
QL
Uy

A integral de linha é calculada ao longo de um percurso C entre duas posigoes-
limite (se o percurso for fechado, a integral é denominada de circulagao) e dL é
um deslocamento diferencial tangencial a esse caminho. A integral de fluxo é
calculada sobre a area S de uma superficie e dS é um elemento diferencial de
area normal a essa superficie.

A Figura 1.2 ilustra dois exemplos de integragdes. No caso (a), a fungao E
descrita em coordenadas esféricas deve ser integrada ao longo do percurso (1)
indicado na figura. A primeira parte do percurso é o trecho radial com angulo
0; e deslocamentos dL = drii,. A segunda parte é um trecho circular com raio
ro e deslocamentos dL = rodfiiy. Nesse caso, a integral de linha nao depende do
percurso de integracao. Se os demais percursos indicados na Figura 1.2a fossem
utilizados, o resultado seria idéntico ao obtido anteriormente. Se a integracao
fosse feita em qualquer percurso fechado, ou seja, se as posicoes inicial e final
fossem idénticas, o resultado seria nulo. Essas sao importantes propriedades dos
chamados campos conservativos.

Na Figura 1.2b, a funcao B descrita em coordenadas cilindricas é integrada na
area indicada, que corresponde a uma parte do plano coordenado pz com angulo
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¢p. O elemento de drea nessa superficie é, portanto, ds = dpdziig.

T2

/E_j dL = /f; (2cosby i, + senbyiiy) - dr i,
C 1

02
+ / % (2cos0ii, + senbiig) - rodf iy

o’ (1.42)

T2 02

= 2k00501/dg + k;/senQdH
r r5

T1 91

% <cos€1 B coseg)

/de 5 dz
R (1.43)
[\/ a? + 22 — z} dz

=k

= g [b a? 4+ b2 + a’Ln (b+ \/m) —b*—a’Ln (a)}

1.3 Questoes

1.1) Mostre que as matrizes de transformacao entre os sistemas de coordenadas
cilindricas e esféricas sao dadas pelas seguintes expressoes:

[y ] senf 0  cosf E3

tUg| = | cos® 0 —senb Ug (1.44)
| 5 0 1 0 |, |
[ ] senfl  cosf 0 E3

Uy | = 0 0 1 g (1.45)
i, | cosd —senf 0 |y
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-k - ~
A E=2 (2cas6’ur +Sent9u9)
V4 /// / \\ l"J
3// 7 // \
! rz / A
| /2 \
\ // \\ (a)
(t\\\ // ,g///»l
9 \\ \\./// '\9
’j; A=
v L4
0 X
N s kp
\\\ Bz—pu¢
1 2 2
/ 1’,0 -+ Z
|
|
0 ! (b)
S| Y
P i/
x /b —"a i,

Figura 1.2: Tlustracoes para os exemplos de calculo de integrais de linha e de fluxo.
(a) Integral de linha do campo E entre as posicdes (r1,0;1) e (r2,02) . (1), (2) e (3) sdo
possiveis caminhos de integracdo. (b) Integral de fluxo do campo B no plano azimutal.
Nas duas equagoes k é uma constante.
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1.2) Escreva a funcao a seguir nos sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas.

2y 212

P — _l’_ P —
/22 + 42 e /22 + 42

1.3) Escreva a fungao a seguir nos sistemas de coordenadas retangulares e esféricas.

F @y (1.46)

G= 56”%[, T Losqbﬁ(ﬁ + 2, (1.47)
p p

1.4) Escreva a fungao a seguir nos sistemas de coordenadas retangulares e cilindricas.

G = r?[sen®0(cos’p + seng) + cosb)i,
+ r2[sen?6 cosB(cos®d + seng) — senb]ily (1.48)
+ 7% sen?6 cosd(1 — cosg seng)iy

1.5) Mostre que as Equacoes (1.31), (1.32), (1.35), (1.36) e (1.37) s@o corretas.
1.6) Considere uma particula em movimento espiral no plano azimutal com ve-
locidade radial dp/dt = p = cte e velocidade angular d¢/dt = w = cte e outra
particula em movimento acelerado no eixo z com aceleragao a. Se ambas partem
do repouso na origem em ¢t = 0 escreva a equacao da posicao da segunda particula
em relacao a primeira como funcao do tempo e calcule a velocidade relativa nos
sistemas de coordenadas retangulares e cilindricas.

1.7) Considere uma esfera de raio R com centro coincidindo com a origem do
sistema de coordenadas e girando em torno do eixo x com velocidade angular w.
Calcule a velocidade linear em coordenadas esféricas de um ponto na superficie
da esfera.

1.8) Calcule o fluxo do campo vetorial descrito na equagao a seguir em uma drea
circular perpendicular e concéntrica com o eixo z na posicdo z = a e com raio R.

P 2cos01, + senbiiy (1.49)

r3

1.9) Calcule a circulacao do campo descrito pela equacao a seguir em um caminho
circular com raio R concéntrico com o eixo z.

222 (Y, — viy) + 21,
(22 1 42)?

1.10) Verifique se a integral de linha do campo vetorial descrito na equagao a

F = (1.50)

seguir é independente do caminho em dois percursos entre as posigoes (x1,¥1) €
(x2,y2): caminho 1 — de 7 para x3 com y = y; e de y; para ys com & = xg;
caminho 2 — linha reta que liga (z1,y1) a (z2,y2).

k

E = i (1.51)



Capitulo 2

Forca entre cargas elétricas

2.1 Lei de Coulomb

A lei de forga entre duas particulas portadoras de carga elétrica em repouso
resultou dos experimentos realizados pelo francés Charles-Augustin de Coulomb
no século XVIII. Denominado lei de Coulomb, esse modelo matemético descreve
a forca elétrica entre particulas puntiformes, que, por definicao, sao particulas
com volume infinitesimal, ocupando assim apenas um ponto no espaco.

Sejam g1 e qo as cargas elétricas das particulas e d a distancia entre elas no
espago. A forga sobre a particula 2 pode ser escrita na seguinte forma:

F, = keqc%agl (2.1)
em que o1 € o vetor unitario orientado na direcao e no sentido da posicao da
particula 2 em relacao a particula 1.

No sistema internacional de unidades, a carga elétrica é medida em coulomb
(C). A carga elementar, isto é, a menor carga conhecida, é 1,602 x 1071 C, que
corresponde & carga de um elétron ou de um préton. A diferenca na carga elétrica
entre prétons e elétrons é o sinal: positivo para prétons e negativo para elétrons.

k. é a constante eletrostatica, que no vacuo vale aproximadamente 9 x 10°
Nm?2/C?, em que N e m sdo os simbolos para as conhecidas unidades de forca
(newton) e distancia (metro). A relacdo ke = 1/4mey define uma constante
fundamental da eletrostatica, denominada permissividade elétrica do vacuo, que
apresenta o valor €y = 8,85 x 10712 C2/Nm?2.

Segundo a Equacao (2.1), duas cargas com mesmo sinal se repelem e duas
cargas com sinais contrarios se atraem. Com base nesse modelo, podemos estimar
que dois elétrons no vicuo separados pela distancia de um nanémetro se repelem

11



12 Anélise de sistemas eletromagnéticos

L, L,
Z
q>
Z z I
Yy
N "
x q:
G T P
(a) (b)

Figura 2.1: Tlustragdes para célculo de forga elétrica: (a) duas cargas puntiformes; (b)
dois fios retilineos ligados a uma bateria.

com forca de 2,31 x 10719 N. Se as posicdes das particulas sdo descritas pelos
vetores 7] e 75, como mostra a Figura 2.1a, em um dado sistema de coordenadas,
a Equacdo (2.1) pode ser reescrita na seguinte forma:

— —

ro —

-ﬁe = ke 142 N =3 (22)
|7y — 71
Usando coordenadas retangulares, essa equacao torna-se:
— To— 1) Up + (Yo —y1) Uy + (20 —21) U
Fe = ke Q1Q2( ) @+ )@y + ) L (2.3)

(z2 —21)° + (y2 —y1)” + (22 — 21)2} V2

Se desejassemos obter essa equacao em outro sistema de coordenadas, po-
deriamos usar as matrizes de transformacao mostradas no Capitulo 1.

2.2 Calculo da forga elétrica

Embora a Equagao (2.2) seja 1til conceitualmente, seu uso é restrito a particulas
muito pequenas e bem separadas no espaco, como elétrons em um atomo. Essa
equacao nao pode ser utilizada, por exemplo, em condutores metdlicos, pois o
numero de particulas carregadas é extremamente elevado.

Considere dois fios metélicos muito finos que foram carregados eletricamente
no contato com uma fonte de potencial elétrico, como uma bateria eletroquimica
(veja a Figura 2.1b para os detalhes geométricos). O metal possui estados
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eletronicos que podem doar ou receber elétrons com grande facilidade. O fio
ligado ao polo positivo perde elétrons para a bateria e o fio ligado ao polo ne-
gativo ganha elétrons da bateria. Pode-se estimar a quantidade de elétrons em
excesso usando métodos que serao estudados em outros capitulos.

Por enquanto, considere que dois fios longos, retilineos e paralelos, com diametro
de 1 mm e separados por 1 c¢m, sao ligados aos polos opostos de uma bateria de
12 V. Um wolt (V) corresponde a energia de 1 joule (J) que uma carga de 1
C adquire quando submetida a essa diferenca de potencial elétrico. Mais tarde
trataremos da definicao e do céalculo de potencial elétrico.

Nas condicoes da Figura 2.1b, o fio negativamente carregado acumula elétrons
em excesso que se distribuem com uma densidade de aproximadamente um milhao
de elétrons em cada milimetro de seu comprimento. O fio ligado ao polo positivo
também acumula essa carga, mas, nesse caso, ¢ uma carga positiva dos fons de
atomos metalicos que cederam elétrons para a bateria. Com essa quantidade
enorme de particulas carregadas, é impossivel usar a lei de Coulomb na forma da
Equagcao (2.2), mesmo porque essa equagao refere-se a apenas duas particulas.
Podemos, contudo, generalizar a lei de Coulomb para distribuigoes de carga que
possam ser descritas por densidades espaciais.

No caso em questao, uma vez que os fios sao muito finos, podemos descrever
a distribuicao de carga por uma densidade linear, ou seja, a quantidade de carga
elétrica por unidade de comprimento. Fazendo isso, podemos substituir as cargas
puntiformes ¢; e go por cargas infinitesimais dq1 = pr1dLy e dgo = pradLs e obter
a seguinte expressao matematica da forca elétrica:

(7o — 7

F =k //lepL2 - fldleLg (2.4)
|7y — 71|

Ly Lo

A fim de facilitar o processo de cdlculo, podemos separar as integrais na
equacao anterior da seguinte forma:

7y — 7
Ey (72) = ke /le(—»—»;dLl (2.5)
|7 — 7
L
F, = /PL2 By () dLo (2.6)

Lo

O campo vetorial E ¢ denominado campo elétrico e serd discutido em detalhes
mais tarde. Esse campo é gerado pela carga no condutor L1, mas calculado sobre
as posigoes do condutor Ls. Na Figura 2.1b, os fios estao orientados na diregao z
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e separados na direcdo y. Entao, dLi = dz1, dLy = dzy e 7= hily + (22 — 21)U..

Assim, temos:
1

E21 (22) = ke PLl/
0 [hQ + (22 — 21)°

hl_[y —+ (22 — Zl) Uz

dzy
} 3/2

A integral na direcao z é simples de resolver:

(22 — 2’1) dz1

!
Esi; (22) = k‘ele/
0 |h?

3/2
+ (22 — 21)2}
r l
1
= kele
_\/h2 + (22 — Z1)2 0

1 _ 1
_\/h2—|—(22 )2 Vh?+ 22

Na direcao y, podemos usar a seguinte funcao primitiva:

= kePLl

dx x
/ P+aP? AVt @
Assim, obtemos para o campo elétrico na direcao y:
l
Esiy (22) = kehPLl/
0 [h2 + (20 — zl)ﬂ
l

d21

3/2

(22 — 21)

h24\/ (29 — z1)* + h?

= —kehpra

kepr1 (20 —1

Z9 )
h Va5 + (22— 1)* + h2

A forga no condutor Ly é obtida a partir da Equacao (2.6).

Fez = /pL2E21zdL2
Lo

l
Eriar / 1 1
= keprepri -
3 \/h2+(22—l)2 Vh?+ 25

dZQZO

(2.7)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Fey = /pL2E21de2
Lo

!
epL1PL2 / (22 = 1) d

2 22
\/22 +h \/(22 D24 k2 (2.12)

0
l
epL1PL2 [\/m_ /(22—l)2+h2]
0
_ 2kePL1PL2 (\/m_ h)

h

A integral em F,., se anula pelo fato de o integrando ser uma funcdo antis-
simétrica em relagdo ao meio do fio. De acordo com a estimativa citada ante-
riormente, para h = 0,01 m, diametro dos fios de 0,001 m e uma diferenca de
potencial elétrico de 12 V, a densidade de carga nos fios é de aproximadamente
1,45 x 10710 C/m. Evidentemente, pp1 = —pr2. Para um comprimento | =
0,1 m, obtém-se com a equacao anterior a forca I, = —3,42 x 10~ N. O sinal
negativo indica que a forca é de atracao.

A Figura 2.2 mostra duas esferas metdlicas também carregadas com cargas
de sinais contrarios pelo contato com uma bateria. Inicialmente vamos assumir
que as esferas estao bem afastadas (d >> R), de modo que a forga elétrica nao
distorce apreciavelmente as distribuicoes de carga. Isso significa que podemos
considerar que a carga elétrica estd uniformemente distribuida nas superficies
das esferas. Uma vez que o excesso de carga se localiza em estados eletronicos
nas bandas de conducao dos metais, esses elétrons possuem alta mobilidade e
podem se deslocar facilmente para qualquer lugar na estrutura cristalina.

Devido & mutua repulsdo, os elétrons na esfera negativamente carregada se
concentram na superficie, mantendo a neutralidade elétrica no interior da esfera.
Na esfera positivamente carregada, elétrons sao retirados pelo polo positivo da
bateria e os elétrons restantes se distribuem internamente para manter a neu-
tralidade elétrica no volume. Isso significa que sobra a carga positiva dos ions
metalicos na superficie dessa esfera. Entao, as distribui¢oes de carga podem ser
descritas por densidades superficiais.

Considerando as areas infinitesimais nas superficies das esferas dS7 e dSs, as
cargas acumuladas nesses elementos de drea sao: dq; = pg1dS1 e dgo = pg2dSs.
De acordo com a Equacao (2.2), a forga entre as esferas pode ser escrita na
seguinte forma:

(Fy — 7

— k, //Psmsz . fz,,dsldsa (2.13)
|7 — 71|

S1 Sa
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Figura 2.2: Ilustracao para célculo de forca elétrica entre duas esferas metalicas eletri-
camente carregadas: (a) esquema para integragdo na esfera em z = 0; (b) esquema para
integracao na esfera em z = d.
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que pode ser reescrita usando-se o campo elétrico que a carga na esfera S7 produz
sobre a esfera Ss.

7y — 7
Eoy (72) = ke/051”d51 (2.14)
|7y — 71
S1
F. = /052521 (72) dSo (2.15)

Sa
Portanto, inicialmente calculamos o campo elétrico sobre a esfera Ss. De
acordo com o esquema da Figura 2.2a, se nos referirmos ao ponto p, temos o

seguinte vetor de posigao:

R%senfdfdé

ry — 1 = —R senf cosg i, — R sen sen iy + (r — R cosh) i, (2.16)
2.16

|7y — 71| = VR2 412 — 2rR cos

E o campo elétrico é calculado da seguinte formas:

B (1) = kepsi

2r

// —Rsenbcospil, — Rsenbsengt, + (1 — Rcosh) i, (2.17)

0 0

[R? + 12 — 2rRcos]/*

As integrais nas direcoes x e y se anulam devido as funcoes cos¢ e seng no
numerador. Na direcao z, o resultado é obtido da seguinte forma:

2w

(r — Rcos®) 9
FEo1, (1) = keps // R*senfdfd¢
215 (7) ' 0 [R? + 72 — 2r Reost)>/?

d senfdf
= 21keps1 R*— /
psi dr ) VR? +1r2 — 2rRcosf

(2.18)

= —27Tk:ep51Ri {1 [\/R2 + 72 — QTRCOSG} ﬂ}
dr | r 0

_ omhops L {i[(r—l—R) - (r—R)}}

dr
d (1 Ar R?
= —47Tk‘ePSIR2d* <> = kepsi 3
rA\T T

A direcao do campo no ponto p é definida por ,, mas o resultado anterior é
valido para qualquer ponto do espaco, devido a forma esfericamente simétrica da
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distribuicdo de carga. Para uma posigao genérica na esfera So, devemos usar .
Em seguida, devemos substituir o resultado anterior na Equagao (2.15) e integrar
para obter a forca. Ao fazer isso, podemos substituir @, pelos vetores unitarios
retangulares segundo a Equagao (1.3).

- ATR?
Fe = kepsips2 / Turd‘sé
Sa

2T T . . .

— kops1psadn B2 // senfcosoii, + sengsenqﬁuy + cosBi, R2sen'do/'dd! (2.10)
r
00
™
cost

24~ ! 10!
= keps1ps28m R U, T—Qsene df
0
As integrais na varidvel ¢’ se anulam devido as funcoes cos¢ e seng e pelo

fato de ¢’ = ¢. Agora, usando a trigonometria e a lei dos cossenos, podemos
substituir o termo cosf/r segundo o desenvolvimento a seguir.

d — r'cost’
cos) = ———
,
r= \/d2 + % — 2dr'cosh’ (2.20)
cost) d — r'cost’

r? [d2 +r? = 2d7”/0080’] 3/2

Assim, a integral da forca torna-se:

5 - d— o' o'
F, = keps1psaST2RYI. / L rysent/dof (2.21)
[d? + r? — 2dr’cost|

0

Uma integral andloga foi resolvida na Equagao (2.18). Portanto, usando o
mesmo procedimento, verifica-se que a integral na equacao anterior resulta no
valor 2/d?. Assim, a forca entre as esferas é obtida da seguinte forma:

kepsips216m2RY

F, = 72 Uz

1 (/)5147TR222(P5247TRQ) i (2.22)
q192

= ke?uz

em que g € g2 Sao as cargas totais nas esferas.
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A forma final da forga é idéntica a lei de Coulomb, como se fossem cargas
puntiformes localizadas exatamente nos centros geométricos das esferas. Isso se
deve a hipdtese simplificadora segundo a qual as cargas se distribuem uniforme-
mente nas superficies, algo que, de fato, nao ocorre. Contudo, pode ser uma
aproximacao aceitavel se a distancia entre as esferas for muito maior que seus
diametros. O célculo da carga nas esferas nesse caso serd avaliado mais tarde,
mas podemos antecipar o resultado. Considere que o diametro das esferas é 0,01
m e que elas estao afastadas pela distancia de 0,1 m centro a centro. Se uma
bateria de 12 V é conectada entre as esferas, elas se carregarao com carga de
3,33 x 107!2 C e a forca de atracdo serd de 1 x 107! N.

2.3 Questoes

2.1) Calcule a forca elétrica sobre uma pequena particula carregada com carga q;
nas situagoes descritas a seguir. Em cada caso, calcule também as for¢cas maxima
e minima e as posi¢oes onde ocorrem.

a) A particula situa-se sobre o eixo de simetria de um disco metdlico muito fino
com raio R na posi¢do z em relagdo ao seu centro. O disco estd carregado uni-
formemente com carga ¢o.

b) A particula situa-se sobre o eixo de simetria de uma espira metélica com raio
R na posicao z em relagao ao seu centro. A espira estd carregada uniformemente
com carga qa.

c¢) A particula situa-se a distancia radial p de um fio retilineo muito longo com
raio a uniformemente carregado com densidade de carga pr,.

d) A particula situa-se em uma posigao intermediaria entre uma esfera de raio R
e um plano infinito, ambos carregados com densidade de carga pg. A distancia
entre o centro da esfera e o plano é d >> R. Considere a distancia da particula
ao plano dada pela coordenada z.

2.2) Explique como calcular a forga elétrica entre duas placas metélicas idénticas
dispostas paralelamente e conectadas aos terminais de uma bateria assumindo
que a densidade de carga é uniforme na superficie das placas.

2.3) Duas espiras de fio metdlico de raio R estao dispostas concentricamente em
relacao ao eixo z do sistema de coordenadas e separadas pela distancia d = R. Se
elas se encontram ligadas aos terminais de uma bateria que estabelece cargas de
sinais contrarios com densidade linear pr, obtenha a expressao integral da forca
sobre as espiras.

2.4) Em relagao ao sistema descrito no item anterior, se uma carga puntiforme
q é colocada em uma posicao sobre o eixo de simetria com distancia z do centro
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geométrico, calcule a forca sobre essa carga.

2.5) Explique como calcular a forga entre esferas metdlicas eletricamente carrega-
das destacando a importancia da distancia entre elas em relacao a uniformidade
da distribuicao de carga e a intensidade da forga.

2.6) Explique como ocorre o processo de eletrizagdo de objetos metalicos ligados
a fontes de potencial elétrico e por que a carga elétrica em excesso se situa na
superficie desses objetos.

2.7) Estime a forca elétrica entre duas esferas de aco idénticas com didmetros de
1 cm, distantes 10 cm centro a centro e carregadas com 3,2 x 107 C/m?2,



Capitulo 3

Forca entre correntes elétricas

3.1 Forca magnética

No capitulo anterior descrevemos e calculamos a forca entre cargas elétricas esta-
ciondrias no sistema de referéncia. Agora consideraremos as forcas entre cargas
elétricas em movimento. Embora possamos avaliar as forcas envolvidas no mo-
vimento de cargas individuais, esta nao é a situacao mais comum na engenharia.
Interessam-nos especialmente as forcas entre condutores transportando corren-
tes elétricas, e estas sdo constituidas por grandes quantidades de particulas em
movimento.

A forca entre correntes elétricas é denominada forca magnética e foi estudada
pelo francés André-Marie Ampére e pelo dinamarqués Hans Cristhian Oersted
no inicio do século XIX. Pode ser descrita, baseando-se na Figura 3.1, segundo a
férmula a seguir, aplicada a condutores filamentares:

, - indLy x i
J km//igdLg x (“17;“21> (3.1)

Lo Ly

em que i1 e io sao as correntes elétricas nos condutores, dl_:l e dEQ sao deslo-

camentos infinitesimais tangenciais aos condutores, o produto idL é denominado
elemento de corrente, a1 é o vetor unitario relativo ao vetor de posicao do ele-
mento igdfg em relagao ao elemento ildl_;l, r é o médulo desse vetor de posicao
e k;, é a constante magnética, cujo valor no vécuo é 1 x 1077 N/A2.

A relagao ky, = p,/4m define uma importante constante da fisica, denominada
permeabilidade magnética do vacuo, cujo valor é u, = 47 x10~7 N/A2. O simbolo
A refere-se a ampére, a unidade de corrente elétrica, que corresponde & carga de 1
C atravessando a secao transversal de um condutor em 1 segundo (s). A Equacao

21
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i,dL,

Figura 3.1: Ilustragao para o calculo da forca magnética entre correntes elétricas.

(3.1) pode ser dividida em duas partes para facilitar o célculo:

dL — 7
B21 7“2 == ]{J /IL1 ! X 2 Tl) (3.2)
7 — [’
ﬁm = /ZQdEQ X §21 (772) (33)
Lo

O campo vetorial Bb1 é denominado inducao magnética e sera discutido em
detalhes mais tarde. Esse campo é gerado pela corrente no condutor Lq, mas
calculado sobre as posi¢oes do condutor Le. O vetor unitdrio foi escrito na forma
da diferenca entre os vetores de posicao nos dois fios.

3.2 Calculo da forca magnética

Consideraremos a seguir alguns exemplos de calculo da forca magnética. Na
Figura 2.1b, dois fios retilineos e paralelos estao ligadas aos polos de uma bateria.
J4a calculamos a forga elétrica entre os fios. Agora, considere que seja ligada uma
resisténcia elétrica de valor R na outra extremidade do par de fios. Com isso,
passa a circular a corrente elétrica de intensidade ¢ = V,/R. Essa estrutura é
denominada linha de transmissao de fios paralelos e serve para o transporte de
energia ou sinais entre um gerador e uma carga.
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Usando os mesmos vetores de posigao ja utilizados no caso do cédlculo da forca
elétrica, a inducao magnética sobre Ly pode ser escrita na seguinte forma:

huy (29 — 21) Uy

3/2
2+ (22 — 21)2]

l
B21 22 km/zdzluz
0

l (3.4)
d
— —kpihi, / L
0 [h2 + (22 — 21)2]

em que usamos os resultados i, X iy = —u, e Ui, X U, = 0. Utilizando a Equacao

(2.9) para resolver a integral, obtemos:

l
Egl (22) = kmlhﬁx 24
h24/h2 + (29 — 21 2
( ) 0 (3.5)
kmi _ z9 — 1 )

A forga magnética sobre esse fio é obtida com a solugao da Equagao (3.3).
Observe que a corrente elétrica nesse caso é —i.

l

— . z9 — l Z9
F,, = /—zdzzuz
2
5 \/h2 22_l) \/h2+22
k‘miz 5 22 — l dZQ ZQdZQ
— h uy —_

Jh2 + / h? + zg (3.6)
-2
:—kfl'f a, \/h2 2 — 1) \/h2+22}
2kipni® _2 5 .
== <\/h +1 —h)uy

Como exemplo, considere que a tensao de 12 V da bateria é aplicada sobre

uma resisténcia de 100 §2 resultando em uma corrente de 0,12 A. Para as mesmas
dimensoes usadas no exemplo de cdlculo da forga elétrica (h = 0,0l m e ! = 0,1
m), a forca magnética é F,, = 2,61 x 1078 N. A forca magnética, neste caso, é
de repulsao porque as correntes elétricas estao circulando em sentidos contrarios.

Observe que a forca elétrica depende da carga elétrica nos fios, que por sua
vez é determinada pela intensidade da diferenca de potencial aplicada. A forca
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magnética, por outro lado, depende da intensidade da corrente elétrica, que é
determinada pela diferenca de potencial e pela resisténcia elétrica do circuito.
Assim, é possivel obter forca magnética muito maior que forca elétrica.

z
R
S
- Upy
i/l
R h—h
& S
1 : > I
7
X

Figura 3.2: Ilustragao para calculo da forga magnética entre espiras.

A Figura 3.2 mostra duas espiras circulares concéntricas de fio condutor per-
corridas por correntes elétricas. Inicialmente calcularemos a indugao magnética
da espira C'; em uma posicao qualquer do espaco. Para isso, verificamos que
dLy = Rd¢1iig; e, usando coordenadas cilindricas para 7, teremos:

- ilegblﬁqﬂ X (77— 771)
B (7) = km /

[ — 7|

Cy
27
b Ri / dprtg x [(x — Rcospr) Uy + (y — R sengr) iy + 2]
= kmill] 3/2
0 [(z — Rcos¢1)2 + (y — Rsen¢1)2 + 22]

= knRiq

2

/ (l, _ RCOS¢1) (ﬁ¢1 X ﬁw) + (y — RS€TL¢1) (ﬁ¢1 X ﬁy) +z (ﬁ¢1 X UZ)d(ZSl
0 [22 4+ y% + 22 + R? — 2R (xcos¢1 + yse”¢1)]3/2

Usando as Equacoes (1.9) e (1.10), obtemos os seguintes resultados: s X, =
—COSP1U, Uy X Uy = —SeNP1iz, Upl X U, = Upl = COSP1Uy + Sendiiy. Subs-
tituindo na equagao anterior, resultam duas componentes da indugao magnética
da espira, uma na direcao axial (B,) e outra na direcao radial (B,).

21
B b | (s )i =
/ [22 4+ y? + 22 + R? — 2R (xzcos¢1 + ysen¢1)]3/2
27
B, = kyRi1z / \contrfy 1 senirTy) doy (3.9)
Y [#2 + 42 + 22 + R? = 2R (wcosy + yseney )]
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Reescrevendo também a posicao (z,y, z) no espaco em coordenadas cilindricas,

resulta:
21
- Rz‘1/ [R — pcos (¢ — ¢1)] dop1 (3.10)
/ [pQ + 22+ R2 — 2pRcos (¢ — ¢>1)]3/2
2T ( gb 5 ¢ — )d¢
- . COSP1Ug 1 SENP1U 1
B, = k‘mRzlz/ 5 ; - Y - 3/2 (3.11)
J [0? 4+ 22 + R% — 2pRcos (¢ — ¢1)]

A projecao da inducdo magnética no plano azimutal estd orientada na direcao
radial, mas foi representada como um vetor porque o integrando na Equacao
(3.11) estd escrito na forma vetorial. Podemos obter uma forma equivalente na
qual o integrando é descrito por uma funcao escalar fazendo a substituicao de
coordenadas ¢; — ¢ = ¢'. Essa demonstracao é sugerida como exercicio ao leitor.
O resultado é o seguinte:

21

Bp = k‘mR’le/
0

cosd'd¢’
[p?+ 22+ R2— 2,0Rcosq§’]3/2

(3.12)

As Equagoes (3.10) e (3.12) mostram que a indugao magnética da espira
circular nao depende da coordenada azimutal. Esse é um resultado esperado,
uma vez que a distribuicao de corrente na espira também nao depende dessa
coordenada. Essas integrais nao possuem solugao analitica, a nao ser sobre o
eixo de simetria da espira, ou seja, quando p = 0. Em qualquer outra posicao do
espaco, as opgoes de solucao sao baseadas em aproximacgoes analiticas ou calculo
computacional. Essas questoes serao tratadas oportunamente.

Por ora, devemos concluir o calculo de forca magnética relativo a Figura 3.2.
Para isso, devemos substituir a indugao magnética calculada nas posigoes sobre
a espira C e realizar a integracao conforme a Equagao (3.3).

2w 27
E, = / igRdpoiigy x (B, + B,ii,) = iaR / dey [B.ii, — B,ii,]
0 0
. (3.13)
= —iyRil, / B,dos
0

A integral de B, ¢ nula porque B, é uma funcao simétrica de ¢2, enquanto
i, ¢ antissimétrico. Observe que para o cdlculo da forca na espira Cs basta
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conhecer o médulo da componente radial da indugdo magnética da espira Ci.
Substituindo essa componente segundo a Equacao (3.12) na posigao sobre a espira
Cy (p = R,z = d), obtemos:

2w 2

2
» (dg'd
F, = ~isRi, / Bydgs = —kRi1iadi, / / s dgdty 5
/ J [d? +2R? (1 — cos¢')]

2m (314)
= —2nkmivia(R/d )2, / cos¢'d¢
0 [1+2(R/d )2 (1 —cos¢’)]

3/2

Novamente obtemos uma integral nao soltvel por métodos analiticos e, assim,
devemos recorrer ao calculo computacional. Se as correntes circulam no mesmo
sentido, a forca é de atragdo. Realizando a integracao computacional, verifica-se
que a for¢a maxima ocorre quando R/d = 0,84 e que o valor numérico da tultima
integral na Equacao (3.14) é 1,162 nesse caso.

Uma aproximagao analitica interessante é obtida quando R << d. Essa de-
monstragao é sugerida como exercicio. O resultado é o seguinte:

—

Foy ~ —6m2kpivio(R/d )i, (3.15)

3.3 Questoes

3.1) Obtenha a integral de forga magnética nos seguintes sistemas de condutores
que transportam correntes elétricas de mesma intensidade em sentidos opostos.
a) Duas laminas finas paralelas de largura w e comprimento [, sobrepostas com
separacao d.

b) Duas laminas finas paralelas de largura w e comprimento [, coplanares com
separacao d.

c) Duas espiras de raios R; e Ry concéntricas, separadas pela distancia d.

3.2) Uma linha de transmissao formada por dois condutores metélicos cilindricos,
posicionados paralelamente, ambos com raio de 2 milimetros, comprimento de 10
metros e separados pela distancia de 10 centimetros no ar, transporta corrente
elétrica de intensidade 50 A. Calcule a forca por unidade de comprimento que
atua nos condutores.

3.3) Considere um fio retilineo longo transportando corrente elétrica de inten-
sidade 71 e uma espira quadrada coplanar de aresta a localizada a distancia d
transportando corrente io. Se duas arestas da espira sao paralelas ao fio e as
outras duas sao perpendiculares, calcule a for¢a magnética que atua na espira.
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3.4) Repita a questao anterior para uma espira circular de raio R.
3.5) Obtenha o resultado aproximado descrito na Equacao (3.15) a partir da
Equacao (3.14).
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