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Capitulo 1

Algebra vetorial

1.1 Introducao

Para postular modelos que descrevam sistemas fisicos, precisamos rea-
lizar medigoes de grandezas fisicas, as quais podem ter diversas naturezas,
mas que podem ser agrupadas segundo algumas particularidades. Existem,
por exemplo, grandezas fisicas que para serem completamente especificadas
precisam somente de um valor e de uma unidade de medida. Por exemplo,
para indicar a massa de um objeto dissemos que ela vale 2 kg, ou que o
volume de um corpo é de 0,5 m®. Outras grandezas similares, no sentido de
serem indicadas s6 por um numero e uma unidade, sao a superficie de um
objeto, o trabalho de uma forca e a energia cinética de um corpo em movi-
mento, por exemplo. Grandezas dessa natureza sao denominadas grandezas
escalares. Contudo, existem grandezas que necessitam de mais informagoes
que somente um nimero e uma unidade de medida para serem completa-
mente especificadas. Consideremos, por exemplo, o deslocamento de um
carro num determinado intervalo de tempo. Para indicar completamente
esse deslocamento, nao é suficiente dizer que foi de 2 m. E necessario, tam-
bém, dizer em que diregao e para qual sentido (dada uma diregao, temos

dois sentidos possiveis) ele se deslocou. Similarmente, se um corpo sofre o
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20 Vetores com aplicagoes em fisica

efeito de uma forga de 2 N, a teoria da mecanica classica mostra que o mo-
vimento resultante da acao de tal forca depende, além da sua intensidade,
da direcao e do sentido desta. Grandezas como o deslocamento e a forga
sao chamadas de grandezas vetoriais. Outros exemplos de grandezas veto-
riais sao a velocidade, a aceleracao e o campo elétrico. Finalmente, existem
grandezas que nao podem ser indicadas por um simples nimero com uma
unidade nem por um conjunto de quatro elementos (um nimero, uma uni-
dade, uma dire¢ao e um sentido), mas por um conjunto de valores dados em
determinada ordem. Por exemplo, a inércia de um corpo ante as rotagoes
depende tanto da direcao em torno da qual o corpo sofre a rotagao, denomi-
nado eixo de rotacao, quanto da distribuicao da massa em torno desse eixo.
Também, as tensoes de um material num determinado ponto dependem da
diregado que passa pelo ponto. Grandezas como a inércia e a tensao sao
exemplos de grandezas tensoriais. Outros exemplos de grandezas tensoriais
sao a condutividade térmica e a susceptibilidade elétrica. Essas grandezas

fisicas nao serao discutidas nesta obra.

1.2 Reta e segmento orientado

Comecaremos o estudo dos vetores mediante uma abordagem puramente
geométrica. Assim, a no¢ao de uma diregao (reta) e um sentido nos remete
diretamente a imagem de uma seta. Uma reta é dita orientada quando nela
se estabelece um sentido de percurso considerado como positivo (Figura
[L.I). Graficamente, o sentido positivo ¢ indicado com uma seta. Uma reta

orientada é chamada também de eizo.

reta

— 3 retaorientada

Figura 1.1 — Reta e reta orientada. A reta indica uma diregao e a reta orientada,

uma direcao e um sentido preferencial.
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Um segmento de reta é determinado por dois pontos sobre a reta. Quando
os pontos sao dados numa certa ordem, o segmento é dito orientado. Dados
os pontos O e P, nessa ordem, eles determinam o segmento de reta orien-
tado com origem no ponto O e extremo no ponto P. A notacao para um
segmento orientado ¢ OP (Figura . O segmento PO ¢é dito segmento

orientado oposto do segmento OP.

oP
O/

Figura 1.2 — Segmento orientado, de origem O e extremo P.

Fixada uma unidade de comprimento, denomina-se médulo do segmento
OP e denotamos por !@} o comprimento do segmento em termos da uni-

dade de comprimento (u.c.) adotada (Figura[L.3).

o P

u.c. |OP|=4 u.c.

Figura 1.3 — Segmento de 4 unidades de comprimento.

e Um segmento orientado ¢ dito nulo quando o seu comprimento ¢é zero.

e Dois segmentos orientados sao ditos paralelos se as retas que os contém

sao paralelas ou coincidentes.

e Dois segmentos sao ditos equipolentes quando tém a mesma diregao,

modulo e sentido, embora possam nao estar sobre a mesma reta (Fi-

gura (1.4]).
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Figura 1.4 — AB é um segmento orientado, e CD e EF sdo segmentos equipo-
lentes a AB.

1.3 Vetor

Apresentado o conceito de segmento orientado, estamos em condic¢oes de

introduzir a primeira definicao de vetor.

1% definicdo: Dado um segmento orientado AB, chama-se vetor a

classe dos segmentos equipolentes a AB e se representa por ﬁ

Qualquer segmento orientado equipolente constitui uma representacao
do vetor. Assim, dado um vetor, existem infinitas representacoes deste e,

portanto, podemos formular a segunda definicao de vetor.

2¢ definicao: Vetor é uma terna constituida de uma direcao, um

sentido e um nimero nao negativo denominado médulo do vetor.

Notagao: Notagoes usuais de vetor sao uma letra em negrito (v) e letras
com uma seta na parte superior (). Nesta obra adotaremos a primeira
alternativa.

No que segue, nao se fara distingao entre um vetor e qualquer uma das
suas representacoes. Graficamente, uma grandeza vetorial é representada
por uma seta orientada, sendo a sua magnitude proporcional ao médulo do
vetor. A direcao da seta é dada pela direcao da reta a qual pertence a seta
(Figura [1.5)).

O moédulo de um vetor V, denominado mod V, é o comprimento do
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diregdo

moédulo
/ntido
A

Figura 1.5 — Representacao grafica de um vetor V.

segmento orientado. Por ser um comprimento, o médulo de um vetor é

sempre um nimero nao negativo. Outras notagdes do médulo sao |[V] e V.

1.3.1 Vetor nulo

Um vetor de modulo igual a zero é denominado vetor nulo, embora, estri-
tamente falando, um vetor nulo seja um ponto, nao sendo possivel atribuir

uma dire¢cao e um sentido a ele. Representamos o vetor nulo por 0.

1.3.2 Igualdade de vetores

Definicao: Dois vetores A e B sao ditos iguais, e denota-se A = B
quando eles tém a mesma direcdo, mesmo médulo e mesmo sentido. A

igualdade de vetores satisfaz as seguintes propriedades:
1. A = A (Propriedade Reflexiva),
2. Se A =B = B = A (Propriedade de Simetria),

3. Se A=BeB=C = A = C (Propriedade Transitiva).

1.3.3 Vetor oposto

Dado o vetor A, define-se o seu oposto e denota-se por —A o vetor de

mesmo médulo e diregdo que A, mas de sentido contrario (Figura [1.6)).
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S

A

Figura 1.6 — Representacao grafica de um vetor e do seu oposto.

1.3.4 Vetores coplanares

Dois vetores nao paralelos sao sempre coplanares, ou seja, eles deter-
minam um plano que contém ambos simultaneamente (Figura . Com
efeito, dados dois vetores, sempre podem ser escolhidas representacoes de
ambos os vetores com uma origem comum. FKEssas representagoes sempre
definem um plano, sendo, portanto, o plano definido pelos vetores.

Em geral, trés ou mais vetores nao serao todos simultaneamente copla-

2

> B

nares.

Figura 1.7 — Plano ) determinado pelos vetores A e B.

1.4 Adicao de vetores

Sejam dois vetores quaisquer A e B. O vetor soma ou vetor resultante
R dos vetores A e B, indicado por R = A + B, é o vetor que pode ser
obtido seguindo este procedimento:

Os vetores A e B sao transladados paralelamente um a continuacao do
outro, fazendo coincidir o extremo de um com a origem do seguinte. O
vetor resultante R serd o vetor que terd a sua origem na origem do primeiro

vetor (A) e o seu extremo no extremo do ultimo vetor (B). Esse método de
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Figura 1.8 — Representacao grafica do Método da Poligonal para a obtencao da

soma dos vetores A e B.

obtenc¢ao da soma de vetores é conhecido como Método da Poligonal (Figura

i3
A adicao de um vetor e o seu oposto dard como resultante o vetor nulo,
ou seja
A+ (-A)=0.
A diferenca dos vetores A e B, indicada por A — B, é definida como a

soma de A e do oposto de B (Figura[L.9):

A-B=A+(-B).

y -B
A-B
B\ A

Figura 1.9 — Representacao grafica da aplicacao de Método da Poligonal para

a obtencao da diferenca entre os vetores A e B.

1.4.1 Propriedades da soma de vetores

Sendo que os vetores A, B e A+B formam um triangulo, os médulos

dos vetores satisfazem a seguinte relacao:

|A+B| <|A|+ |B|.
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A soma de vetores satisfaz também as seguintes propriedades:

e Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C,
e Comutatividade: A+ B =B + A,

e A+0=A.

A ultima propriedade indica que o vetor nulo é o elemento neutro na adi¢ao
vetorial. Uma consequéncia da propriedade comutativa da adicao de vetores
é a denominada Regra do Paralelogramo para a obtencao da resultante de
dois vetores: dados dois vetores, A e B, a resultante A + B é dada pela

diagonal do paralelogramo determinado por A e B (Figura |1.10]).

A+B=B+A

B A

Figura 1.10 — Representacao grafica da aplicacao da Regra do Paralelogramo

para a obtencao da soma dos vetores A e B.

A soma de vetores pode ser estendida para qualquer nimero de vetores
por meio do método da poligonal. A soma dos vetores A + B 4+ C... é
realizada levando os vetores a coincidir o extremo de cada vetor com a
origem do seguinte. O vetor soma é determinado pela origem do primeiro e

o extremo do ultimo vetor da série.

Principio de superposigao de forgas

Na fisica, a adicao de grandezas vetoriais, como as forcas, é conhecida

como Principio de Superposi¢ao. Nao constitui um resultado a priori, mas a
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Figura 1.11 — Método da poligonal para a obtencao da resultante de um ntimero

arbitrario de vetores.

conclusao de numerosos resultados experimentais sobre o efeito da aplicacao
de um numero arbitrario e simultaneo de forgas a um corpo. Se sobre uma
particula dada atuam simultaneamente as forcas Fy, Fo, ..., F,, o efeito
dinamico sobre a particula, como enunciado pela 2% lei de Newton, é equi-
valente ao de uma tunica forca, chamada forca resultante, Fg, dada pela

soma vetorial das forgas aplicadas sobre a particula:

F,=F +F,+...+F,.

A forga resultante é responsavel pela aceleracao a do corpo e a relagao entre
ambas ¢ dada por F, = m a.

O Principio de Superposicao Linear é também satisfeito pelos campos
elétricos e magnéticos, como consequéncia da linearidade das Equagoes de
Maxwell. A superposicao linear dos campos eletromagnéticos associados a
luz é responsavel pelos fenomenos épticos conhecidos como interferéncia e

difracao.

1.5 Multiplicacao por um escalar

Seja o vetor A e o escalar k. O produto de A pelo escalar k, indicado

por kA, é um vetor de mesma direcao que A, de médulo kA e cujo sentido
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serd o mesmo que o de A se k for um niumero positivo, e serd contrario se

k for negativo (veja Flgura 1

Figura 1.12 — Os vetores 2A e —3A tém moédulos 2 e 3, respectivamente, em

unidades do médulo de A.

1.5.1 Propriedades do produto por um escalar

Dados os vetores A e B e os escalares k e [, pode-se mostrar que o

produto de um vetor por um escalar tem as seguintes propriedades:

1. k(A +B) = kA + kB,

2. (k+1)A = kA +IA,

3. 0A =0,
4. |kA| = |k||A].
1.6 Versor

No caso de um vetor nao nulo A, o produto do vetor pelo inverso de
seu médulo é um outro vetor, de moédulo unitario, sendo denominado vetor

unitario ou versor correspondente ao vetor A e indicado da seguinte forma:

N 1
A=—A. 1.1
K (1)

Um vetor qualquer A pode ser escrito em termos do seu versor corres-

pondente e do seu moédulo como

A = AA. (1.2)



Algebra vetorial 29

Velocidade relativa

Como dissemos no comecgo do capitulo, a velocidade de um objeto é um
exemplo tipico de vetor. Sua diregao e seu sentido sao correspondentes aos
do movimento do objeto, e o seu modulo é definido como a taxa instantanea
de avanco ao longo da direcao do movimento. Suponhamos que o objeto seja
um barco que atravessa um rio, cuja correnteza tem uma velocidade v4q_
em relacao ao solo, que se desloca com velocidade v;_4, em relagao a dgua.
A velocidade do barco relativa ao solo, v,_, é¢ dada por vi_s = Vi_gg+Vag—s-
Assim, se a partir de um ponto O desejamos atingir o ponto O’ num tempo
t, a direcao na qual o barco deve ser direcionado nao corresponde, em geral,
a do vetor R = W, mas & do vetor R’ = OP (Figura , de forma que
R=R +W,onde R=v,_t, R =v,_4te W =v4_t.

W

Vpag

<— Vg

Figura 1.13 — Exemplo de composicao de velocidades.
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Baricentro e Centro de massa

Seja um conjunto de pontos P;, i = 1,2,...,n, cujas posicoes em relacao
a uma origem O sao dadas pelos vetores r;. Dados n coeficientes ¢;, seja G o

ponto indicado pelo vetor G em relagao a origem O definido pela expressao

G = Z C;I;.

O vetor assim definido depende a prior: da origem O. Determinemos sob
que condicoes o ponto dado pelo vetor G em relacao a O nao depende
da escolha da origem, representando, assim, uma propriedade intrinseca
do conjunto dos pontos P;. Nessas condigoes, o ponto G é denominado
baricentro do conjunto de pontos FP;. Consideremos uma segunda origem
dada pelo ponto O’ e em relagao a qual as posicoes dos pontos P; sao dadas
pelos vetores r;. Para o mesmo conjunto de coeficientes ¢;, seja G’ o ponto
dado pelo vetor G’ definido em relagao a O’ pela expressao G' = > ¢;rl. O
problema da determinacgao do baricentro de um conjunto de pontos P; pode
ser expressado da seguinte maneira: quais devem ser os coeficientes ¢; para
que os pontos G e G’ sejam o mesmo ponto? Se R é o vetor posi¢ao de O
em relagdo a O'; é possivel estabelecer a seguinte relagdo vetorial entre os

vetores posigao dos pontos P; em relacao a O e O':

r,=R+r;.

Em termos matematicos, o problema da determinacao do baricentro pode

ser formulado, entao, como:

G =R+G.

Consideremos a expressao para G’



Algebra vetorial 31

G = > ar
= ) R+
= ) (eR+er)
= R) ¢+ ar
= R ¢+G.

Portanto, a condicao para que o ponto G nao dependa da origem é que
> ¢ =1, ou seja, o conjunto dos coeficientes deve satisfazer uma condigao
de normalizagao. Se os pontos P; sao ocupados pelas massas pontuais m;,

podemos definir os ¢; que satisfacam a condicao de normalizagao por

C; =

me (1.3)

O ponto G assim definido chama-se centro de massa do conjunto de massas.

1.7 Produto escalar

Produto escalar: Chama-se produto escalar ou produto interno de
dois vetores A e B (o qual é denotado por A - B) ao escalar obtido
pelo produto dos modulos de A e B e do cosseno do angulo 6 formado

por estes. Ou seja,
A -B = ABcos¥. (1.4)

1.7.1 Propriedades do produto escalar

O produto escalar possui as seguintes propriedades:

1. Propriedade distributiva: A-(B+C)=A-B+ A -C,
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2. Propriedade comutativa: A-B =B - A,
3. (kKA)-B=k(A-B)=A-(kB).

Da definicao de produto escalar, vemos imediatamente que a condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para que dois vetores nao nulos sejam perpendiculares
¢ que o produto escalar seja nulo, ou seja, se A L B, entao A -B = 0.

Da definicao de produto escalar, deduz-se que A - A = A% Assim, o

moédulo de um vetor pode ser escrito como

A=VA-A. (1.5)

Com a notacao do produto escalar, o cosseno do angulo formado por dois

vetores nao nulos é dado por

A-B
f="—" 1.
cos B (1.6)

1.7.2 Projecao de um vetor

Dado um vetor A e a reta r, indicada pelo versor i, a projecao de A
sobre 7 é o segmento orientado OA’; cujo médulo é dado por (Figura [1.14])

OA" = A cosf = A - (1.7)

Figura 1.14 — Projecao do vetor A sobre a reta r definida pelo versor 1.
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Aplicagoes na fisica

i) A aplicacao de uma for¢a num objeto muda a condi¢ao de movimento
deste. O tipo de mudanca dependera da direcao e do sentido da forca em
relacao a direcao do movimento. Uma forca perpendicular a direcao da
velocidade do objeto (forga centripeta) altera somente a sua diregao, mas
nao o seu modulo.

ii) A agulha de uma biissola tende a se alinhar na direcao do campo
magnético da Terra sempre da mesma forma, paralela a este. A agulha é
feita de um material que possui uma grandeza fisica vetorial denominada
momento magnético M, o qual é representado por um vetor. No caso da
agulha da bussola, M esta dirigido ao longo desta, e o seu sentido é indicado
pelo extremo vermelho.

iii) Um momento magnético M, na presenga de um campo magnético B
tende a se orientar ao longo deste. A interagao entre ambos podemos atribuir
uma energia potencial U, dada por U = —M - B. Assim, M paralelo a B
representa uma posicao de minima energia e, portanto, de equilibrio estavel.
Se M ¢ antiparalelo a B, a posicao é de maxima energia potencial, sendo,

por consequéncia, uma posicao de equilibrio instavel.

1.7.3 Componentes de um vetor em relacao a uma

direcao dada

Dados os vetores A e B, nao paralelos, sempre é possivel escrever o
vetor A como soma de dois vetores, sendo um deles paralelo e o outro
perpendicular ao vetor B, ou seja, podemos escrever A = A + A | (Figura
. As componentes Ajj e A de um vetor A em relagiao a um vetor B

sao dadas por:

~

A= (A-B)B, A =A-A (1.8)
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A, T

Figura 1.15 — Composicao de um vetor A como soma de dois outros vetores

definidos a partir de um vetor B.

Quando aplicamos uma for¢a F a um corpo que pode girar livremente
em torno de um eixo fixo (z), a efetividade da forga em produzir um giro do
corpo em torno do eixo dependera do ponto de aplicacao da forca, da sua
dire¢ao e do seu sentido (Figura . Quando aplicada num determinado
ponto, a componente de F perpendicular ao eixo sera a tnica componente
a exercer um torque em relacao ao eixo, sendo, portanto, efetiva na rotagao

do corpo.

€
8

Figura 1.16 — Efeito da aplicacao de uma forca F a um objeto com um eixo de

rotacao.
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1.8 Produto vetorial

Um espacgo tridimensional é dito orientado quando nele é definida uma
orientacao relativa do conjunto dos trés eixos cartesianos z, y e z, represen-
tado pelo triedro ortogonal formado pelos semieixos positivos. A figura|1.17]
mostra os triedros representando as duas orientagoes possiveis do espaco.
Pode-se ver facilmente que nao é possivel levar um deles, por meio de uma
rotagao, a coincidir com o outro. Ou seja, ao fazer coincidir as origens de
ambos os triedros nao sera possivel levar a coincidir os trés eixos correspon-
dentes. No méximo, somente dois eixos serao coincidentes. Dissemos que os
triedros das figuras[I.I7la e b tém orientagoes diferentes. Um triedro como o
[[.17ra é dito positivo ou direito: se colocamos um parafuso normal ao plano
x-y e o fazemos girar no sentido de = para y, o parafuso avanga no sentido
positivo do eixo z. Caso contrério, o triedro é dito negativo ou inverso (Fi-
gura b). Existem outros critérios para definir o sentido positivo de um
triedro: se posicionarmos os dedos indicador, médio e polegar formando um
triedro, tomados nessa ordem e associando-os respectivamente aos eixos z, y
e z, eles determinam um triedro direto. Um outro critério para determinar
se um triedro ¢é direto é o seguinte: um observador parado sobre o plano x-y
com a cabeca no sentido positivo do eixo z atribuiria ao giro do eixo x para

o y um sentido anti-horario.

Num espaco orientado, é possivel definir um tipo particular de operacao

entre vetores, o denominado produto vetorial.

Seja um espaco orientado, ou seja, um espaco no qual foi definido um
triedro fundamental formado pelos eixos coordenados z, y, e z. Nesse espago,

podemos dar a seguinte definicao de produto vetorial:
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a) b)

z zZ

X X

Figura 1.17 — Triedros representando as duas possiveis orientagoes do espaco:

a) triedro positivo; b) triedro negativo. Cada triedro é a imagem

especular do outro.

A partir da definigdo de produto vetorial, é evidente que a condicao
necessaria e suficiente para que dois vetores nao nulos sejam paralelos é que

seu produto vetorial seja nulo.

1.8.1 Propriedades do produto vetorial

O produto vetorial de dois vetores possui as seguintes propriedades:
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Figura 1.18 — Produto vetorial dos vetores A e B.
i. Propriedade anticomutativa:

AxB=-BxA.

ii. Propriedade distributiva:

Ax(B+C)=AxB+AxC.

iii. Sendo k um escalar, verifica-se que

k(AxB)=kAxB=AxkB.

Sejam os vetores A e B, os quais formam um angulo . O moddulo
do produto vetorial A x B, ABsen @, representa a area do paralelogramo
determinado pelos vetores A e B (Figura|1.19)).

B

Figura 1.19 — Significado geométrico do médulo do produto vetorial.

FExemplos
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1. Um exemplo de grandeza fisica obtida pelo produto vetorial de outras
duas é o torque de uma forca definida por I' = r x F, onde r é o
vetor do ponto de aplicacao da forca em relagao a um determinado
ponto. Assim, o torque de uma forca depende da escolha do ponto de
referéncia. O torque estd para as rotagoes assim como a forga estd para
as translagoes. O trabalho mecanico realizado pelo torque durante a
rotacao de um corpo é responsavel pela mudanca da energia cinética

rotacional E,.

I'df = dE..

2. Uma particula de carga ¢ se movimentando numa regiao onde existe
um campo magnético B experimentara uma forca F dependente da

sua velocidade v, dada por:

F =¢qv x B.

Como a taxa com que uma forga realiza trabalho é F - v, a forca sobre
uma particula carregada devido a interagao com um campo magnético
nao tem a capacidade de mudar a energia cinética da particula, mas

a sua diregao.

1.9 Produto misto

Produto misto: o produto misto dos vetores A, B e C é o escalar

obtido pelo produto escalar de C com o produto vetorial de A e B:

(A xB)-C. (1.10)

De um ponto de vista geométrico, o produto misto de trés vetores nao
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coplanares A, B e C representa o volume do paralelepipedo determinado
pelos trés vetores (Figura . Com efeito, o médulo do A x B representa
a area do paralelogramo determinado por A e B, e C cosa, onde a é o
angulo formado pelo vetor C com a direcao de A x B, representa a altura
do paralelepipedo. Do anterior se depreende que o produto misto de trées
vetores no qual dois deles sao paralelos é nulo e que a condi¢ao necessaria
e suficiente para que trés vetores se encontrem no mesmo plano (vetores
coplanares) é que o seu produto misto seja nulo.

O produto misto dos versores fundamentais é igual a 1 para um triedro

positivo e é igual a (—1) para um triedro negativo.

Y

Figura 1.20 — Significado geométrico do produto misto dos vetores nao copla-
nares A, B e C.

1.10 Pseudovetores e pseudoescalares

Como visto na definicao do produto vetorial, a direcao e o sentido do
produto vetorial de dois vetores A e B, dados nessa ordem, sao determina-
dos de forma que o triedro formado pelos vetores A, B e A x B tenham a
mesma orientacao que o triedro que define a orientacao do espaco. Por esse
motivo, a mudanga da orientagao do espaco de positivo para negativo, por
exemplo, terd como consequéncia a mudanga no sentido do vetor produto

vetorial, ou seja, a definicao de um vetor como sendo o produto vetorial de
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outros dois vetores nao ¢ independente da escolha da orientacao do espaco.
Um vetor cuja definicao estd vinculada a orientacao do espaco é denominado
vetor axial ou pseudovetor. Uma vez determinada a orientacao do espaco,
os pseudovetores sao completamente determinados e podem ser aplicadas a
eles as regras da algebra vetorial e do célculo vetorial. O produto escalar
de dois vetores é um numero que nao depende da escolha do sistema de co-
ordenadas, ou seja, € um invariante ante rotagoes ou translagoes do sistema
de coordenadas. Porém, o produto escalar de um vetor por um pseudovetor
nao tem essa propriedade: por uma mudanca da orientacao do espago, o
pseudovetor efetuara uma rotagao de 180° e o produto escalar tera o valor
oposto. Por tal motivo, o produto escalar de um vetor por um pseudovetor

¢ um exemplo de um pseudoescalar. E facil comprovar as seguintes regras:
1. vetor - vetor = escalar;
2. vetor - pseudovetor = pseudoescalar;
3. pseudovetor - pseudovetor = escalar;
4. vetor x vetor = pseudovetor;
5. vetor X pseudovetor = vetor;
6. pseudovetor x pseudovetor = pseudovetor.

Como exemplo, demonstremos o caso 2: a mudanga da orientacao do espaco
leva a uma inversao na orientagao do pseudovetor. Portanto, o angulo entre
o vetor e o pseudovetor muda de a para 180° — «, o qual, por sua vez, muda

o sinal do produto escalar. ¢

1.11 Problemas

1. Prove que o angulo inscrito numa semicircunferéncia é um angulo reto.
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. Dados os vetores A e B, escreva B como soma de um vetor paralelo

e um vetor perpendicular ao vetor A.
.Se A+B+C=0,proveque AxB+BxC+CxA=3AxB.

. Prove que a condicao necessaria e suficiente para que A+Be A —B

sejam perpendiculares entre si é que A = B.

. Sejam A, B e C trés vetores nao paralelos a um mesmo plano. Prove
que um vetor D qualquer pode ser escrito na forma D =l A +mB +

n C onde [, m e n sao escalares dados respectivamente por:

l:(DxB)-C :(DXC)-A :(DXA)-B

(AxB)-C° "“(AxB)-C’ "T(AxB)-C°
. Considere o triangulo formado pelos vetores A, B e C da figura [I.21]
i. Demonstre o teorema do cosseno:

C? = A? + B* — 2A B cos 7. (1.11)

ii. Demonstre o teorema do seno:

A B C

= = 1.12
sena  senf  sen<y ( )

(Dica: observe, por exemplo, que A x C = A x (A — B) =
—A X B e considere o modulo das expressoes nos extremos das

igualdades).

. A equacgao vetorial da reta que passa pelo ponto r, e tem a direcao do

vetor A é dada por
r=r,+kA, (1.13)

onde k£ é um numero real que toma valores no intervalo (—oo, o)

quando o ponto r se desloca ao longo da reta.
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Figura 1.21 — Construgao geométrica para demonstracao dos teoremas do cos-

seno e do seno.

ZAL

v

X

Figura 1.22 — Grafico do plano ¥ determinado pelo vetor a e a distancia h a

origem.

i. Mostre que a distancia d de um ponto p a reta é dada por:

p—1,) XA

I
d= A

(1.14)

ii. Dadas asretasr =r,+k; A er = ry + k; B, mostre que a menor
distancia entre elas, d, é dada por:

|(r1 — o) - (A x B)|

d=
|A x B|

(1.15)

8. O conjunto de pontos r que pertencem a um plano Y satisfazem a

seguinte equagao vetorial:

r-A=Ah, (1.16)
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onde A é um vetor perpendicular ao plano e h é a distancia do plano
a origem do sistema de coordenadas (Figura[1.22)).

i. Mostre que a distancia d de um ponto P ao plano é dado por

_A~P—c

I A

(1.17)

ii. Mostre que a equacao do plano normal ao vetor A que passa pelo

ponto r, é dada por
A -(r—r,)=0. (1.18)

9. Mostre que dados os pontos ry, ry e r3, a equacao do plano que contém

os trés pontos é

[(r—ry) X (ro—11)] - (r3—1r1) =0. (1.19)
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